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CONTENUES  DANS  CE  VOLUME, 


LIVRE  TROISIÈME. 

SUITE  DE  LA  DYNAMIQUE. 

CHAP.  I-  De  la  masse  des  corps, paffe  t • 

Objet  de  ce  chapitre  , n°  Soj 

S-  I.  Mesure  des  forces  en  ayant  ép'ard  aux  masses  des  mo- 
biles , page  fl 

Comment  l’inertie  de  la  matière  nous  donne  l’idée  de  la 
masse  des  différens  corps,  n®  3io 

Le  choc  des  corps  égaux  en  volume,  qui  se  font  équilibre 
avec  des  vitesses  dilTéreiites,  nous  conduit  .'uissi  à regar- 
der les  substances  hétérogènes  comme  renfermant , sous  le 
même  volume  , des  quantités  dilFérentes  de  matière  inerte  ; 
dans  cet  équilibre,  les  masses  sont  en  raison  inverse  des 
vitesses,  n“*3ii  etSia 

Deux  forces  qui  impriment  le  même  mouvement' à toutes  les 
parties  matérielles  de  deux  mobiles,  sont  entre  elles  comme 
leurs  masses;  il  s'ensuit  que  le  poids  est  proportionnel  à 
la  masse  , pour  un  même  lieu  de  la  terre  ; équation  entre 
la  masse  , le  volume  et  la  densité,  n“*  3i3  et  3i4 

Ce  qu’on  entend  par  la  quantité  de  mouvement  d'un  corps  ; 
toute  force  qui  agit  instantanément  sur  un  mobile,  a pour 
mesure  la  quantité  de  mouvement  qu’elle  lui  imprime , n®  3 1 5 
On  appelle  force  motrice,  la  force  qui  produit  un  niouve- 
ment  varié  quelconque  par  son  actibn  continue  sur  la  masse 
entière  d’un  corps  ; sa  mesure  ; comment  on  peut  la  coin-* 

Îiarer  à chaque  instant  à un  poids  auquel  elle  ferait  équil- 
ibre ; dans  quel  cas  elle  prend  le  nom  de  pression  ; la 
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force  accélératrice  n'est  autre  chose  que  la  force  motrice 
rapportée  à la  masse  qu'on  prend  pour  unité,  n'3iS 
Exemple  d’une  force  motrice  agissant  successivement  sur  deux 
masses  dilférentes  *,  la  force  accélératrice  varie  alors  en  raison 
inverse  de  la  masse, 

On  démontre  ce  qu'on  avait  supposé  dans  la  théorie  des  pro- 
jectiles, relativement  à la  furqe  accélératrice  provenant 
de  la  résistance  du  milieu,  n°  3i8 

§.  II.  Attraction  universelle } masses  des  planètes , page  i4 
Loi  de  l’attraction  universelle  ; on  renvoie  à V Exposition  du 
système  du  monde  de  M.  Laplace , pour  la  démonstration 
de  cette  loi , n°  3iq 

Mesure  de  l’attraction  que  le  soleil  exerce  sur  une  planète 
quelconque  *,  la  réaction  de  la  planète  est  égale  à l'action 
du  soleil;  valeur  de  la  force  accélératrice  qu'on  doit  em- 
ployer dans  les  équations  du  mouvement  de  l'un  de  ces 
corps  autour  de  l'autre  considéré  comme  un  point  fixe  ; 
conséquence  qui  en  résulte  relativement  à la  troisième  loi 
de  Képler,  . n“*  3ao  et  5a  i 

Equation  au.  moyen  de  laquelle  on  détermine  les  masses  des 
planètes  qui  sont  accompagnées  d’un  satellite,  n°  3aa 
Calcul  de  l’attraction  d'une  sphère  creuse  sur  un  point  ma- 
tériel, extérieur  ou  intérieur  : sur  un  point  intérieur,  l’at- 
traction est  nulle  ; sur  un  point  extérieur  ou  placé  à la 
surface , elle  est  la  même  que  si  la  masse  entière  du  corps 
attirant  était  réunie  à son  centre,  n“*  3a3,  3a4  et  3a5 
Loi  de  la  pesanteur  terrestre,  considérée  comme  la  résultante 
des  attractions  de  toutes  les  parties  de  la  terre , n“  3aS 
On  peut  déterminer  la  masse  de  la  terre  d’après  l’intensité  de 
la  pesanteur  à sa  surface , n“  Zuj 

Déviation  du  fil  à plomb,  produite  par  l’attraction  des  mon- 
tagnes, ou  par  toute  autre  attraction  locale;  on  fait  voir 
. par  un  exemple,  que  cette  déviation  est  toujours  très- 
petite,  . n“*  3a8  et  Saq 

Usage  de  la  balance  de  torsion  pour  mesurer  la  force  attrac- 
tive des  corps  et  pour  la  comparer  à la  pesanteur;  moyen 
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d’en  conclure  la  moyenne  densité  de  la  terre , n®*  33o  et  33i 

CH  AP.  II.  Principe  ^néral  de  Dynamique, page  4a 

Enoncé  de  ce  principe^  »on  avantage  est  de  ramener  toutes 
les  question:!  de  Dynamique  à de  simples  problèmes  de 

Statique, n°  53a 

Avant  d’en  faire  les  applications  contenues  dans  ce  chapitre  , 
on  donne  un  autre  énoncé  du  même  principe,  n“  333 
Mouvement  de  deux  corps  pesans , posés  sur  des  plans  in- 
clinés et  liés  l'un  à l'autre  par  un  fil  inextensible;  des- 
cription de  la  machine  d’Athood  ; son  usage  pour  dé- 
‘montrer  en  physique,  les  lois  du  mouvement  des  corps 
graves,  ' n“*  334  335 

Mouvement  d’une  chaîne  pesante , posée  sur  deux  plans  in- 
clinés; dans  quel  cas  la  chaîne  demeurera  en  équilibre. 

n*  336 

Mouvement  de  deux  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  corps 
pesans,  qui  agissent  les  uns  sur  les  autres  par  l’intermé- 
diaire d'un  treuil , n®  33y 

Exemple  dans  lequel  on  combine  le  principe  général  de  Dy- 
namique avec  celui  des  vitesses  virtuelles  ; équations  du 
mouvement  de  deux  points  dont  la  distance  mutuelle  reste 
invariable  , et  qui  sont  ou  libres , ou  assujétis  à rester  sur 

des  courbes  données, n°  338 

Examen  du  cas  particulier  où  les  courbes  données  sont  deux 
cercles  qui  ont  un  mente  centre  ; quand  la  pesanteur  est  la 
seule  force  qui  agit  sur  les  mobiles,  on  parvient  à déterminer 
le  tnouvement  du  système;  exemple  d'un  pendule  composé 
que  l’on  réduit  à un  pendule  simple , n°*  33i)  et  34© 

CHAH.  III.  Du  mouvement  d’un  corps  solide  autour  d'un  axe 
fixe , page  6a 

Quand  un  système  de  forme  invariable  tourne  autour  d’un  axa 
fixe , le  rapport  de  la  vitesse  de  chaque  point  A sa  distance  à 
l’axe,  est  le  même  pour  tous  les  points;  on  nomme  ce  rap- 
port la  vitesse  angulaire  ; le  mouvement  de  rotation  est 

uniforme , lorsque  cette  vitesse  est  constante  , n®  34t 

§.  I*®.  Mouvement  uniforme , page  63 
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Déterminer  la  vitesse  angulaire  d’un  !)’slènie  de  forme  in- 
variable , dont  tous  les  points  reçoivent  simultanément  des 
vitesses  données  en  grandeur  et  en  direction  , n‘’'34« 

On  examine  en  particulier,  le  cas  où  les  vitesses  données  sont 
toutes  égales  et  parallèles  , n°  3i^5 

Vitesse  angulaire  d'un  corps  solide  , retenu  par  un  axe  Gxe , 
et  choqué  par  un  ou  plusieurs  autres  corps  qui  lui  restent 
attachés  après  le  choc,  n“  344 

Comment  on  peut  déterminer  la  percussion  que  l’axe  fixe  éprouve 

à l’instant  du  choc  , » n°  545 

Condition  nécessaire  pour  que  l’axe  fixe  n’éprouve  aucune  per- 
cussion , . n^  546 

II.  Propriétés  des  mornens  d'inertie  et  des  axes  princi- 
paux , page  75 

Définition  du  moment  ^inertie  d’un  corps  , n»  347 

Calcul  du  moment  d'inertie  d’un  parallélépipède  rectangle, 
l’axe  étant  une  de  ses  arêtes  , n°  548 

Calcul  du  moment  d’inertie  de  l’ellipsoïde  par  rapport  à 
l’un  de  ses  trois  diamètres  principaux  , ’ ' n°  34q 

Moment  d’inertie  d’une  sphère  composée  de  couches  con- 
centriques de  différentes  densités  , n°  35o 

Formule  qui  'donne  par  une  seule  intégration,  le  moment 
d’inertie  d’un  solide  de  révolution,  n°  35i 

Application  de  cette  formule  à la  sphère  , au  cône  et  au  cy- 
lindre , n“  35a  et  3.63 

Korniule  qui  donne  le  moment  d'inertie  par  rapport  à un  axe 
quelconque,  quand  on  connaît  ce  moment  par  rapport  à un 
axe  parallèle  passant  par  le  centre  de  gravité;  la  formule 
fait  voir  que  le  moment  relatif  au  centre  de  gravité  est 
toujours  plus  petit  que  l’autre;  la  valeurde  celui-ci  diminue 
à mesure  que  l’axe  auquel  il  se  rapporte,  s’éloigne  du  centre 

de  gravité, ^ n°*354et  555 

Comment  la  direction  de  l’axe  influe  sur  la  grandeur  du  moment 
d’inertie,  et  comment  on  doit  prendre  les  axes  des  coordon- 
nées pour  simplifier  l’expression  du  moment  d'inertie  relatif 
à un  axe  quelconque,  < n°‘ 356  et  SSy 
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Les  axes  deg  coordonnées , choisie  de  cette  manière , se  nom- 
, ment  axes  principaux  ; quand  on  connaît  les  trois  mmiieiis 
d’inertie  qui  s’y  rapportent , il  exista  une  formule  qui  donne 
immédiatement  le  moment  d'inertie  par  rapport  à tout  autra 
axe , passant  par  la  même  origine  ; application  à l’ellip- 

soide  , n°  538 

Propriétés  remarquables  des  momens  d'inertie  principaux  ,* *• 

n*  55  q 

Recherche  des  é^ua*ions  d'après  lesquelles  on  déterminera  la 
direction  des  axes  principaux  par  rapport  à d’autres  axes 
pris  arbitrairement  ; formules  relatives  à la  transformation 
' des  coordonnées  qui  sont  nécessaires  dans  la  question  pré- 
sente et  dans  la  suite  de  cet  Ouvrage  ; démonstration  de  ces 
formules,  n°‘3So,  36 1 et  36a 

Dans  tous  les  corps  , et  pour  un  point  pris  arbitrairement,  il 
existe  un  système  d’axes  principaux  , n”*  363  et  36/f 

Ce  système  est  unique  pour  le  point  donné , quand  les  trois 
momens  d’inertie  principaux  sont  inégaux  ; si  ces  trois 
momens,  ou  seulement  deux  d’entre  eux  sont  égaux  , le 
nombre  des  systèmes  d’axes  principaux  devient  inCni  (voyce: 
Y Addition  à la  lin  de  ce  volume)  , n®365 

Propriétés  mécaniques  des  axes  principaux  ; calcul  de  la  pres- 
sion qu’un  axe  fixe  supporte  pendant  le  mouvement  d’un 
corps  autour  de  cet  axe;  cette  pression  est  nulle  relative- 
ment aux  trois  axes  principaux  qui  se  coupent  au  centre  de 
' gravité  ; les  axes  principaux  qui  se  rapportent  à un  point 

fixe  quelconque,  sont  les  seules  droites  qui  puissent  être  des 

■ axes  permanens  de  rotation , n°*  366  , 36y  et  568 

§.  III.  Mouvement  varié  ; oscillations  du  pendule  com~ 
posé , ’ page  i i o 

V Equation  qui  donne  la  différentielle  de  la  vitesse  angulaire 
dans  le  mouvement  varié  , et  qu’il  faudra  intégrer  dans 

• chaque  cas  pour  déterminer  le  mouvement  du  corps  , n“  3b‘g 
'Application  au  mouvement  d'un  corps  p'esant  tournant  autour 
d’un  axe  horizontal , n"  3/0 

Réduction  du  pendule  composé  à un  pendule  simple,  n’  Syi. 
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Ce  qu'on  enrend  par  centre  d'oscillation  ; l’axe  de*  centres 
d’oscillation  et  l’axe  de  rotation , sont  réciproques  l’un  d* 
l’autre , n"  37a 

n existe  une  infinité  d’axes  autour  desquels  les  petites  oscil- 
lations d’un  corps  pesant , ont  la  même  durée , n®  373 

CHAP.  IV.  Du  mouvement  d’un  corps  solide  autour 
dun  point  fixe. 

§.  I*''.  Formules  préliminaires , page  lai 

On  .peut  considérer  le  mouvement  de  rotation  d’un  corps 
solide  autour  d'un  point  fixe , comme  ayant  lieu  à chaque 
# instant  autour  d'un  axe  qui  reste  immobile  pendant  un  ins- 

tant  infiniment  petit , et  qu’on  appelle  l'axe  instantanée  de 
rotation n“  374 
Formules  qui  déterminent  la  position  de  cet  axe  par  rapporta 
trois  axes  fixes  dans  le  corps  , et  mobiles  avec  lui  ; quand 
l’axe  traverse  constamment  le  corps  dan*  les  mêmes  points  , 
il  est  en  même  tems  immobile  dans  l’espace  , n°  ZjS 

Expression  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation  autour  de  l’axe 
instantanée  , n°  376 

Expressions  des  vitesses  parallèles  aux  trois  axes  mobiles , d’un 
point  quelconque  du  corps,  et  des  composantes  parallèles 
aux  mêmes  axes , de  sa  force  accélératrice  à un  instant 
quelconque  ; toutes  ces  expressions  ont  cala  de  remarquable, 
qu’elles  dépendent  uniquement  des  coordonnées  du  point, 
rapportées  aux  axes  mobiles  , et  de  trois  quantités  inconnue* 
qu’on  désigne  par  p,q,r,  lesquelles  quantités  servent  aussi 
à déterminer  la  direction  de  l’axe  instantanée  et  la  valeur  de 

la  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe  , n°  577 

On  prend  pour  les  axes  mobiles , les  trois  axes  principaux  du 
corps  qui  se  coupent  au  point  fixe  -,  formules  qui  déterminent 
par  rapport  a ce  point , la  direction  de  la  perpendiculaire  au 
pian  principal  des  momens  défini  dans  le  n°  87  , et  considéré 
par  rapport  eart  quantités  de  mouvement  dont  toutes  les 
muléculea  du  corps  sont  animées  à un  instant  quel- 
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conque  ; cette  direction  dépend  austi  de»  trois  quantité» 
P,q,r,  n°  Sÿl 

Autres  fonnnles  qni  déterminent  la  direction  de  ce  plan 
principal , par  rapport  à trois  plans  (îxes  choisis  arbitrai- 
rement; valeur  du  moment  principal  en  fonction  des  trois 
inconnnes  p , q , r,  n* 

La  direction  des  axes  principaux  par  rapport  au  plan  Exe  , 
dépend  de  trois  angles  variables  avec  le  tems  ; ces  angles 
sont  les  inconnues  qu’on  a à déterminer,  en  déGnitif,  dans 
le  problème  du  motivement  de  rotation  d*un  corps  solide  ; 
on  désigne  ces  angles  par  y , 4 ^ i ^*tirs  valeurs  dépendent 

de  trois  équations  différentielles  premières,  renfermant  en 

outre  les  inconnues  p , q , r , n*  38o 

Relations  entre  diverses  quantités  que  l'on  considère  dans  le 

mouvement  de  rotation  , n°  38 1 

$ II.  EquatioTis  du  mouvement  de  rotaGon , 

Ces  équations  sont  au  nombre  de  trois;  on  les  obtient  en  com- 
parât les  forces  accélératrices  appliquées  aux  dilFérens 
points  du  corps,  etdécomposées  parallèlement  à trois  axes 
mobiles  , aux  forces  accélératrices  qui  ont  réellement  lieu 
et  qui  sont  données  par  les  formules  du  n“  Zyj  ; rédaction 
que  subissent  ces  équations,  quand  on  prend  pour  axes 
mobiles,  les  trois  axes  principaux  qni  se  coupent  au  point 
fixe , n'*  38a  et  383 

Les  forces  appliquées  anx  différens  points  du  mobile  étant  don- 
nées,la  détenasination  complète  de  sonmonvement  de  rotation 
se  réduit  A intégrer  six  équationa  différentielles  du  premier 
ordre , entre  les  six  inconnues  ô , ç , p , q , r et  le  tems 
on  peut,  si  l’on  veut , les  réduire  à trois  équations  du  second 

ordre,  en  éliminantp,  q , r. n°584 

Equations  dilférentielles  du  mouvement  de  rotation  d’un  corps- 
pesant  ; ces  équations  ne  s’intégrent  que  quand  on  fait  abstrac- 
tion de  la  pesanteur , ou  quand  le  corps  tourne  autour  de 
son  centre  de  gravité  ; dans  ce  cas , on  parvient  à séparer 
les  variables  dans  les  équations  qui  donnent  les  valeurs  de 
p,q,r,  . a"383et38S. 
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Transformations  qui  conduisent  à deux  intégrales  des  équa- 
tions du  n°  38o  , lesquelles  intégrales  serviront  à déterminer 
deux  des  trois  angles  4,  ^ et  9 , n“  087 

Ces  intégrales  font  voir  que  le  plan  principal  des  moraens 
déterminé  de  position,  dans  le  n“  Sjq , par  rapport  à des 
plans  fixes  , reste  invariable  pendant  la  durée  du  mouve- 
ment j on  peut  à chaque  instant  assigner  la  trace  de  ce  plan 
sur  la  surface  du  corps,  ♦ n“  388 

En  prenant  ce  plan  fixe  pour  l’un  des  «lans  des  coordonnées , 
les  équations  du  mouvement  deviennent  plus  simples , et 
l’on  parvient  facilement  à déterminer,  ou  du  moins  à ramener 
aux  quadratures  , la  valeur  de  l’angle  4 j la  détermination 
complète  des  six  inconnues  4 » ^ 1 P,  <Jt  dans  le  mou- 

voment  d’un  corps  qui  n’est  sollicité  par  aucune  force  ac- 
célératrice, ne  dépond  plus  maintenant  que  de  l'intégration 
tfe  deux  fonctions  d’une  seule  variable  , n°  38g 

Déterminer  les  constantes  arbitraires  contenues  t^ns  les 
valeurs  de  ces  six  inconnues , d’après  la  direction  et  la 
, grandeur  de  la  force  qui  a mis  ce  corps  en  mouve- 
ment? n°  3go 

Application  de  cette  solution  générale  , au  cas  où  le  mobile  est 
un  solide  de  révolution  , et  le  point  fixe,  un  despointsde  son 
axe  de  figure  ; les  valeurs  des  sixinconnuesp,  q , r,  4 et  8 
s’obtiennent  sous  forme  finie  ',  quand  l’impulsion  primitive 
a été  dirigée  dans  un  plan  perpendiculaire  à l’axe  de  figure, 
le  corps  tourne  uniformément  autour  de  cet  axe  qui  reste 
immobile,  n°‘3giet39a 

Anal)’se  du  cas  particulier  où  un  corps  de  forme  quelconque 
tourne  à très-peu  près  autour  d’un  de  ses  trois  axes  prin- 
cipaux J condition  pour  que  le  mouvement  ait  rigoureu- 
sement lieu  autour  de  cet  axe  ; on  retrouve  la  propriété  des 
axes  principaux  déjà  démontrée  dans  le  n°  368  ; on  fait 
voir  de  plus,  que  le  mouvement  est  stable  par  rapport  aux 
axes  du  plus  p^it  et  du. plus  grand  moment , et  qu’il  ne  l'est 
V |>as  autour  du  troisième  , 3g3,  3g4  et  3g5 
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Xutre  démonstration  de  la  stabilité  du  mouvement  autour  de 
deux  des  trois  axes  principaux,  n“  3g6 

CHAP.  V.  Du  mouvement  tf  un  corps  solide  libre,  page  i6t 
Quel  que  soit  le  mouvement  d’un  corps  solide  dans  l’espace,  on 
peut  toujours  le  décomposer  en  deux  mouvemensplus  simples; 
l'un  de  translation  commun  à tous  les  points  du  corps , 
et  l’autre  de  rotation  autour  d’un  point  qui  est  ordinairement 
le  centre  de  gravité  , n°  597 

Equations  diiréreDtielles  du  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité,  “*398 

Remarques  sur  ces  équations,'  n”  5;)q 

Déterruination  de  la  vitesse  initiale  du  centre  de  gravité  , n°  4^0 
L’intensité  d'une  force  qui  agit  instantanément  et  suivant  une 
direction  quelconque  sur  un  corps  solide  , a pour  mesure  le 
< produit  de  sa  masse,  par  la  sîtesse  que  prend  son  centre 

de  gravité, n°  4ot 

Principe  d'après  lequel  on  déterminera  , dans  chaque  cas  , la 
^ mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide  autour  de  son  centre 
de  gravité  ; le  problème  se  compose  de  deux  parties  : t°.  dé- 
terminer le  mouvement  initial?  a“.  former  les  équations  dif- 
férentielles du  mouvement  d'après  les  forces  données,  qui 

agissent  sur  toutes  les  molécules  du  corps? 11° 40a 

En  combinant  ce  principe  avc-c  les  résultats  des  n°'4co  et  4^*» 
on  explique  comment  oif  déterminera  les  mouvemens  de 
translation  et  de  rotation  d'un  corps,  produits  par  l’action 
simultanée  de  plusieurs  forces  données  , qui  agissent  instan- 
tanément sur  le  mobile, n**  4q3 

Exemple  de  la  détermination  complète  de  ce  double  mou- 
vement. n°4o4 

Le  mouvement  de  rotation  n’e^t  pas  troublé  par  l’action  de  la 
pesanteur  ou  de  toute  autre  force  dont  la  résultante  passe 
constamment  pac  le  centre  de  gravité  ; mouvement  {l’une 
sphère  homogène  , en  ayant  égard  à la  pesanteur,  n°  4o5 
Comment  l'attraction  du  soleil  sur  les  planètes  trouble  leur 
mouvement  de  rotation;  on  indique,  à cette  occasion,  la 
cause  de  la  ptiisjion  des  équittoxef  et  de  la  nutation  de  faxt 
(efrçftre , 
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CH  AP.  VI.  Dit  mouvement  d'un  corps  solide  sur  un  plan Jixe, 

page  178 

Equations  difTérentielles  de  ce  mouTement  *,  elles  renferment , 
outre  les  variables,  quatre  inconnues  qu'il  en  faut  éliminer , 
et  qui  sont  la  résistance  du  plan  et  les  coordonnées  du  point 
de  contact  où  cette  résistance  s’exerce  ; cette  circonstance 
exige  qu'on  ait  quatre  autres  équations  de  condition  ■,  for- 
mation de  ces  quatre  équations  , * n°*  4c7  et  408 

Application  de  ces  équations  au  cas  où  le  mobile  est  un  ellip- 
soïde homogène , n°  409 

On  suppose  cet  ellipsoïde  pesant  \ équation  du  mouvement  de 
son  centre  de  gravité,  n”  4'^ 

Equations  dilTérentielies  de  son  mouvement  de  rotation  autour 
de  ce  centre  ; on  obtient  facilement  deux  intégrales  de  ces 
équations , 4 ' ‘ 

Quand  deux  des  trois  axes  sont  égaux,  et  que  le  troisième 
reste  constamment  horizontal , ces  deux  intégrales  suffisent 
à la  détermination  du  mouvement  ; le  problème , dans  ce 
cas , se  ramène  aux  quadratures , et  dépend  de  l'intégration 
d’une  fonction  d’une  seule  variable , u'’  4>3 

Comment  on  déterminera  , dans  ce  même  cas,  les  constantes 
arbitraires  qui  entrent  dans  les  intégrales  , et  la  percussion 
que  le  plau  fîxe  supporte  à l’origine  du  mouvement,  n°4i3 
On  examine  en  particulier  le  cas«û  le  plan  fixe  est  horizonal  ; 
en  considérant  le  mouvement  que  l’ellipsoïde  prend,  quand 
on  l’écarte  d’une  de  ses  positions  d’équilibre  sur  ce  plan  , on 
détermine  dans  quel  cas  cet  équilibre  est  stable,  et  dans  quel 
cas  il  ne  l’est  pas  ■ loi  et  durée  des  petites  oscillations  qui 
ont  lieu  lorsque  le  mobile  est  très-peu  écarté  d’une  position 
d’équilibre  stable , t>°4'4 

Le  mouvement  d'une  sphère  pesante  et  non  homogène , qui 
roule  sur  un  plan  incliné , .<e  déterminerait  par  la  même 
analyse  que  celui  de  l’ellipsoïde  ; on  va  considérer  le  mou- 
vement d'un  corps  pesant  terminé  par  une  pointe,  et  qui 
touche  constamment  un  plan  incliné,  par  l'extrémité  de 
cette  pointe  , n®  4iS 
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Equation»  différentielles  de  ce  mouvement , n**  4>S  et  4>7 

Ôn  obtient  deux  intégrale»  de  ce»  équation»,  qui  suffitent  pour 
résoudre  la  problème  dan»  le  cas  où  deux  des  trois  ^momen» 
d'inertie  principaux  «ont  suppoaé»  égaux;  dans  ce  ca» 
particnlier  , la  détermination  complète  du  mouvement 
dépend  de  l'intégration  de  trois  fonction»  d’nne  seule  va- 
riable , ^ a®  4*8 

Condition  pour  que  l'inclinaison  de  l’axe  »ur  le  plan  incliné 
reste  à trèa-peu  près  conatante  ; analyse  du  mouvement 
du  corps  dans  ce  ca»  particulier  ; cas  où  cette  inclinaison 
resterait  riRoureusenient  constante, n°*  4*9  e*  4^° 

CHAP.  VIL  Du  choc  des  corps.  *• 

§■  l«f.  Choc  de  deux  corps  sphériques  et  homogènes  , p.  ao8 

Ob)et  dont  on  s’occupera  dan»  ce  paragraphe , n°  4a  t 

Quand  deux  corps  non-élastique»  viennent  à se  choquer,  la 
vitesse  après  le  choc  est  la  même  pour  ce»  deux  corps  ; expres- 
sion de  cette  vitesse  commune , n°  4aa 

Remarque  sur  le  choc  de  ce»  corps  , n°  4^3 

Ca»  où  l’une  de»  deux  masses  est  en  repo»  avant  le  choc  ; et 

très-considérable  par  rapport  à l’autre  , n*  4^4 

Ce  qu’on  entend  par  la  yôrce  vive  d’un  corps  en  mouvement  ; 
expression  de  la  force  vive  perdue  dan»  le  choc  de  deux  corps 

non-élastique» , 

L’effet' général  de  l’élasticité  parfaite  dan»  le  choc  des  corps, 
est  de  rendre  aux  mobile»  une  vitesse  égale  et  contraire  à 

celle  que  la  compression  eur  a fait  perdre , n°  4nS 

En  partant  de  cette  donnée  ur  l’élasticité  , on  détermine  les 
vitesses , après  le  choc , de  deux  corps  supposés  parfaite- 
ment élastique», n° 

Conséquences  immédiates  qni  résultent  de»  valeurs  de  ces 
vitesses  ; dan»  le  choc  des  corps  élastiques , la  somme  de» 
forces  vives  de»  deux  mobile»  n’épronve  anciin  change- 
ment,  n°4a8 

I Conservation  du  mouvement  du  centre  de'  gravité  dans  le 
choc  de  denx  corps  élastique»  ou  dénoê» d’élasticité,  n”  4^<) 
S-  II.  Choc  de  d«ux  corps  de  forme  quelconque,  i>age  970 
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Application  du  priiicipedeD’Alembert , énoncé  dans  le  n”  3âa,' 
au  choc  de  deux  corps,  envisagé  sons  le  point  de  vue  plu» 

général , n°  45o 

Ce  principe  ne  donne  que  douze  équations,  entre  les  incon- 
nues du  problème  qui  sont  au  nombre  de  treize  , en  y 
comprenant  la  percussion  que  chaque  mobile  éprouve  à 
l'instapt  du  choc  , et  qu’on  doit  regarder  comme  une  force 
égale  et  contraire  , pour  les  deux  mobiles  , n“  43i 

On  obtient  une  treizième  équation  , par  la  considération  de 
la  compressibilité  des  deux  corps;  ces  treize  éqaations  ren- 
ferment  la  solution  complète  du  problème , quand  on  n’a 

point  à r élasticité  des  mobiles  , n'^*  43a  et  435 

Comment  on  doit  envisager  le  phénomène  du  choc,  entre 
deux  corps  élastiques  de  forme  quelconque;  équations  qui 
déterminent  le  mouvement  des  deux  mobiles  après  le  choc  , 
en  les  supposant  doués  d'une  élasticité  parfaite,  n°434 
Le  choc  de  deux  corps , élastiques  ou  non  , n’altère  jamais  les 
vitesses  de  leurs  centres  de  gravité  , parallèlement  au  plan 
tangent  à ces  deux  cori»,  mené  par  leur  point  de  con- 
tact , n° 

truand  la  normale  en  ce  point  passe  par  le  centre  de  gravité  de 
l’un  des  deux  mobiles  , le  choc  n’altere  pas  son  mouvement 
de  rotation  autour  de  ce  centre;  vitesses  des  deux  centres 
de  gravité  après  le  choc,  dans  le  cas  où  la  normale  passe 
à-la-fois  par  ces  deux  centres,  et  où  les  deux  mobiles  sont 
dénués  d’élasticité  ; valeur  de  la  percussion  qui  a lieu  dans 
ce  choc  ; examen  du  cas  particulier  où  les  deux  centres  se 
meuvent  sur  la  normale  , dans  le  même  sens  ou  en  sens 

. contraire  l'un  de  l’autre  , n'^  436  et  43y 

On  détermine  les  vitesses  dans  la  même  hypothèse  et  pour  le 

cas  de  l’élasticité  parfaite  , n°  438 

Réflexion  d’un  corps  élastique  qui  vient  frapper  un  corps  en 
repos  et  d'une  masse  très  - considérable  par  rapport  à la 
sienne  , n°  4^9 

Examen  d’un  cas  fort  simple  dans  lequel  la  vitesse  de  rotation 
est  changée  par  le  choc  ; expression  de  cette  vitesse  après 
le  choc,  n°*  44°  44* 
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Formules  relatives  au  choc  de  deux  corps  qui  ne  sont  pas 
tous  les  deux  entièrement  libres,  n°  44^ 

Remarque  sur  les  formules  trouvées  dans,  ce  paragraphe  \ 
observation  sur  l’objet  du  paftgraphe  suivant,  n”  44^ 
111.  Choc  simultanée  d'un  nombre  quelconque  de  corps 
sphériques  et  homogènes,  P3g®  ®4S 

Application  du  principe  de  D’Alembertau  choc  de  ces  coips^ 
équations  qui  en  résultent , 444 

L’action  est  égale  à 'la  réaction  entre  les  différentes  sphères 
considérées  deux  à deux,  44^ 

Equations  de  condition  résultant  de  la  compressibilité  de  ces 
sphères;  ces  équations,  jointes  à celles  du  n“  444  » renfer- 
ment la  solution  complète  du  problème  , quand  on  fait 
abstraction  de  l’élasticité  des  mobiles,  n°  44® 

Remarque  sur  la  durée  de  la  communication  du  mouvement 
dans  le  choc  des  corps  élastiques;  difficulté  d’y  avoir  égard  ; 
on  sera  obligé  d’en  faire  abstraction  dans  les  calculs  sui- 
vans,  447 

Déterminer  les  vitesses  et  les  directi<#ls  des  mobiles  après  le 
choc,  en  les  supposant  parfaitement  élastiques,  n°  44® 
Equations  d’équilibre  d’un  nombre  quelconque  de  corps  non- 
élastiques,  qui  se  choquent  avec  des  vitesses  et  des  masses 
données,  n°  449 

Conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité  dans  la  choc 
d’un  nombre  quelconque  de  corps  élastiques  ou  dénués  d’é- 
lasticité , n“  45° 

Conservation  de  la  somme  des  forces  vives,  dans  le  choc  des 
corps  parfaitement  élastiques  ; il  s’ensuit  que  l’équilibre  est 
impossible  quand  on  a égard  à l’élasticité  des  mobiles  qui 
se  choquent,  n“  45i 

Evaluation  de  la  perte  de  force  vive  qui  a toujours  lieu 
dans  le  choc  des  corps  non  élastiques,  n°  45a 

CIIAP.  VIII.  Propriétés  générales  du  mouvement 
d’ioi  système  de  corps. 

(j.  I.  Principes  de  h conservution  du  mouvement  du  centre 
de  gravité  et  des  aires,-  • p.igt-  sSj 
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Equations  qui  ont  lieu  dan»  le  mouvement  de  tont  rystèm» 
de  point»  matériels,  renfermant  moins  de  trois  points  fixes  ; 
ces  équations  résultent  delà  remarcpie  du  n°  i53,  com- 
binée avec  le  principe  de  l3'Alembert,  n°*  453  , 454  et  455 
Remarque  sur  ces  éqnatiens;  elles  sont  indépendantes  de» 
attractions  ou  des  répulsions  mutuelles  des  points  du  sys- 
tème , n°  45S 

Equations  différentielles  du  mouvement  du  centre  de  gravité 
d'un  système  qui  ne  renferme  aucun  point  fixe  ; ce  centre  se 
meut  comme  si  les  masses  de  tous  les  corps  du  système  y 
étaient  réunies,  et  qu’en  même  tems  les  forces  motrices  don- 
nées,qui  agissent  sur  ces  corps,  fussent  appliquées  à ce  centre. 
sans  changer  ni  leurs  directions  , ni  leurs  grandeurs  , n°  45/ 
Les  actions  réciproques  des  corps  d’uo  tel  système  ne  sau- 
raient jamais  mettre  en  mouvement  le  centre  de  gravité 
du  système  entier,  ni  altérer  la  grandeur  on  la  direction 
de  la  vitesse  qu'une  cause , étranfière  au  système , lui  a 
imprimée  ; c’est  en  cela  que  consiste  le  principe  général  de 
la  conservation  du  rXbuvement  du  centre  de  gravité  , n° 

Le  choc  mutuel  d’une  partie  de  ces  corps , ne  change  pas 
non  plus  la  direction  et  la  vitesse  du  centre  de  gravité , n*  45^ 
Démonstration  et  énoncé  du  principe  général  de  la  conser- 

vation  des  aires  , ^ n°  4^0 

Quand  il  y a un  point  fixe  dans  le  système,  ce  principe 
subsiste  encore,  en  prenant  ce  point  pour  centre  des 
aires , n°  4^  ‘ 

Dans  tout  système  de  points  soumis  à leur  attraction  mutuelle 
et  sollicités  par  june  force  dirigée  vers  un  point  fixe , il 
existe  un  plan  qui  reste  invariable  pendant  le  mouvement 
du  système  et  dont  on  peut  à chaque  instant  assigner  la 
position  par  rapport  à d’autres  plans  choisis  arbitraire- 
ment; quand  il  n'y  a pas  de  point  fixe,  il  existe  un  pian 
invariable,  passant  par  tel  point  qu’on  voudra  de  l’es- 
pace , n***  46a  et  4^5 

Les  plans  invariables  relatifs  à tontes  les  positions  succes- 
si\^es  du  centre  de  gravité  , sont  pturallèUt  entre  eux;  de 
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sorte  qu’on  peut  les  considérer  comme  un  seul  et  même 
plan,  qui  se  meut  avec  le  centre  de  gravité,  en  restant 
constamment  parallère  à lui-meme , n”  4^4 

Autre  propriété  importante  du  plan  invariable  qui  se.  rap- 
porte au  centre  de  gravité , n®  4^^ 

La  direction  du  plan  invariable  relatif  à un  point  quelconque 
n'est  pas  changée  par  le  choc  mutuel  d’une  partie  des  corp» 
du  système  , "°  4^^ 

S.  II.  Conservation  des  forces  vives  ; principe  de  la  moindre 
action , 

Equation  générale  résultant  du  principe  des  vitesses  virtuelle» 
combiné  avec  le  principe  de  D’Alembert , n°  467 

On  fait  voir  comment  le  principe  de  la  conservation  des 
forces  vives  se  déduit  de  cette  équation  j conditions  néces- 
saires  pour  que  ce  principe  ait  lieu  •,  en  vertu  de  ce  prin- 
cipe la  som*me  des  forces  vives  redevient  la  même , toutes 
les  fob  que  le  système  se  retrouve  dans  la  même  posi- 
tion , ^ 468  et  46g 

Il  en  résulte , comme  conséquence  immédiate  , la  conserva- 
tion de  la  somme  des  forces  vives  dans  le  choc  des  corps 

parfaitement  élastiques , p”  4?^ 

Théorème  de  M.  Carnot,  sur  la  perte  de  force  vive  qni  a 
lieu  toutes  les  fois  que  les  vitesses  des  mobiles  éprauvent 
un  changement  brusque  ; les  résistances  des  milieux  et  lee 
frottemeiis  finissent  aussi  par  anéantir  la  force  vive  du  sys- 
tème , I n °47t 

La  somme  des  forces  vives  d’un  système  de  corps  en  moo- 
veni€nt,*est  un  maximum  ou  un  minimum,  toutes  les  foii 
que  le  système  passe  par  une  de  ses  positions  d’équilibre  ; 
pour  exemple  , le  mouvement  d’un  système  de  ^ corps 

^ pesans, n° 

Digression  relative  aux  poMtions  d’équilibre  stable  ■ et  non 
stable  , d’un  système  quelconque  ; condition  générale  de  la 
stabilité  ; quand  le  système  est  en  mouvement,  la  somme 
des  forces  vives  est  un  maximum  ou.  minimum,  selon  qu’il 
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passe  par  une  position  d’tqtiilibre  stable,  ou  par  une  position' 

d'équilibre  non-stable, [ n°*  4?5,  4?4  et  4?5 

On  renvoie  à la  Mécanique  analytiqum,  pour  la  théorie  géné-* 
raie  des  petites  oscillations  d'un  système  de  part  et  d’autre 
d’utie  position  d'équilibre  stable;  énoncé  du  principe  de 
Daniel  BerncuUi , sur  la  coexistence  de  ces  petites  oscil- 
lations; exemples  de  cette  coexistence, n°47^ 

Démonstration  générale  du  principe  de  la  moindre  action , 

! n°  477 

LIŸRE  QUATRIÈME.  . 

I HYDROSTATIQUE, 

''otions  générales  sur  les  Jluides  , p8ge  3°/ 

iXetinction  des  fluides  ,en  deux  espèces  , n*478 

La  propriété  fondamentale  des  fluides  est  de  transmettre  éga- 
lement en  tout  sens , les  pressions  que  l’on  exerce  à leur 
surface  ; on  explique  , en  détail , en  quoi  consiste  cette  pro^ 

priété  , n°  479 

Outre  ces  pressions  transmises  , les  fluides  exercent  des  pres- 
sions variables,  dues  aux  forces  motrices  qui  agissent  sur 
leurs  molécules;  comment  on  mesure  la  pression  totale  en 
chaque  point  ; ce  qu'on  entend  par  la  pression  rapportée  à 

l’unité  de  surface , n°48o 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  s*observe  dans  l’équilibra 
d’un  nombre  quelconque  de  forces  appliquées  à la  surface 

d’un  fluide  incompressible  , n°  48 1 

Les  fluides  élastiques  exercent , en  vertu  de  leur  élasticité  , 
une  pression  égale  en  tout  sens  sur  les  parois  dhs  vases  qui 
les  contiennent  ; cette  pression  , rapportée  à l’unité  de  sur- 
face, se  nomme  \a.  force  élastique  du  fluide;  l’expérience 
prouve  que  pour  un  même  fluide  et  la  température  restant 
la  même,  la  force  élastique  est  proportionnelle  à la  densité 

du  fluide, n°*  48a  et 485 

CHAP.  II.  Equations  générales  de  l'équilibre  des  Jluides  , 
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-Cm  équations  toat  fondées  aur  la  notion  qu'on  a donnée  de 
la  presMon  rapportée  à Tunité  de  surface  ut  sur  la  propriété 

fondamentale  de»  fluide». n"  4B4 

Valeur  de  cette  prewion  en  un  point  pris  dans  l'intérieur  ou  à 
la  surface  du  Iluide  ; elle  doit  etre  nulle  à la  aurface  libra 
du  fluide , condition  qui  n'ett  jamais  remplie  dans  les  fluide» 

élastiques  , n°  4^5 

î^^uatinn  diirérentiellc  de  la  surface  libre  d'un  fluide  incom- 
pressible  en  équilibre;  cette  surface  est  perpendiculaire  en 
tous  ses  points , à la  résultante  des  forces  qui  jq^asent  sur 
les  molécules  fluides  ; démonstration  directe  de  cette  pro- 
position , n"  4bb 

Condition  que  doivent  remplir  les  forces  appliquées  aux  molé- 
cules  d'un  fluide  bomogcne  et  incompressible,  pour  que 
l’equilibre  soit  possible  ; ctu  où  ces  forces  se  réduisent  à une 
seule  , dirigée  vers  un  centre  bxe  ; cas  de  la  pesanteur  où 
ce  centre  est  censé  à une  distance  infinie , 

Ce  qu’on  entend  par  couches  de  niveau;  pour  qu'une  masse 
Ruide  hétérogène,  mais  incompressible,  soit  en  équilibre  , 
il  faut  que  chaque  couche  de  niveau  soit  homogène  dam 
toute  son  étendue;  la  loi  des  den.-iités,  d’une  couche  à 
l’autre,  est  tout- à -fait  arbitraire;  équilibre  de  dilTérent 
Lqiiides  pesans,  contenus  dans  un  même  vase;  condition 

nécessaire  à la  stabilité  de  cet  équilibre  , n°*  488  et  48g 

La  propriété  des  couches  de  niveau  d’avoir  la  mùme  densité 
dans  toute  leur  étendue , convient  aussi  à l’équilibre  des 
Jluidcs  élastiques  ; de  plus,  la  densité,  en  passant  d’une 
couche  à l’autre  , suit  une  loi  déterminée  , qui  dépend  de  la 

loi  des  températures , n**  4qo 

Condition  nécessaire  pour  qu’une  masse  fluide  incompressible 
Conserve  une  forme  constante  , en  tournant  autour  d'un 
axe  fixe  ; pour  exemple , une  niasse  d’eau  , contenue  dans 
un  vase  ouvert  en  en  haut , et  tournant  autour  d*un  axe  vw- 

4.9  « «t  49a 
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iVesai'jn  de  l’eau  sur  le  fond  horizoutal  d'uü  vase;  elle  e«t 
indépendante  de  la  figure  du  vase  ; conséqueuce  sicgulière 

qui  en  résulte  , n°4q5 

Prtisi^^n  exercée  sur  une  surface  plane  et  horizontale , par 
plusieurs  fluide»  tuperposéa,  et  qui  s’appuient  ?ur  cette  sur- 
face ; à quoi  est  égale  la  pression  atmosphérique,  n°  4.94 
Pression  exercée  pai  un  fluide  pesant  sur  une  surface  plane 
Inclinée;  sa  t^andeur  ne  dépend  que  de  l’étendue  de  cette 
suiface  et  de  la  distance  de  son  centre  de  gratâté,  au  niveau 

du  fluide  , n°  4fl5 

Sur  une  paroi  inclinée  , le  centre  de  pression  est  toujour»  plus 
bas  que  le  centre  de  gravité  da  cette  paroi  ; exemple  de 

la  détermination  du  centre  de  pression  , n°*  496  et  497 

Lorsqu'un  corps  est  plongé,  en  tout  ou  en  partie,  dans  un 
üuide  pesant,  les  pressions  horizontales  que  ce  fluide  exerce 

sur  sa  surface  , se  détruisent  mutuellement, n° 

La  résultante  des  pressions  verticales  est  égale  au  poids  du 
7luide  déplacé  , dirigée  en  sens  contraire  de  la  pesanteur 
et  appliquée  au  centre  de  gra\ité  de  cette  portion  de 

. fluide  , n°  4qq 

Considération  indirecte  qui  conduit  aux  résultats  des  deux 
numéros  précédens,  n"  5co 

Conditions  d'équilibre  d’un  corps  pesant,  plongé  en  tout  ou 
• en  partie  dans  uu  fluide  pesant;  tout  corps  pesé  dans  un 
fluide , y perd  une  partie  de  son  poids  égale  au  poids  de  la 
portion  de  fluide  qu'il  déplace  , n°  Soi 

L'sage  de  la  btilance  hyd^oilaUqua  , pour  déterminer  les  pesan- 
teurs  spécifiques  de  dilTérens  corps,  n»  5oa 

Remarques  sur  le  poids  d’un  corps  dans  l’air,  et  sur  la  mesure 
de  la  pesanteur,  conclue  des  oscillations  du  pendule  faites 
dans  ce  fluide,  B‘*5c3et5o{ 

Les  pressions  horizontales  d'un  fluide  pesant  sur  les  parois  du 
vase  qui  le  contient,  se  détruisent  mutuellement;  ce  qui 
arrive  quand  le  vase  est  percé  latéralement  au-detsous  <'n 

niveau  , n°  5cô 

I,a  résultante  des  pressions  verticales , sur  toute  l’étendue  de  ces 
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paroiii , e.<t  toujours  égale  au  poids  entier  du  fluide  , n*  5cfr 
§.  II.  Conditions  d'equilibre  des  fluides  contenus  dans  des 
vases  communiquons  , 35(| 

Il  faut  d’abord  que  les  fluides  de  den.sités  différentes  soient 
disposés  en  couches  horizontales  dans  chaque  vase  j cas  par- 
ticulier où  l’on  n’a  qu’un  seul  fluide  répandu  dans  plusieurs 
vases;  rapport  qui  doit  exister  entre  les  densités  et  les  hau- 
teurs des  couches  superposées,  dans  le  cas  de  plusieur.s 
fluides  , n"*  Soy , 5o8  et  5og 

Description  et  usage  de  la  presse  hydrostatique , n“  5io 

ÈUévation  d’un  fluide  pesant  dans  le  vide  , produite  par  la  pres- 
sion atmosphérique,  • n*  .Sit 

Équilibre  d’un  fluide  pesant,  contenu  dans  un  tube  recourbé|^ 
cet  équilibre  est  encore  po.ssible,  en  vertu  de  la  pression 
atmosphérique,  lorsque  le  tube  est  d'ans  une  position  ren- 
versée; dans  ce  cas  , on  démontre  que  l’équilibre  n’est  pas 
stable  , n®  5 1 !» 

Mécanisme  du  siphon , n“  5i3 

Remarque  sur  l’attraction  que  les  parois  des  vases  exercent 
sur  les  fluides,  etsur  l’attraction  mutuelle  qui  a lieu  entre  tes 
molécules  de  ces  fluides  ; on  indique  les  principales  modi- 
. fleations  que  ces  attractions  apportent  aux  lois  de  l’ équilibra 
des  fluides  pesans,  ' n°5i4 

§.  III.  Notions  sur  les  pompes , page  Sya 

Description  de  ces  machines,  n°  5i5 

^Keanisme  de  la  pompe  oipirante,  n*5iG 

Calcul  de  l’élévation  de  .l'eau  dans  cette  pompe,  produite 
par  un  ou  plusieurs  coups  de  piston  , n'*  Siy  et  5i8 

Cas  particulier  dans  lequel  l’élévation  de  l’eau  s'arrêterait  d'eile- 
même  ; condition  à remplir  pour  que  cet  inconvénient  n’ait 
pas  lieu,  ^ ""Siq 

Produit  de  chaque  coup  de  piston , à partir  de  l’instant  où 
l’eau  a commencé  à s’écouter  hors  de  la  pompe , n“  5ao 
Théorème  relatif  à la  charge  que  supporte  le  piston  , d’après 
laquelle  on  règle  la  force  qu’il  employer  pour  élaver 
l’eau  à une  hauteur  donnée  > n®  t 
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Mécanisme  de  la  pompe  aspirante  et  foulante  ; ealcnl  èë 
produit  de  cette  pompe  et  de  la  charge  que  le  piston  sup- 
porte, n“  5ia 

CH  AP.  III.  Dè  l’équilibré  des  ebrps  Jlottcms  , pege38g 

La  recherche  des  positions  d’équilibre  d’im  corps  flottant  sfc 
réduit  à un  problème  de  pure  géométrie  doét  Od  dodnb 
l’énoncé  , h"5»3 

Déterminer  les  positions  d’équilibre  d'on  prisme  triâugolititb 
dont  les  arêtes  sont  horizontales  , n®‘  5a4  et  5a5 

Cas  où  la  base  de  ce  prisme  est  un  triahgU  isocèle , h°  548 
Cas  où  cette  base  est  un  triangle  équilatéral  ; le  prisme  a 
toujours  alors , ou  six , ou  douze  positions  d'équilibre , h*  Siiy 
Dn  prisme,  un  cylindre , un  solide  de  rérolotron,  ét  générale- 
ment tout  corps  symétrique  par  rapport  à on  axe , h dëuX 
positions  d’équilibre  dans  lesquelles  cet  axe  est  Vertical  poiir 
exemple  , le  cône  droit  à base  circnlaire  ■,  h“  548 

Propriété  remarquable  des  positions  d’équilibre  stables  él  boh 
stables , d’un  même  corps  flottant , n®  5ag 

Ce  qu’on  entend  par  métatenire  daitt  Un  edrps  flottâùt  qbVù 
suppose  symétrique  par  rapport  à Un  plân  ; la  fcoafsitïè- 
ration  de  ce  point  sert  à distinguer,  dàns  On  pareil  cotpé, 
les  positions  d’équilibre  stablei , de  cellèi  qui  ne  le  Sbnf paê  ; 
pour  exemple  , un  cylindre  à base  elliptique  floHt  l’Ulce  eSt 
horizontal,  fi®*536et6fei. 

Examen  du  mouvement  que  prend  00  flôfWnt  dé  ftirtétè- 
qnèlconqiie , quand  on  l’éCaffO  Wi  Wift  Soit  peb  d'üOé  pdt- 
âtion  d’équihbrej  équation  déduite  'du'priOcipe  gébérAl  (fès 
forces  wvfes,  qui  a Leu  dans  ce  ittbtfvemfent,  h®*'53a  tèt  f>S5 
Théorème  relatif  à la  stàbilité  de  l'éqttlUbre  d’ûO  eWpS 
tànt  de  forme  quelconque  ",  quabd  Ife  ceftttfc 
corps  est  au-dessous  de  cehi^dn  volume  d’eau  dé- 

place dans  son  étatd’équihble,  où  pWft'êtté  tSéttaht'qWfc  étS' 
équilibre  est  stable  ^ U®‘  8t  ÜS 

Oh  détermine  les  oScidationS  Veftîefclée  du  dthtVb  de  ‘gthvllé 
d’dn  corps  symétriquè  <plar  tUppftrt  à 'iln  plah  , qWè  l'bn 
écarte  un  tant  soit  peu  d’une  ^flSWfoii  dH^iliifttè , b® 
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Oa  ditarmine  aussi  son  mouvement  de  toUtion  autour  d’un 
axe  horiiontal , passant  par  son  centre  de  gravité  j ces  deux 
^ iBouveraens  simulUnées  offrent  un  exemple  de  la  coexis- 
tence des  petites  oioillations,  n**  Sôy  et  538 

CHAP-  V.  Usage  du  baromètre  pour  la  mesure  des  hauteurs 
verticales , 

• Equilibre  du  mercure  dans  le  baromètre , n®  53§ 

DescriptioD  et  usage  du  manomètre , n®  54o 

Loi  de  la  dilatation  de  l’air  et  des  ga»  ; expression  de  la  force 
élastique  d’un  gaz  quelconque,  en  fonction  de  sa  densité  et 
de  sa  température  , ^4^ 

Équation  d’équilibre  d’une  colonne  atmosphérique;  décrois- 
sement de  la  pression  et  de  la  densité  à mesure  qu’çn  s’élève 
dans  l’atmosphère,  n“  54a 

Formule  au  moyen  de  laquelle  on  calcule  les  hauteurs  verti- 
cales , d’après  les  ob.'ervations  barométriques , n®  543 
Autre  formule  relative  au  même  objet , plus  simple  et  moine 
rigoureuse  que  la  précédente , n®  544 

LIVRE  aNQUIÈME. 

•HYDRODYNAMIQUE. 

CHAP.  i.  Du  mouvement  d’un  Jluide  pesant , page  443 
Remarque  sur  les  équations  du  mouvemefit  des  fluides,  n®545 
5.  I.  Hypothèse  du  parallélisme  des  tranches;  mouvement  de 
l'eau  qui  sort  ifun  vase  de Jîgure  quelconque , page  444 
On  explique  en  quoi  consiste  l’hypothèse  do  parallélisme 
des  tranches  , qu’on  ne  doit  regarder  que  comme  un 
moyen  de  déterminer  par  approximation,  le  mouvement 
des  fluides  , n®  548 

Application  du  principe  de  D'Alembert , au  mouvement  de 
l’eau  qui  sort  d’un  vase  par  un  orifice  horizontal,  n®  54/ 
Équations  qui  donnent  immédiatement  la  vitesse  et  la  pres- 
sion en  un  point  quelconque,  quand  la  vitesse  à l’orifice  est 
connue  ; autre  équation  différentielle  dont  dépend  la  valeur 
de  cette  vitesse  en  fonction  du  tenu , n®  548 
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J.oifque  le  niveau  de  l'eau  dans  le  vase  est  supposé  constant, 
la  solution  complète  du  problème  se  réduit  à intégrer  cette 
équation  dilFérentielIe,  ce  qui  ne  présente  aucune  difficulté; 
fl  le  niveau  est  variable,  cette  solution  dépend  de  l’intégra- 
tion de  deux  équations  dilTérentielles  du  premier  ordre , qui 
n’est  pas  possible , en  général , sous  forme  finie  , n“  54g 
Théorème  relatif  à la  vitesse  de  l’eau  qui  s’écoule  par  un  très-  * 
)iËtit  orifice  ; en  même  tems  la  pression  en  chaque  point 
du  vase  est  la  même  que  si  le  fluide  n’avait  aucun  mou- 
- vement , ' . n“  55o 

Ifemarque  importante  sur  cette  vitesse  ; elle  n’a  lieu  qu’après 
un  tems  fini  et  d’autant  plus  court  que  l'orifice  est  plus 
petit,  ’ _ n®  55i 

Le  théorème  du  n°  55o , relatif  à un  très-petit  orifice  , a éga- 
lement lieu  lorsque  cet  orifice  est  latéral  ; ce  résultat  est 
confirmé  par  l’expérience  , < n”  55a 

lùaluation  de  la  dépensé  par  un  très- petit  orifice,  en  un 
icms  donné;  sur  ce  point  l’expmrience  ne  s’accorde  pas  avec 
le  calcul  ; on  attribue  cette  différence  à la  contraction  de  la 
veine  fluide  ; quantité  de  cette  contraction , conclue  de  la 
comparaisoa  entre  le  calcul  et  l’expérience  „n°*  553  et  554 
IL  Oscillations  de  F eau  dans  un  tube  recourbé,  page  4G0 
La  détermination  complète  de  ce  mouvement  dépend  de 
l’intégration  de  trois  équations  différentielles  du  premier 
J ordre,  , ‘ n®‘  555  et  556 

0;i  peut  toujours  obtenir  une  intégrale  de  ces  équations  ; 
cette  intégrale  exprime  que  la  quantité  d’eau  qui  oscille 
est  constante  ; par  son  moyen  on  ramène  la  question  à inté- 
grer une  seule  équation  différentielle  du  second  ordre , n°  55/ 

On  considère  en  particulier  le  cas  où  le  tube  est  partout 
également  large;  si  l’on  suppose  de  plus,  que  les  deux 
brauchesdans  lesquelles  le  fluide  oscille,  sont  cylindriques 
et  droites,  on  trouve  que  la  durée  des  oscillations  est  in- 
dépendante de  leur  amplitude , et  qu’elle  est  égale  à 
celle  des  petites  .oscillations  d’un  pendule  simple  dont  on 
îjfsignela  longueur;  quand  cei  deux  branches  sont  verticales. 
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rette  longueur  e>t  égale  à la  moitié  de  relie  du  G!<  t 
d’eau  , n°*  558  et  55t) 

CH  AP.  II.  Equations  génitales  du  mouvement  des 
. Jluides  , pape  4?^ 

Jîemarques  sur  les  variations  des  vitesses  des  molécules , et 
sur  le  nombre  des  inconnues  que  la  que.'tion  pré.sente  , n“  5So 
I..e  principe  de  D’Alembert  fournit  immédiatement  trois  équa- 
tions du  mouvement  des  fluides,  n®  5Gi 

On  en  trouve  une  troisième  , en  considérant  que  la  masse 
de  chaque  élément  du  fluide  doit  rester  constante  pendant 
le  mouvement  J pour  former  cette  équation,  on  s’appuie 
sur  ces  deux  propositions;  i°un  élément  du  fluide  qui  a la 
forme  d'un  parallélépipède  rectangle  , en  un  instant  quel- 
conque, se  change,  dans  l’instant  suivant,  en  un  parallé- 
lépipède non  rectangle  ; a°  le  volume  de  celui-ci  est  égal  au 
produit  de  ses  trois  côtés,  comme  s’il  était  rectangle,  du 
moins  quand  on  néglige  les  quantités  infiniment  petites  du 
cinquième  ordre  , lesquelles  quantités  ne  doivent  pas  entrer 
dans  la  différentielle  du  volume  de  l’élément , par  rapport 
au  tems , n®  56a 

Cette  équation  se  sépare  en  deux , dans  le  cas  des  fluides 
incompressibles;  on  a,  dans  tous  les  cas,  un  nombre  d’équa- 
tions égal  à celui  des  inconnues  ; leur  intégration  générale 
est  impossible  par  les  moyens  connus , n®*  563  et  5S4 

Equations  de  la  surface  d’un  fluide  incompressible,  pen- 
dant toute  la  durée  de  son  mouvement  ; on  l’obtient  en 
égalant  à zéro  la  valeur  de  la  pression  qui  a lieu  en  un  point 
quelconque,  n®  565 

Quand  les  vitesses  des  molécules  seront  connues , il  restera 
trois  équations  différentielles  premières  à intégrer  pour 
connaître  le  mouvement  d’une  molécule  déterminée,  n®  566 
Supposition  qui  simplifie  considérablement  les  équations  géné- 
rales du  mouvement  des  fluides , n® 

Cette  hypothèse  est  permise  quand  les  \îtes?es  initiales  dos 

molécules  sont  milles,  et  dans  un  autre  cas  plus  gé- 
notai , n®  SCS 
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Elle  e5t  tonjours  permise  dans  la  théorie  des  petites  OfciltaHens 
des  fluides  soit  élastiques  , soit  incompressibles  ; équa- 
tions qui  renferment  1a  théorie  des  petites  nsoillations  de 
l’eau , n“  56q  et  67* 

Exemple  d’un  mouvement  dans  lequel  l'hypethèse  du  n°  S67n’« 
pas  lieu;  en  résout  de  nouveau  le  problème  du  0°  49>  • 671 

ADDITION  mix  propriétés  des  momens  d'inertie  et  des 
axes  principaux  , 49^ 

Cette  addition  a pour  objet  la  recherche  des  points  d'un  corps, 
par  rapport  auxquels  tous  les  momens  d’inertie  sont  égaux. 


FIN  DE  Là  table. 
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FAUTES  A CORRIGER. 


P»g. 

üT 


lÎR. 


8ï. 


no, 

«:4. 

>9’. 

»9l. 

>96, 

>97. 

>99. 

331, 

334, 

i36, 

337, 

»4>. 


387, 

395, 

398, 

4'». 


9. 

10, 


9. 

4. 

5, 

8, 


4>5, 

444. 


an  lien  à»  (n*  338) , tiset  (na  SiS.) 
an  lien  de  difüfreniiclte  , liiex  différence. 

4,  an  lien  de  J , liiez 

4,  an  lien  den»  345,  /liez  n»  346. 

3,  en  remontant , (n*  343),  /i»e»  (na3440 

au  lien  de  lin. (,  liiez  ^.sin.i.  ' - 

en  remontant , e = o , liiez  t =r  o. 

•upprimez  4>5. 

BU  lien  de  (,  liiez  B. 

7,  an  lieu  de  a,  = o , liiez  x,  = o. 

16,  menons  par  le  point,  tiset  menons  par  le  point  G. 

I , en  remontant , m ^me  teins , lisez  mime  plan. 

3,  en  remontant , cette  râleur  de  AI , tiset  cette  râleur  de  iV*. 

30,  au  lien  de  u.cot.uGK , lisez  u. cos.  hGK. 

I,  aulieudeaiV — MI^.cot.UGK  -t-  AIv.cos.hGK  — o,  liiez 
oJV—Mf'.cot.hGK  -h  Alt-.cot.UGK. 

3,  en  remontant,  KO,  lisez  LO. 

30,  an  lien  de  3^(1  — r).cos.a.x  , lisez  3A(i  — r}.cos.C.x. 
au  lieu  d’un  3,  mettez  un  3. 
en  remontant , an  lieu  de  OE , liiez  O/C 

au  lien  de  , lisez — JHh 

df  ' dt‘ 

la  m/me  vitesse , lisez  la  m/me  vitesse  rerticala. 


>7. 

I. 


i5. 
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LIVRE  TROISIEME. 
SUITE  DE  LA  DYNAMIQUE 


CHAPITRE  PREMIE 


DE  UHAESE  DES  CORPS 


S«K).  OÙ  •' avons  considéré  le  monvement  oûn 
point  matériel  dans  tous  les  cas  qn’â  peut  présenter  t 
lorsque  le  mobile  est  parbtitement  libre,  quand  il  est 
astreint  à se  raonvoir  sur  ime  courbe  donnée , et 
enfin  quand  il  doit  rester  sur  une  surfiiCe  donnée^ 
Nous  sommes  parvenus,  dans  ces  trois  cas,  aux 
équations  düTérentielles  du  mouvement  ; c’est  en- 
suite au  calcul  intégral  à fournir,  pour  chaque  pro- 
blème particulier,  les  moyens  de  résoudre  ces  équa> 
lions,  exactement  ou  par  approximation,  afin  d’en 
déduire  les  coordonnées  , la  vitesse  et  la  diréctîon 
du  mobile  en  fonction  du  tems.  Ainsi,  la  dynamtqnd 
d’an  point  matériel  isolé  est  comprise  en  'éntieÿ 
dans  le  livre  précédent,  et  nous  allons,  dans  celui- 
ci  , considérer  le  mouvement  d’un  corps  de  dimen- 
sions finies,  on  plus  généralement,  d’un  système 
quelconque  de  points  matériels.  Mais  comme  nous 
aurons  k comparer  entre  elles,  des  forces  appliquées 
àdiOerens  corps,  il  est  convenable,  avant  d’entrer  eu 
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matière,  d’expliquer  comment  on  mesure  l’intensité 
d’une  force,  en  ayant  égard  à \a. masse  du  mpl>i}e.  Eu 
effet,  lorsque  deux  forces  sont  appliquées  successi- 
vement à un  même  corps , leurs  intensités  sont  entre 
elles  comme  les  vitesses  qu’elles  impriment  au  mo- 
])ile  dans  un  même  intervalle  de  tems,  pendant  le- 
quel ces  intensités  sont  supposées  invariables  ; mais 
si  elles  agissent  sur  différens  corps,  leur  rapport 
dépend  alors  de  la  vitesse  qu’elles  produisent  et  de 
la  masse  qu’elles  mettent  en  mouvement;  or,  c’est 
la  détermination  de  ce  rapport  qui  va  principalement 
nous  occuper  dans  ce  premier  chapitre.  Nous  y 
avons  en  outre  réuni  diverses  autres  questions,  rela- 
tives à la  masse  des  corps,  qui , u’ont>pas  pu  trouver 
place  dans  le  livre  précédent,  et  qui  serviront  à cont- 
pletter  les  notions  qu’on  y a données  sur  la  pesan- 
teur terrestre  et  sur  la  force  qui  sollicite  les  planètes 
vers  le  centre  du  soleil.i  ■ 

§.  I*' . Mesure  des, forces  en  ajrant  égard  aux  masses 
: des  'mobiles.  ' - , 

I 11  . ' ■ 5 . O • j 

t 5iQ.  La  masse  d’un  corps  est  la  quantité  de  ma- 
tière dont  il  ' est  çomposé.  Dans  les  corps  hemon 
gènes,  lia  masse  est  - proportionnelle  au  volume  ; 
mais  les  eprps  formés  de  différentes  substances, 
comprennent,  en  général,  sous  le  même  volume, 
des  quantités  de  matière  plus  ou  moius  grandes. 
Nons  nous  représentons  les  parties  intimes  de  tous 
les  corps  de  la  nature,  séparées  les  unes  des  autres 
par  des  espaces  vides  , que  nous  appelons  les  pores 
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de  la  subvtancé  ; et  c’est  ea  éiargissaut  ou  en  dirni^ 
Buant  ces  espaces,  que  nous  eoncevods  des  nombres 
{^us  petits  ou  plus  grands  de  parties  matérielles, 
renfermées  sous  des  volumes  égauxt.  v'"  * ' r 

La  connaissance  de  la  masse  des  corps  noos  est 
donnée  par  cette  propriété  générale  de  la  matière 
qu’on  appelle  l'inertie.  En  effet , concevons  un  corps 
posé  Sur  un  plan  horizontal  parraltemenl  poli,  de  ma- 
nière qu’il  n’éprbuve  aucun  frOtlément  contre  ce.plan; 
son  poids  ne  s'opposera  pas'non  plus  à ce  qu’il  puisse 
glisser  le  long  d’un  plan  qu’on^  suppose  horizontal  ; 
cependant,  .si  nous, voulons  le  mouvoir  sur  ce 
même  plan,  il  nous  faudra,  pour  parvenir  à le  dépla- 
cer, faire  un  effort  ^elconque,  uniquement  dû  à ce 
que  la  matière  dont  ce  corps  est  composé,  ne  saurait 
»e  mouvoir  d’elie-raême  et  sans  l'action  d’une  force, 
c’est-à  dire, uniquement  dû  à l’inertie  de  la  matière.’ 
Si  à ce  corps  on  en  ajoute  un  second,  l’effort  néces- 
saire pour  les  mouvoir  ensemble,  devra  être  évidera-’ 
ment  plus  grand  que  pour  en  déplacer  un  Seul  ; et 
en  général , cet  effort  sera  d’autant  plus  grand,  que 
la  masse  qu’on  veut  déplacer,  sera  elle-même  pins 
considérable. 

Ainsi,  lorsqu’on  essaie  de  mouvoir  différens  corps 
sur  un  plan  horizontal,  la  grandeur  des  efforts  que 
l’on  est  obligé  de  faire,  pour  leur  imprimer  le  même 
mouvement , peut  donner  l’idée  de  leurs  masses  res- 
pectives} et  quand  on  trouve  que  deux  corps  de 
même  volume  exigent  des  efforts  différens,  bn  doit 
les  rcgafdei' comme  contenant , sous  ce  volume,  des 
quantités  différentes  de  matière  inerte.  Mais  le  phé- 

1 . . i 
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Boraène  le  pltis  propre  à donner  nne  idée  précise  de 
leurs  masses,  et  qui  peut  même  servir  à en  déterminer 
numériquement  le  rapport,  c’est  le  d^c  des  corps 
dénués  d'élasticité  ; nous  allons  donc  analyser  un 
Cas  très>simple  de  ce  pliénomène,  sur  lequd  nous 
reviendrons  dans  im  des  chapitres  stiivans. 

3 1 1 . Les  mobiles  dont  il  va  être  question , seront 
des  sphères  homogènes , formées  de  différentes  ma- 
tières' compressibles,  mais  dépourvues  d’élasticité; 
nous  mettrons  leurs  centres  en  mouvement  sur  une 
même  droite,  et  nous  supposerons  que  tousles points 
de  chaque  sphère  décrivent  des  parallèles  à cette 
droite,  avec  une  vitesse  commune. 

Si  deux  de  ces  sphères , égales  en  volume  et  de 
même  matière,  viennent  à se  rencontrer  avec  des 
vitesses  égales  et  contraires,  il  est  évident  qu’elles 
se  comprimeront  l’une  contre  l’autre,  jusqu’à  ce  que 
leurs  mouvemens  soient  détruits  et  quelles  soient 
réduites  au  repos.  On  conçoit  encore  que  si  la  vi- 
tesse de  l’une  est  plus  grande  que  celle  de  l’autre , la 
plus  petite  vitesse  sera  seule  détruite , et  la  plus 
grande  sera  diminuée  d’une  quantité  égale  à la  plus 
petite.  Appelons  donc  A l’une  des  sphères , et  B 
l’autre  ; soient  n et  ê leui'S  vitesses,  et  supposons 
: à l’instani  du  choc  A sera  réduite  an  repos , 
et  B conservera  la  vitesse  b — a;  par  conséquent  si 
l’on  enlevait  la  sphère  A ^ aussitôt  après  le  choc,  B 
continuerait  à se  mouvoir  dans  le  même  sens  qu’au-* 
paravant,  avec  une  vitesse  h — a.  Supposons  que  B 
rencoutre  une  seconde  sphère égaleà  la  première. 
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et  animée  de  la  meme  vitesse  a ; si  b — a surpasse 
encore  a,  A'  sera  réduite  au  repos , et  la  vitesse  de  B 
deviendra  b^ — 2<z.  Supprimons  A'  aussitôt  après  le 
second  choc  ; imaginons  ensuite  que  B rencontre  suc- 
cessivement une  série  de  sphères  A' , A* y etc. , égales 
et  animées  de  la  vitesse  a : après  un  nombre 
quelconque  n de  semblables  chocs , la  vitesse  de  B 
sera  réduite  à b — na  ; de  sorte  que  si  la  vitesse  b est 
un  multiple  de  a et  égale  à elle  se  trouvera  en- 
tièrement .épuisée,  et  le  corps  B sera  réduit  au 
repos. 

Cela  posé , si  les  corps  A y A'  A'  A"  y etc.,  qui  sont 
en  nombre  «,  forment  une  série  de  sphères  juxtapo- 
sées (6g.  I"),  et  que  cette  série,  animée  de  la  vi- 
tesse a,  vienne  choquer  la  sphère  la  vitesse  ru% 
de  celle-ci,  sera  détmite  comme  précédemment.  En 
e6èt,  nous  pouvons  supposer  entre  les  sphères  A y 
A , A,  etc.,  des  inlervidles  infiniment  petits  f et  alors 
tout  se  passera  dans  ce  cas , comme  dans  le  précé- 
dent: A perdra  d’abord  sa  vitesse  a,  et  celle  de  B sera 
réduite  i A'  agissant  sur  B y par  l’intermé- 

diaire de  la  sphère  A qui  reste  interposée  entre  ces 
deux  éorps,  perdra  sa  vitesse  a , et  réduira  celle  de  B 
à ô— 2u;  agissant  sur  B y par  l’mtermédiaire  des 
deux  sphères  A et  A' y perdra  de  même  sa  vitesse  a, 
et  celle  de  B sera  eucore  diminuée  de  a,  ou  réduite 
à ; et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  la  dernière  sphère 

de  la  série,  qui  épuisera  le  dernier  degré  de  vitesse 
de  J?. 

En  général , Il  est  aisé  de  voir  que  si  deux  séries 
sphères  juxtaposées,  égales  en  volume  et  de  mémc' 
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malière,  viennent  à se  rencontrer,  elles  se  feront 
équilibre,  lorsque  dans  chaque  série  la  vitesse  sera 
çn  raison  inverse  du  nombre  des  sphères. 

5 13.  Considérons  maintenant  le  choc  de  deux 

t 

sphères  C et  jS,  égales  en  volume  et  formées  de 
matières  différentes , qui  viennent  à la  rencontre 
l’une  de  l’autre.  L’expérience  seule  peut  alors  nous 
appi'endre  quelles  sont  les  vitesses  dont  ces  corps 
doivent  être  animés  pour  se  faire  équilibre  ; suppo- 
sons donc  que  C animé  de  la  vitesse  a,  fasse  équi- 
libre à B animé  de  la  vitesse  na  : dans  cette  hypo- 
thèse le  choc  de  C produit  le  même  effet  que  celui 
d’une  série  composée  d’un  nombre  n de  sphères 
A'f  A* y etc.,  juxtaposées,  animées  de  la  vitesse  a, 

, égales  en  volume  à ou  , et  de  même  matière  que 
B y or,  pour  cette  raison,  nous  nous  représentons  le 
corps  Cy  comme  renfermant  le  même  nombre  de 
points  matériels  que  toute  la  série  A y A' y A*  y etc. 

Le  choc  des  corps  égaux  en  volume,  qui  se  font 
équilibre  avec  des  vitesses  différentes,  nousconduit 
donc  naturellement  à regarder  les  substances  hété- 
rogènes , comme  renfermant , sous  le  même  volume, 
des  quantités  différentes  de  matière.  Le  rapport  de 
cfîs  quantités,  ou  des  masses  des  corps,  se  conclura 
de  celui  de  leurs  vitesses,  dont  il  est  l'inverse'  et  par 
ce  moyen , on  pourra  mesurer  ces  masses  et  les  re- 
présenter par  des  nombres. 

En  effet.  Je  prends  pour  unité,  la  masse  d’un  corps 
A ; j’imprime  à ce  corps  une  vitesse  connue  et  ar- 
bitraire , que  je  désigne  par  a;  et  si  je  veux  con- 
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naître  la  masse  d’un  autre  corps  B cherche,  par 
l’expérience,  la  vitesse  qu’il  faut  donner  à B , pour 
qu’il  fasse  équilibre  si  je  trouve  cette  vitesse 
égale  à i,  j’en  conclus  que  la  masse  de  B est  à celle  de 
A y comme  a est  à b,  par  conséquent  j’ai  le  nombre  * 

pour  représenter  la  masse  de  B. 

Ce  moyen  serait  difEcilement  praticable  etpeusus> 
ceptible  de  précision  ; mais  nous  ferons  voir,  dans  le 
n*  suivant,  que  le  poids  d’nn  corps  est  proportionnel 
à sa  masse;  de  manière  qu’au  rapport  des  masses,  on 
peut  toujours  substituer  celui  des  poids,  qui  se  déter> 
mine  par  le  moyen  de  la  balance,  aussi  simplement 
et  avec  autant  d’exactitude  qu’on  peut  le  desirer. 

3i3.  Après  avoir  ainsi  expliqué  ce  qu’on  entend 
par  la  masse  d’un  corps , voyons  comment  on  com-  •' 
pare  entre  elles  les  intensités  des  forces  qui  agissent 
sur  des  masses  differentes. 

Considérons  un  corps  de  forme  quelconque,  qui 
se  meut  dans  l’espace  et  dont  tous  les  points  décri- 
•vent  des  droites  parallèles  avec  une  vitesse  com- 
mune ; cette  vitesse  est  d’ailleurs  variable  on  cons- 
'tante  pendant  la  durée  du  mouvement;  nous  suppo- 
sons seulement  qu’elle  est  la  même  à chaque  instant , 
-pour  tous  les  points  du  mobile.  Le  mouvement  de 
chacune  des  parties  matérielles  dont  le  mobile  est 
composé , peut  être  attribué  à l’action  d’une  force 
qui  agit  sur  cette  partie,  suivanPla  direction  de  la 
vitesse  connnune;  si  l’on  imagine  ce  corps,  divisé 
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ea  une  iallnité  de  parties  infiairaent  petites  et  égalés 
en  masse , les  intensités  des  forces  partielles  qùi  im- 
priment le  même  mouvement  à tonies  ces  parties  , 
seront  égales  entre  elles,  et  leur  résultante,  ou  U 
:force  qui  agit  sur  la  masse  entière  du  mobile , sera 
proportionnelle  à cette  masse  ; le  mouvement  restant 
donc  le  même,  et  la  masse  devenant  double,  triple  , 
quadruple,*  etc.,  l’intensité  de  la  force  croîtra  dans 
le  même  rapport;  et  généralement,  si  deux  corps  de 
masses  dUTérentes  ont  le  même  mouvement  dans  l’es^ 
pacc,  les  forces  qui  produisent  ce  mouvement,  se- 
ront entre  elles  comme  ces  masses. 

L’expérience  nous  apprend,  par  exemple,  que  les 
corps  pesans  ont  tous  le  même  mouvement  dans  le 
vide  ; il  en  faut  donc  conclure  que  la  pesanteur 
exerce  une  action  égale  sur  toutes  les  parties  maté- 
rielles égales  en  masses , et  que  le  poids  de  chaque 
corps  est  une  force  proportionnelle  à sa  masse, 

5i4«  U suit  de  là  que  la  densité  relative  de  deux 
corps , exprime  également  le  rapport  de  leurs  poids 
et  celui  de  leurs  masses,  sous  le  même  volume;  en 
prenant  donc  pour  unité  de  densité,  celle  d’ouo 
substance  convenue,  par  exemple  la  densité  de 
l’eau,  au  maximum  de  çoodensatioo  et  eo 

choisissant  pour  unité  de  masse,  celle  de  la  mèflAe 
substance  sous  l’unité  de  volume,  on  aura 

, M = FD-, 

Ht  V,  D désignent  U masse,  le  volume  et  la  densité 
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^an  corps  qudconque.  Si  l’on  joint  à cette  «quatioa 
c«Ue  du  n*  94,  savoir: 

P^rOg, 

on  aura  toutes  les  relations  qui  «xistent  entre  la  pe- 
santeur, le  poids,  la  njasse^  le  volume  et  la  densité 
d’un  même  corps. 

3 15.  En  partant  de  ce  principe , que  les  forces  qui 
produisent  le  même  mouvement  sont  proportion- 
nelles aux  masses  des  mobiles,  et  sachant^  en  outre, 
que  leurs  intensités  sont  entre  elles  comme  les  vi- 
tesses qu’elles  impriment  à un  même  corps  , il  nous 
sera  aisé  d’exprimer  ces  intensités  par  des  nombres, 
dans  le  cas  général  où  les  vitesses  et  les  masses  sont 
différentes. 

Supposons  d’abord  qu'on  Teuîüe  comparei*  les 
'intensités  de  deux  forces  de  l’espèce  de  celles  qui 
agissent  instantanément  sur  les  mobiles  ; on  trou- 
vera qu’elles  sont  entre  elles,  en  raison  composée 
des  masses  auxeptdles  ces  forces  sont  appliquées,  et 
des  vitesses  qu’elles  leur  impriment,  en  supposant, 
toutefois,  que  ces  vitesses  sont  les  memes  en  gran- 
deur et  en  direction  pour  tous  les  points  d’un 
même  corps.  ‘ ’ ' • 

En  effet,  soient  JT  et  les  forces,  m et  /n'  les 
masses , v et  les  vitesses  ; considérons  un  troisième 
corps  dont  la  masse  arbitraire  sera  représentée  par 
Jtf  ; désignons  par  ^ la  force  qui  lui  imprimerait 
la  vitesse  et  par  celle  qui  lui  imprimerait  la  vl- 
tesse  /,  Puisque  les  forces  F et  ^ font  prendre  Ip 
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même  mouvement  uniforme,  aux  masses  m et  M ^ 
elles  sont  entre  elles  comme  ces  masses  ; on  a dose 

F'.  * y.  m'.  M-, 

et,  par  une  semblable  raison,  • • 

F'-^  4.'  ;;  m'  : M-, 

d'ailleurs  4>  et  O'  agissant  sur  un  même  corps,  sont 
entre  elles  comme  les  vitesses  v et  qu’elles  lui  im- 
priment (n® ig5) : donc 

o:  ♦'  ::  v : v'-, 

or,  de  ces  trois  proportions,  on  conclut  celle-ci: 

Fl  F'  mv  l mV. 

On  appelle  quantité  de  mouvement  d’un  corps,  le 
produit  de  sa  masse  par  sa  vitesse.  Ainsi  les  forces 
dont  l’action  est  instantanée,  ont  pour  mesure  la 
quantité  de  mouvement  qu’elles  produisent.  Une 
même  force  imprime  la  même  quantité  de  mouve- 
ment à tous  les  corps;  mais  il  en  résulte,  pour  ces 
corps,  des  vitesses  qui  sont  en  raison  inverse  de  leurs 
ma^es  ; de  sorte  que  la  force  qui  serait  capable  d’im- 
primer une  vitesse  v,  à une  masse /n,  communiquera 

une  vitesse  égale  à à une  autre  masse  M. 

5x6.  Soit  maintenant  m la  masse  d’un  corps  qui 
se  meut  d’un  mouvement  varié  quelconque,  et  dont 
tons  les  points  décrivent  des  droites  parallèles  ; ap- 
pelons y,  la  force  qui  produit  ce  mouvement  par 
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8on  action  continue  snr  toutes  les  parties  matérielles 
de  ce  corps;  représentons  par  <p,  la  force  qui  pro- 
duirait le  même  mouvement,  en  agissant  sur  une  • 
autre  masse  prise  pour  unité  : on  aura  , d après  le 
principe  qu’on  vient  de  citer , . * 

fs=mp. 

« 

Quant  k la  valeur  de^,  elle  sera  exprimée,  comme 

dans  le  n*  198,  par  ou  par  « «tant  des 

■fonctions  du  tems  /,  qui  représentent,  à chaque ins- 
Unt,  la  vitesse  acquise  et  l’espace  parcouru  par  le 

mobile. 

Le  produit  nvp,  réduit  en  nombre , donnera  la  me^  V 
sure  de  la  force /,  ou  son  rapport  à une  autre  force, 
prise  pour  unité.  Si  l'on  veut  que  celle-ci  soit  un 
poids  déterminé,  par  exemple  un  gramme,  on  ex- 
primera en  grammes  le  poids  de  la  masse  m ; en  dé- 
signant ce  poids  par  p,  et  par  g la  vitesse  que  la 
pesanteur  imprime  aux  corps  pendant  Vumle  de 

tems,  on  aura  p=mg,  ou  d’où  il  suit 


Cette  quantité  exprimera  en  grammes,  un  poids  équi- 
valent à la  force/;  de  sorte  que  si  l’on  trouve,  à un 

instant  déterminé,  ^=5,  nombre  que  je  prends  aù 

hasard,  cela  signifiera  qu’à  cet  iustant,  la  force  ap- 
pliquée au  mobile , est  écpivalente  et  serait  capable 
de  faire  équilibre  à un  poids  de  trois  grammes. 


I 
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Nous  appellerons  dorénavant  la  force  y,  qui  agit 
sur  une  niasse  quelconque/»,  une  force  motrice; 
et  nous  consen’erons  le  nom  de  force  accélératrice ^ 
que  nous  avons  déjà  employé  dans  le  livre  précé-r 
dent,  à la  force  <Py  qui  agit  sur  l’unité  de  masse.  La 
force  motrice  prend  le  nom  de  pression  y quand  elle 
ne  produit  qu'une  simple  tendance  au  ntouvemerrt 
qui  se  trouve  empêché  par  un  obstacle  üxe.  Ainsi , 
par  exemple , le  poids  d’un  corps  en  mouvement  est 
une  force  motrice,  et  le  poids  d’un  corps  posé  sur  un 
plan  horizontal , ou  suspendu  à un  point  fixe  par  un 
fil  inextensible,  est  une  pression. 

S 17.  Lorsque  le  mouvement  est  unifermement 
^accéléré,  la  force  motrice  est  une  force  constante, 
«unsi  que  la  force  accélératrice.  6i,  l’iutensilé  de  la 
‘première  restant  la  même,  la  masse  du  mobile 
augmente  ou  diminue , la  force  accélératrice  variera 
mi  raison  inverse  ; d’où  il  suit  qu’une  même  force 
motrice' communiquera,  pendant  un  même  inteiv 
valle  de  lems , à des  masses  différentes,  des  vitesses 
qui  seront  réciproquement  proportionnelles  à ces 
masses 

Supposons,  pour  en  donner  un  exemple,  qu’une 
■triasse  df  soit  posée  sur  un  plan  borizonlal  contra 
lequel  elle  n’éptt)nve  aucun  frottemeut^  attachons  à 
masse,  par  un  fil  inextensible,  une  autre  masse /n 
qui  sera  suspendue  verticalement,  comme  le  repré-* 
sente  la'figure  2*"*  : cette  masse  /»  descendra  en  vertu 
de  ^n  poids  ; mais  comme  elle  entraînera  l’autro 
avec  elle,  et  que  ces  deux  masses , qui  prendront  In 
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même  mouvement  , n’en  formeront,  plus  qu’une 
seule , égale  à leur  somme , leur  vitesse  commune 
■ sera  plus  petite  que  celle  que  prendrait  la  masse  /w, 
si  elle  était  libre.  En  appelant  ^ , la  vllesse  de  ces 
deux  masses  au  bout  de  l'unité  de  terrn,  et  désignant 
toujours  par  g,  celle  d’un  corps  pesant  qui  tombe  li- 
brement, on  aura  ' - 

■ v-q 


f^~~3Ï+ 


,hr. 


car  le  poids  de  la  masse  m lui  imprimerait  la  vi- 
tesse gf  si  elle  était  libre;  par  conséquent  la  vïlessé 
g',  que  la  même  force  motrice  communique  b la 
masse  M+m,  doit  être  égale  b multipliée  par  le 
rapport  de  rn  à 


. - T ^ 'i, 

3i8.  La  résistance  de  l’air,  que  nous  avons  consi- 
dérée dans  le  mouvement  des  projectiles,  est  une 
force  motrice  dont  l’intensité  ne  dépend  évidemment 
que  de  la  densité  de  l’air,  de  la  vitesse  du  mobile,  de 
sa  forme  et  de  l’étendue  de  sa  surface.  Deux  corpS' 


semblables  et  éganx  ea  .volume,  .par  exemple  dema 
sphères  de  même  rayon,  qui  se  meuvent  dans  un 
même  milieu,  éprouvent  la  même  résistance  quand 
leurs  vitesses  sont  ^ales  : l’intensité  de  cette  force 
motrice  croit  avec  la  vitesse  du  mobile,  Tétendnede 
la  surface  et  la  densité  du  milieu  ; on  la  suppose  or- 
dinairement proportionnelle  à celte  surface , à celle 
densité,  et  au  carré  de  celte  vitesse;  en  désignant' 
donc  parr,  le  rayon  du  mobile,  supposé  sphérique, 
par  V,  sa  vitesse,  par  D,  la  densité  du  milieu,  et' 
ciiGn  par  /,  la  force  motrice  qui  représente  la  re'sis-, 
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Hance  du  milieu , on  aura  ' 

/»  «tant  un  coefficient  numérique , qui  restera  le 
même , tant  qu'il  s’agira  d’un  corps  sphérique.  , 
I Pour  déduire  de  cette  valeur  de/,  celle  de  la  force 
accélératrice  correspondante  , il  faut  diviser  la  pre>« 
mière  par  la  masse  du  mobile  ; or,  cette  masse  est 
égale  à la  densité  du  corps,  multipliée  par  son  vo- 
Inme , lequel  volume  est  proportionnel  au  cube  do 
rayon;  si  donc  nous  désignons  cette  densité  par 
la  force  accélératrice  sera  représentée  par 

/ 

D?~  ÜT  ' 

C’est  cette  même  force  que  nous  avons  désignée  par 
dans  les  n*'  307  et  208;  on  aura  donc 


comme  nous  l’avons  supposé  dans  ce  dernier  n** , et 
en  traitant  du  mouvement  des  projectiles  (n°  aSa/ 

§.  IL  Attntclion  universelle;  nmsses  des  Planètes. 

519.  Toutes  les  molécules  de  la  matière  s‘ attirent 
mutuellement  en  raisondirecte  des  masses  et  inverse  du 
carré  des  distances.  Cette  grandeloi  de  la  nature,  dé- 
couverte par  Newton,  est  une  conséquence  iiéces-' 
saire  du  calcul  et  des  fait.s  observés.  Si  l’on  admet,  par 
exemple, lemouvement  elliptique  des  planètes  autour 
du  soleil  et  la  loi  des  aires,  comme  dés  données  de 
l’observation,  le  calcul  démontre  qne  ces  corps  sont 
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retenus  dans  leurs  orbites  par  une  force  dont  l’inten- 
sité suit  la  raison  inverse  du  carré  des  distancesâ  cet 
astre  (n*  a4o).  En  partant  ainsi  des  résultats  de  l’expé- 
rience, on  peut  voir,  dans  l'Exposition  du  Système 
du  Monde  àe  M.  Laplace , comment  ou  est  conduit , 
sans  hypothèses  et  par  une  suite  de  raisonnemens  ri- 
goureux , au  principe  de  Y attraction  universelle  : nous 
le  regarderons  ici  comme  une  vérité  démontrée,  et 
nous  nous  bornerons  à en  déduire  quelques  consé- 
quences relatives  à la  pesanteur  terrestre  et  à la  force 
qui  agit  sur  les  planètes , qui  nous  feront  mieux  con- 
naître la  nature  de  ces  deux  forces. 

3ao.  Celle  qui  retient  les  planètes  dans  leurs  or- 
bites, n’est  autre  chose  que  la  résultante  des  attractions 
de  toutes  les  molécules  solaires,  sur  toutes  les  molé- 
cules de  chaque  planète  ; vu  la  petitesse  des  dimen- 
sions du  soleil  et  des  planètes , relativement  aux 
distances  qui  séparent  ces  corps,  on  conçoit  que  ces 
attractions  pourront  être  regardées , sans  erreur  sen- 
sible, comme  des  forces  parallèles  et  égales,  dans 
toute  l’étendue  d’une  même  planète;  leur  résultante 
est  donc  égale  à leur  somme , et  l’on  en  peut  conclure 
que  la  distance  restant  la  même,  la  force  motrice  de 
chaque  planète  est  proportionnelle  au  produit  de  sa 
masse  multipliée  par  celle  du  soleil. 

Supposons  donc , pour  exprimer  numérique- 
ment l’intensité  de  cette  force,  que  l’on  prenne  une 
certaine  distance , par  exemple  celle  du  soleil  à la 
terre,  pour  unité  linéaire;  choisissons  aussi  une 
jnasse  et  un  intervalle  de  tems  déterminés  pour  uni- 
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té  de  ces  deux  espèces  de  quauiités^  et  prenons  cdo 
£□  pour  unité  de  force,  comme  dans  le  b*  198,  U 
force  accélératrice  constante  qui  produit  dans  l'unité 
de  lems  une  vitesse  égale  à runifé  de  longueur;  con^ 
cevons  maintenant  deux  corps,  dont  les  masses 
soient  égales  entre  elles  et  à celle  qu’on  a prise 
pour  unité , et  qui  soient  placés  à une  distance  l’nn 
de  l'autre,  égale  à Tunité  linéaire  ; soity*  la  force 
attractive  de  l’un  de  ces  deux  corps  sur  l’autre , c'est« 
à-dire  le  rapport  numérique  de  son  intensité  à celle 
de  la  force  prise  pour  unité;  soient  aussi  M et  /n, 
les  masses  du  soleil  et  de  la  planète  j et  r,  leur  dis« 
tance  mutuelle  : la  force  motrice  de  la  planète  sera 
exprimée  par  Mrnf,  à l’unité  de  distance,  el  elle  de- 
viendra à la  distance  quelconque  r.  La  gran- 
deur de  la  quantité  que  nous  désignons  par dépend 
du  pouvoir  attractif  dont  la  matière  a été  dotiée  ; ce 
pouvoir  est  le  même,  à égalité  de  masse  et  de  dis- 
tance , pour  tous  les  corps  do  la  nature  ; rien,  jusqu’à 
présent,  ne  nous  a appris  qu’il  augmente  ou  qu'il 
diminue  avec  le  tems;  et  nous  avons  lieu  de  penser 
qu’il  a été  et  qu’il  restera  coustamment  le  même. 

5a  I . La  force  motrice  de  la  masse  M,  due  à l’at- 

tràctiondelamasse/n,  est  aussi  représentée  par 

de  manière  que  la  réaction  de  chaque  planète  sur  le 
soleil , est  égale  à l’action  de  cet  astre  sur  la  plaoète  ; 

mais  cette  force  motrice  ^ agissant  sur  les  deux 
masses  M et  m,  leur  imprime  à chaque  instant  des 
vitesses  qui  sont  réciproquement  proportionnelles  à 

ces 
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ces  masses  ; et  il  en  résulte  que  si  les  deux  corps 
sont  abaiidouués,  sans  aucune  vitesse  initiale,  à 
leur  attraction  mutuelle,  ils  s’avanceront  l’un  vers 
l’autre  en  décrivant,  dans  le  mèmetems,  des  espaces 
dont  le  rapport  sera  inverse  de  celui  de  leurs  masses  ; 
par  conséquent  ils  se  joindront  au  point  qui  partage 
leur  distance  primitive  en  deux  parties  réciproque- 
ment proportionnelles  à ces  masses.  Si,  par  exem- 
ple , la  masse  m est  moitié  de  Af,  la  première  par- 
courra, dans  un  tems  quelconque,  un  espace  double 
de  celui  qui  .sera  parcouru,  dans  le  même  tems,  par 
la  seconde;  et  les  deux  masses  se  joindront  au  tiers 
de  leur  distance  primitive,  à compter  du  point  de 
départ  de  M. 

I n général,  si  la  planète  est  projetée  dans  l’es- 
pace, suivant  une  direction  quelconque,  et  qu’on 
propose  de  déterminer  son  mouvement  apparent  au- 
tour du  soleil , regardé  comme  un  point  fixe,  il  fau- 
dra concevoir  que  l’on  imprime  à chaque  instant  à 
cet  astre , une  vitesse  égaie  et  contraire  à celle  qu’il 
reçoit  de  l’action  de  la  planète  ; mais , afin  de  ne 
point  altérer  le  mouvement  relatif  de  ces  dmx  corps, 
il  faudra  en  même  tems  imprimer  cette  vitesse  à la 
planète  ; ce  qui  revient  à lui  appliquer  une  force  mo- 
trice dirigée  vers  le  soleil  et  égale  à ou  à 

; donc,  dans  le  mouvement  dont  il  est  question, 

la  force  motrice  de  la  planète  m,  sera  constammept 
dirigée  vers  le  soleil , et  égale  à la  somme  des  deux 

P Mmf  nt’f  , . 

forces  et  ; par  conséquent,  en  divisant  par 

2.  a 
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sa  masse  ;;i,  la  force  acccleralriçe  sera  exprimée  par 

le  coeiBcient  /*  élaiit  égal  à 

Ainsi,  l'on  devra  substilüer  celte  valeur  de  \â.  dans 
les  équations  du  mouvement  elliptique  des  planètes, 
que  nous  avons  données  dans  le  livre  précédent.  Or, 
nous  avons  trouvé  dans  le  n°  348,  Féquation 

J*  _ 

«’  jOt  ’ 

T désignant  le  tems  de  la  révolution,  a le  demi- 
grand  axe  de  l’orbite,  et  -tt  le  rapport  de  lacirconfé- 
rence  au  diamètre  ; nous  aurons  donc 

Le  rapport  qui  dépend,  comme  on  voit,  delà 

quantité  /»,  ne  sera  donc  pas  le  même  pour  deux 
planètes  dont  les  masses  sont  inégales  ; par  consé- 
qtient  on  ne  peut  pas  le  supposer  rigoureusement  le 
même  pour  toutes  les  planètes  ; cependant  les  <d>sor- 
vations  qui  conduisent  à la  3' loi  de  Képler  («°  a38), 
prouvent  que  ce  rapport  est , sinon  exactement,  du 
moins  à très-peu  près  constant;  il  en  faut  donc  con- 
clure que  les  masses  3es  planètes  sont  très -petites 
relativement  à celle  du  soleil;  de  sorte  que  laquanlité 
fji  et  le  rapport  du  carré  du  tems  de  la  révolution  au 
cube  de  la  distance  moyenne,  varient  très  - peu  en 
passant  d’une  planète  aune  autre  : et  eneffetla  masse 
de  Jupiter,  la  plus  considérable  de  toutes,  n’est  pas 
un  millième  de  celle  du  soleil.  C’esLpour  cette  raison 
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que  l’attraclion  mutuelle  des  planètes  ne  produit 
que  des  chaugemens,  ou  très-lents,  ou  peu  considé- 
rables, dans  leur  mouvement  elliptique,  dû  à l’at- 
traction du  soleil. 

322.  L’équation  ^i)  nous  fournit  un  moyen  bien 
simple" de  déterminer  les  masses  des  planètes  qui  sont 
accompagnées  d’un  satellite.  En  effet,  si  l’on  consi- 
dère le  mouvement  du  satellite  autour  de  la  planète, 
i^cst  évident  qu’il  est  semblable  h celui  de  la  planète 
autour  du  soleil,  de  manière  que  Téquation  (i),  ou 
toute  autre  équation  relative  au  mouvement  dé  la 
planète,  s’appliquera  également  à celui  du  satellite  , 
en  y remplaçant  la  masse  du  soleil,  par  celle  de  la 
planète,  et  celle-ci,  par  celle  du  satellite.  Soit  dônc 
m la  masse  du  satellite,  a sa  distance  moyenne  à la 
planète,  7^' le  tems  de  sa  révolution;  nous  aurons, 
en  vertu  de  l’équation  (i),  celle-ci  : 

T ‘ _ 4t‘ 

divisant  Ces  deux  équations,  l’ujie  par  l’autre,  afin 
de  faire  disparaître  la  quantité  inconnue il  vient 

T*  a'’  m -f-  m' 

, 7^  • ^ — M-hm  ’ • : 

or,  les  masses  des  satellites  sont  très- petites,  par 
rapport  à celles  de  leurs  planètes  respectives  ; et  l’on 
peut,  sans  erreur  sensible,  mettre  m à la  place  de 
m-i-m' ; d’ailleurs  les, quantités  a,  a',  7’  et  J”  sont 
des  données  de  d’observation  : en  mettant  leurs  va-< 

a. . 

I 
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leurs  dans* la  dernière  équation,  il  n’y  restera  donc- 
plus  que  le  rapport  qui  soit  inconnu;  par  conse'- 

quent,  cette  équation  pourra  servir  à le  déter-, 
miner. 

C’est  de  celte  manière  que  Newton  a trouvé 

pour  la  masse  de  Jupiter,  celle  du  soleil  étant  prise 
pour  unité  (*).  Relativement  à la  terre  , il  existe  un 
moyen  particulier  de  trouver  sa  masse,  qui  ne  peut 
être  expliquée  qu’après  avoir  déterminé  l'attraction 
d'un  corps  sphérique  sur  un  point  matériel  ; et 
comme  le  calcul  de  cette  attraction  conduit  à des 
théorèmes  intéressans,  que  l’on  a souvent  l’occasion, 
de  citer,  je  vais  en  donner  ici  le  développement 
entier.  , ^ 

' âaS.  Proposons-nous  donc  de  déterminer  l’attrac- 
tion qu’exerce  un  corps  homogèfae,  terminé  par  deux 
surfaces  sphériques  et  concentriques  sur  un  point 
matériel , placé  à l’intérieur  ou  à l’extérieur  de  ce 
corps.  Soient  Cle  centre  du  corps  et  ^ le  point  at- 
tiré ( fig.  5 et  4 ) J >1  ®st  évident  que  l’attraction 
dennandée  doit  èlreune  force  dirigée  suivant  la  droite 
U.-/,  autour  de  laquelle  tout  est  parfaitement  sem- 
})Iahle;  nous  allons  donc  partager  le  corps  attirant , 
en  une  infinité  d’élémens  infiniment  petits  ; nous 
de'composcrons , suivant  la  droite  C^  ',  l’attraction 


' (*)  Voyez  .sur  ce  point,  YExposition  du  Système  du  monde, 
ctiai»  'îlf,-liv.  IV.  - 
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que  chaque  élément  exerce  sur  le  point  ^ ; puis 
nous  ferons,  par  le  procédé  de  l’intégration  , la 
somme  de  toutes  ces  composantes,  et  cette  somme 
exprimera  l’attraction  du  corps  entier. 

Soit//<  un  point  quelconque  de  la  masse  du  corps; 
désignons  par  sa  distance  0«,  au  centre  C,  et  par 
0,  l’angle  mCA  j aigu  ou  obtus,  que  fait  la  droite  Cm 
avec  la  droite  CA',  menons  arbitrairement,  par  cette 
dernière  droite,  un  plan  indéfini  HCA , et  soit  o> 
l'angle  compris  entre  ce  plan  et  celui  des  deux  droites 
Cm  et  CA.  La  position  du  point  ni  dans  l’espace  sera 
• • déterminée  au  moyen  des  deux  angles  co  et  0,  et  du 
rayon  /•;  ces  trois  coordonnées  varieront  en  passant 
d’un  point  à un  autre,  et  l’on  conçoit  qu’oii  pourra 
les  étendre  à tous  les  points  du  corps  : 1*  en  don- 
nant à r toutes  les  valeurs  comprises  depuis  le  rayon 
de  la  surface  intérieure,  jusqu’au  rayon  de  la  sur- 
face extérieure;  2°  en  faisant  croître  l’angle  et,  de- 
puis ûi=o,  jusqu’à  a>=4oo°;  3°  en  faisant  croître 
l’angle  0,  seulement  depuis  0=o,  jusqu’à  0=2oo*. 

Le  volume  de  l'élément  du  corps,  qui  répond 
aux  trois  coordonnées  r,  9 et  a*,  sera  égal  à- 
r*.s\n.9.drd9dv,  d’après  le  n°  i25;  en  multipliant  ce 
volume  par  la  densité  du  corps,  que  nous  désignerons 
par  f>,  on  aura  la  masse  du  même  élément;  de  plus, 
si  l’on  appelle  x,  la  distance  Am  de  cet  élément 
au  pointvjf,  et  qu’on  fasse  CAz=a,  on  aura,  dans 
le  triangle  CArn , 

a-*  = c*  — aar.  cos . 9 -|-  r’ , 

cl  raltraclion  de  cet  élément,  sur  le  points/,  snit 

/ 
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exprimée  par 

f/r’.  sin.S,  draîrlu 

‘ . ? ; 

a 

y’de'signant , comme  pre'ce'demment , l’intensite'  de 
l’attraclioa  à runité  de  distance  et  pour  l'unité  de 
masse.  ■ 

Cette  force  est  dirigée  suivant  la  ligne  ; pour 
la  décomposer  suivant  la  ligne  (7,  il  faut  la  multi- 
plier par  le  cosinus  de  l’angle  CJm.  Or,  en  abais- 
sant du  point  m , la  perpendiculaire  sur  la  droite 
AC  y on  aura  CZ?  = r.cos.ô  , AD=.  AC — CD 
— a — /-.cos.fl,  et 


AD  a ’^r.  coâ. 
CDS . CAm  = = ■ 

Am  X 


par  conséquent , la  force  décomposée  sera  égale  ii 

tfr\a  — r r.cos.6  ).sin.0.rfr<i5d« 

_ 

La  valeur  de  x étant  donnée  par  une  extraction 
de  racine  carrée , ou  peut  la  prendre  indifférenmient 
avec  le  signe  + > ou  avec  le  signe  — ; nous  suppo- 
serons cette  quantité  toujours  positive  ; ainsi , par 
exemple,  pour  l’élément  qui  répond  à 8=o,  on  a 

= a*  — aar  -f  r’  = (a  — r)*  J 

on  a donc,  oua:=‘a — r,  ou  x=r — a : nous  pren-« 
di'ons  la  première  valeur,  si  «>/•,  et  la  seconde,  si 
a<C.r.  De  cette  manière,  la  valeur  de  la  force  dé- 
composée sera  positive  ou  négative  , selon  qu’on 
aura  fl>r,cos.6,  oua<r.cos.9,  c’est-à-dire,  seloq 
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l’fingle  CÀm  sera  aigu  ou  obtus.  Dans  le  pre- 
mier ces,  4’aUraclipa  de  l’élément  situé  au  point  m, 
tend  à rapprocher  le  point  A du  centre  C ; dans  lo 
second  cas,  celte  alti:aclioa  tend  à éloigner  le  point 
A de  ce  centre  : nous  regardons  donc  comme  posi- 
tives les  composantes  qui  tendent  à rapprocher  le 
point  A du  centre  du  corps,  ei  comme  négatives, 
celles  qui  tendent  à l’en  éloigner-;  et  en  ayant  égard 
à celte  opposition  de  signe , la  force  totale  , qui  agit 
sur  le  point  A , est  égale  à la  somme  de  toutes  les 
composantes,  quelle  que  soit  la  position  de  ce  point. 
Il  ne  s’agit  donc  plus  que  d’inte'grer  la  formule  pré- 
cédente, successivement  par  rapport  aux  trois  varia- 
bles r,  0 et  0),  et  d’étendre  l’intégrale  à la  masse  en- 
tière* du  corps. 

324.  Les  intégrations  relatives  à ces  variables,* 
peuvent  être  effectuées  dans  tel  ordre  qu’on  voudra; 
le  plus  simple  sera  d’intégrer  d’abord  par  rapport  à 
û),  depuis  a = o jusqu’à  a)=4oo*;  ensuite,  par  rap- 
portàd,  depuis  0=0  jusqu’à  0=  300°;  enfin,  par 
rapport  à r,  en  prenant  pour  limites  les  rayons  des 
surfaces  intérieure  et  extérieure  du  corps. 

En  observant  que  la  densité  f est  constante , et  que 
x est  indépendante  de  a,  la  prenûère  intégratioa 
donne  évidemment 

air(>fr‘{a  — r.cos.fl  ■).«in.9./7n/:) 

P 

< représentant  la  demi-circonférence  pour  le  rayon 
égal  à l’unilé. 
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Pour  intégrer  celle  formule  relalivemcnt  à la  ta- 
riaWe  9,  et  en  considérant  r comme  une  constante, 
je  vais  la  transformer  en  une  autre,  dans  laquelle  x 
soit  la  variable.  Or,  en  difFérentiant  la  valeur  dex* 
par  rapport  à 9,  on  a 

xdr=  ar.  «in.  fl. rfÔ; 

» 

cette  même  valeur  de  x*  donne  aussi 


a — r.coï.B  =r 


— r» 


aa 


la  formule  à intégrer  devient  donc 

■Kffr.  dr  -h  a‘  — 7^)  j 
—7;?—  ■ Zi 


ct  son  intégrale  indélinie,  prise  par  rapport  à T,  et 
en  regardant  r comme  une  constante,  est 


C étant  la  constante  arbitraire. 

Les  limites  de  l’intégrale  relative  à 9,  étaient  6=0 

et  6=300®;  pour  ces  valeurs,  on  a x‘=(a r)*, 

x‘=(a+r)‘,  c’est-à-dire,  ar  = ±(«— x=a-f-r, 

le  signe  ayant  lieu  quand  a>r,  elle  signe , 

quand  a<Cr;  donc  il  faut  prendre  db(a — r)  et  a-f-r 
pour  les  limites  de  l’intégrale  relative  à x.  Substituant 
successivement  ces  limites  à la  place  de  x,  dans  l’in- 
tégrale indébnie,  il  vient 
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[± (a  - r)  (û  + r)3  -H  C , 
la  + r—(a  — rX\+  C} 

en  faisant  les  réductions,  a disparait  entre  les  paren- 
thèses, dans  CCS  deux  résultats;  et  si  l’on  retranche 
ensuite  le  premier  du  second pour  avoir  l’intégrale 
definie,  ou  trouve 


ar^fr.dr 


.Cr±r]. 


Le  signe  supérieur  correspond  au  cas  de  a^r,  et  le 
signe  inférieur  à celui  dp  a<r. 


525.  Observons  maintenant  que  si  le  point  est 
placé  dans  la  partie  vide  du  corps  (fig.  4),  on  a 
a<ir,  relativement  à tous  ses  élémens  ; il  faut  donc 
alors  prendre  le  signe  inférieur,  ce  qui  réduit  à zéro 
la  quantité  précédente  ; d’où  l*on  conclut  que  Vat~ 
traction  d'une  sphère  creuse , homogène  et  rf’ une  épais- 
seur constante,  sur  un  point  matériel  placé  dans  son 
intérieur,  est  toujours  nulle. 

Ainsi,  quel  que  soit  le  lieu  où  l’on  place  un  corps 
de  figure  quelconque  dans  l’intérieur  de  cette  sphère, 
il  y restera  en  équilibre;  car  la  résultante  des  attrac- 
tions que  chaque  point  ^du  corps  éprouve  , étant 
nulle , le  corps  ne  sera  sollicité  par  aucune  force.  , 
Si  le  point  ./i  est  placé  hors  du  corps  attirant  (Sg. 
5),  on  aura  a>.r;  prenant  donc  le  signe  supérieur, 
dans  la  formule  précédente,  on  a 
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et  f en  în^granl  par  rapport  à r. 


3«*  + 


C étant  la  constante  arbitraire.  Soient  donc  /et/'Ie$ 
rayons  des  surfaces  extérieure  et  intérieure  du  corps 
attirant  ; l’intégrale  définie  , prise  depuis  r = / 
jusqu’à  sera 

Cette  quantité  exprime  la  force  attractive  qui  agit 
sur  le  point  j4 , suivant  la  droite  Or,  si  l’on 
désigne  par  Afla  masse  du  corps  attirant,  ou  le  pro- 
duit de  son  volume  par  sa  densité , et  si  l’on  fait 
attention  que  ce  volume  est  la  différence  de  deux 
aphères  dont  les  rayons  sont  l et  f,  on  aura  ' 


par  conséquent  la  force  attractive  deviendra  Elle 

est  la  même  que  celle  d’un  point  matériel  dont  la 
masse  serait  Mj  et  qui  serait  placée  au  point  <7;  il  en 
faut  donc  conclure  que  Y attraction  d’un  corps  sphé- 
rique et  homogène,  sur  un  point  extérieur,  est  la 
même  que  si  la  masse  entière  de  ce  corps  était  réunie 
à son  centre. 

Ce  théorème  subsisterait  encore,  si  le  corps  atti- 
rant, au  lieu  d’être  entièrement  homogène  , était 
seulement  composé  de  couches  homogènes , sphé- 
riques et  concentriques;  car  l’attraction  de  chaque 
couche  est  la  même  que  si  la  masse  était  réunie  au 
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centre  commun,  et  l’attraction  du  corps  entier  est 
égale  à la  somme  des  attractions  de  toutes  ses  par- 
ties. 

326.  La  pesanteur  des  corps  placés  à la  surface 
de  la  terre,  est  due  à l’attraction  du  sphéroïde  ter- 
restre, un  peu  modifiée  par  la  force  centrifuge  de 
ces  corps  (n*  262);  elle  est  donc  un  cas  particulier 
de  ratlracti.yn  universel!^  j et  pour  cette  raison  on 
appelle  aussi  cette  attraction , la  pesanteur  ou  la  giu- 
vitation  universelle.  Si  la  terre  était  formée  de  cou- 
ches sphériques  homogènes,  et  qu’elle  n’eùt  pas  de 
mouvement  de  rotation , l’intensité  de  la  pesanteur  à 
sa  surface  serait  constante  ; mais  les  couches  ho- 
mogènes dont  elle  est  composée , sont  aplaties 
vers  les  pôles,  et  cet  aplatissement,  joint  à la 
force  centrifuge  qui  provient  de  la  rotation , pro- 
duit, comme  nous  l’avons  déjà  dit  (n°  264  )j  l’ac- 
croissement de  pesanteur  que  l’on  observe,  en  allant 
de  l’équateur  aux  pôles.  Cependant,  comme  cet  apla- 
tissement est  peu  considérable  , l’attraction  de  la 
terre  sur  les  corps  placés  à sa  surface,  diffère  peu  de 
celle  d’une  sphère  de  même  masse  et  d'un  rayon  égal 
à son  rayon  moyen;  en  appelant  donc  /,  ce  rayon, 
et/»,la  masse  de  la  terre, cette  attraction  sera  dirigée 

veirs  son  centre,  et  à peu  près  égale  à La  force 
centrifuge  diminue  la  pesanteur  d’environ  ^ à l’é- 
quateur , et  d’une  moindre  quantité  en  tout  autre 
lieu;  si  donc  on  néglige  celte  petite  diminution, 
et  qu’on  appelle  g-,  la  pesanteur,  on  aura,  par  ap« 
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proxitnation'. 


On  pourrait  même  rendre  cette  valeur  de  g rigou- 
reuse, en  prenant  pour  ê,  non  pas  le  rayon  moyen 
de  la  terre,  mais  un  certain  rayon  que  la  théorie  dé- 
termine, et  qui  répond  à un  angle  de  latitude  dont 

le  sinus  est  égal  à y/g.  Si  l’on  appelle  y,  la  denskê 
moyenne  de  la  terre,  on  aura  aussi 


Lorsqu’on  s’élève  au-dessus  de  la  surface  de  la 
terre,  la  pesanteur , toujours  dirigée  vers  son  centre, 
varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  à ce 
point,  du  moins  quand  on  fait  abstraction  de  l’aplatis- 
sement et  de  la  force  centrifuge  ; car  alors  l’attraction 
de  la  terre  est  la  même  que  si  la  masse  en  tière  de  cette 
sphère  était  réunie  à son  centre.  Dans  l’intérieur  de 
la  terre,  la  pesanteur  suit  une  loi  différente.  En  effet, 
SI  l’on  considère  un  point  d’un  corps  composé  de 
couches  sphériques  et  homogènes,  ce  point  n’éprou- 
vera aucune  attraction  de  la  partde  toulesles  couches 
qui  lui  sont  extérieures  ; il  ne  sera  donc  attiré  que  par 
une  sphère  dont  la  surface  passe  par  ce  point , et  dont 
le  rayon  est  égal  à sa  distance  au  centre;  donc,  en 
appelant  cette  distance,  et  la  densité  moyenne 
des  couches  intérieures  qui  forment  cette  sphère , 

l’attraction  sera  égale  à et  dirigée  vers  le  cen- 

0 


r 
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tre.  C'est  l’expression  de  la  pesanteur  dans  l’intérieur 
delà  terre,  supposée  sphérique,  et  déduction  faite 
de  la  force  centrifuge.  On  voit  qu’elle  serait  propor- 
tionnelle à la  distance  au  centre,  si  la  densité  />'  était 
constante,  ou  si  toutes  les  couches  étaient  de  même 
densité  ; mais  la  densité  ^es  couches  de  la  terre  dé- 
croit, suivant  une  loi  inconnue,  en  allant  ducentreà 
la  surface,  et  pour  cette  raison,  la  loi  de  la  pesanteur 
est  également  inconnue.  Ainsil’hypothèse  du  n*ao3, 
appliquée  à une  grande  profondeur  et  jusqu’au  centre 
même,  ne  doit  être  regardée  que  comme  un  exemple 
de  calcul  ; celte  hypothèse  n’est  exacte  que  près  de 
la  surface  de  la  terre,  et  dans  une  étendue  où  la  den- 
sité ne  varie  pas  sensiblement.  “ ‘ 

..  ■ , 

337.  Reprenons  maintenant  l’équation  du  n*  53i  , 
savoir  : 

T’”  4»-’ 

* 

et  supposons  que  m soit  la  masse  de  la  terre,  a sa 
distance  moyenne  au  soleil  dont  M est  la  masse , et 
Tletems  de  sa  révolution  autour  de  cet  astre,  ou  ce 
que  les  astronomes  appellent  l'année  'sydérale.  L’une 
des  équations  du  n*  précédent  donne  par 

conséquent  on  aura  > 

î : . • î 

...  4^'^  . 

M-{-m  ’ 

or,  les  quantités  g,  T et  a sont  données  par  l’obser- 
vation ; le  rayon  l est  aussi  connu  ; celte  équation 
servira  donc  à déterminer  le  rapport  de/n  à M.  On  a 
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ti-oavé  f par  ce  oaoyeu , k masse  de  la  terre  égalé  à 

55^o8ti*  ^ soleil  étant  prise  pour  unité. 

Cet  astre  est  une  Sf^ère  dont  le  rayon  est  égal  à 
1 1 0 fois  celui  de  k terre  ; d’où  l’on  peut  conclure  le 
rapport  des  volumes  de  ces*deux  corps  ; connaissant 
ce  rapport  et  celui  de  leurs  masse»,  on  obtiendra 
sans  peine  le  rapport  de  leurs  densités  moyennes  : 
celle  de  la  terre  est  à peu  près  quadrople  de  colle 
du  soleil. 

338.  Puisque  toutes  les  parties  de  la  matière  sont 
douces  d'une  force  attractive,  il  en  résulte  qu’uut 
masse  considérable,  placée  à la  surface  de  la  terré, 
doit  écarter  les  corps  graves  de  la  direction  verticale 
de  k pesanteur,  en  vertu  de  l’attraction  que  cette 
masse  exerce  sur  eux.  Le  fil  à-plomb,  dans  un  lieu 
voisii^d'une  pareille  niasse,  n’indiquera  plus  la  ver- 
ticale', ou  la  perpendiculaire  à la  surface  de  k terre 
en  ce  lieu;  de  Sorte  qu’en  le  prolongeant  indéfinii- 
ment  par  la’ pensée,  il  coupera  le  ciel  en  un  point 
qui  ne  sera  pas  le  zénUh  de  ce  lieu.  C’est  ce  que  les 
Bslrotiomes  ont  eu  l’occasion  d’observer , près  des 
montagnes , en  Ecosse  et  en  Amérique.  Mais , dans 
ces  déviations,  l’angle  du  fil  à-plomb,  avec  k ver-* 
ticale,  reste  toujours  très-petit,  et  ne  s’élève  qu’à 
quelques  secondes,  parce  que  les  masses  des  plus 
hautes  montagnes  sont  encore  fort  petites,  par  rap- 
port à la  masse  entière  de  k terre,  dont  l’attraction 
produit  la  pesanteur.  D’ailleurs , la  terre  n’est  pas 
homogène;  sa  densité,  .comme  nous  l'avons  déjà 


Digitized  by  Coogic 


LIV.  m.  SUITE  DE  LA  DYNAMIQUE.  3 1 
dit,  décroît  en  allant  du  centre  à sa  surface  ; de  ma« 
nière  que  sa  densité  moyenne  excédant  eu  général  la 
deusité  des  corps  qui  sont  à sa  surface,  cette  circons- 
tance contribue  encore  à diminuer  l'influence  des 
attractions  locales.  Pour  juger  de  cette  influence, 
supposons  que  l’on  place  une  masse  sphérique  et  ho* 
mogène  près  d’un  fil  à-plomb,  et  cherchons  l’angle 
de  déviation  de  ce  fil. 

Nousconsiddl'eronsle  fil  à-plomb  comme  un  point 
matériel  pesant,  suspendu  à un  point  fixe,  par  un  fil 
inextensible.  Soit  (fig. 5)  A le  point  matériel,  B le 
point  fixe,  de  centre  du  corps  atlirauL  La  question 
proposée  consiste  à trouver  les  conditions  d’équilibre 
du  point  A y sollicité  par  la  pesanteur  et  par  la  fored 
.attractive  dirigée  suivant  la  ligne  y/C;  or,ces  condi- 
tions se  réduisent  à ce  que  la  résultante  de  ees  deux 
forces  soit  dirigée  suivant  la  ligne  BA ^ afin  qu’elle 
soit  détruite  par  le  point  fixe^;  si  donc  on  mène  par 
le  point  y/  une  droite  EAF,  perpendiculaire  à la  droite 
B A,  et  que  l’on  décompose  la  pesanteur  et  ta  force 
attractive, suivant  cette  perpendiculaire, il  suffira  que  ' 
les  composantes  .soient  égales  et  contraires.  Elles 
seront  contraireSjSi  le  fil  à-plomb s’est  écarté  delà 
verticale  BD , du  côté  où  se  trouve  placé  le  point  C'y 
suppo.sons  donc  cette  condition  remplie,  et  cher- 
chons les  Valeurs  des  composantes  qui  doivent  être 
égales  entre  elles. 

Désignons  par  g-,  la  pesanteur;  parj?,  l’angle  in-< 
connu  ABD  que  fait  la  ligire  B A avec  la  verticale  y 
g^.sin.a:,  sera  la  compo.sante  de  cette  force,  perpen- 
diculaire à BA  y ou  dirigée  suivant  AE.  Soit  aussi  y 
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la  distance  inconnue  AC ^ u.  la  masse  du  corps  atti- 
rant, l’intensité  de  la  force  attractive  à ruiiité  de 
distance  et  pour  Tunité  de  masse,  et  par  conséquent 

l’attraction  du  corps  sphérique  sur  le  point  A. 

Désignons  enfin  par  a la  longueur  de  la  Vigne  BC, 
par  a l'angle  CBD  que  fait  celte  ligne  avec  la  verti- 
cale, de  manière  que  a — x soit  l’angle  des  deux 
lignes  BC  et  BA , et  a.sin.(â — x),*la  perpendicu- 
laire CHf  abaissée  du  point  C sur  la  ligne  BA.^imi' 


aurons 

CH  a.sin.(<t — r) 

coi.  CAF  ■=  tin . CAH  = — — —J 

Oyz  y 


la  composante  de  la  force 

, Lc/a.ïin.(a — x) 
pour  valeur  ^ , 

sera 


suivant  AF^  aura  donc 

i l 

et  l’équation  d’équilibre 


— ,r) 

Ji  —à 


= a:,  sin.x. 


En  considérant  le  triangle  BAC,  on  aura  la  va- 
leur de^,  au  moyen  de  la  longueur  B A du  fil  à- 
plomb,  de  la  distance  BC , et  de  l’angle  et — x.  Subs- 
tituant donccette  valeur  dans  l’équation  d’équilibre, 
on  pourra  ensuite  en  déduire  la  valeur  cherchée  de 
X.  Mais  pour  rendre  cette  équation  plus  facile  à ré- 
soudre , je  supposerai  que  la  longueurdu  fil  à-plomb 
soit  très-petite  et  puisse  être  négligée  par  rapport  à la 
distance  a,  ce  qui  a effectivement  lieu  en  général. 
Alors  on  aura  , et  l'équation  précédente  de- 
viendra 


ixf  sin.o.* 

g-a*  tic . 


C’est 
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C’est  de  cette  e'quation  qu’on  doit  tirer  la  valeur 
de  X. 

33g.  Appelons , comme  pre'ce'demment,  m lamasse 
de  la  terre,  /»  sa  densite'  moyenne,  et  l son  rayon; 
soient  aussi  / et  Z',  la  densité  et  le  rayon  du  corps 
attirant;  les  deux  masses  fÂ,  ci  m seront  entre  elles 
comme  leurs  densités  multipliées  par  leurs  volumes  , 
et  ceux-ci  seront  entre  eux  comme  les  cubes  des 
rayons  / et  Z';  on  aura  donc . 

a.  = (^. 

m fP  ’ 

D’ailleurs  on  a aussi  gl*  = ; d’où  II  suit 

g ‘ 

Substituant  cette  valeur  dans  la  dernière  équation  du 
n*  précédent,  on  trouve 

f n 8in.  JC  , 

™ sm.(3c  — x) 

La  densité  et  le  rayon  du  corps  attirant  restant  les 
mêmes , la  valeur  de  x que  l’on  tirera  de  cette  équa- 
tion sera  d’autant  plus  grande,  que  la  distancer  sera 
plus  petite , et  que  a approchera  davantage  d'èlre 
un  angle  droit;  et  comme  la  distance  a ne  peut  pas 
être  plus  petite  que  le  rayon  /',  il  s’ensuit  que  l’on 
aura  le  maximum  de  déviation  du  Cl  à-plomb,  que 
puisse  produire  le  coips  attirant , en  prenant  a=/' 
et  a et:  1 00*.  L’équation  qui  déteroiine  la  valeur  de  x 
a.  3 
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devient  alors 

f'I' 

tang.x  = '-^-. 

Si  l’on  suppose , par  exemplo,  /'=/,  et  qu'on  de- 
mande quel  doit  être  le  rayon  T,  pour  que  la  de'via- 
tion  s’élève  à une  seconde,  on  aura  /'=/.tang.  l'j 
mais  le  quart  du  méridien  de  la  terre  devant  être 
looooooo  mètres,  sonrayon  moyen  est  égal  au  double 
île  ce  nombre  divisé  par  le  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre , ou  par  3,1415926;  ce  qui  donne 
/'=6366i98™  . En  achevant  le  calcul  numérique,  au 
moyen  de  cette  valeur  de  /,  on  trouve  /'  = 3o“’,86G, 

Ainsi , une  sphère  homogène^  d’environ  3 1 mètres 
de  rayon,  et  d’une  densité  égale  à la  moyenne  den- 
sité de  la  terre,  ne  peut  produire  qu’une  déviation 
d’une  seconde  au  plus,  dans  la  direction  du  fil  à- 
plomb. 

33o.  Cette  moyenne  densité  de  la  terre,  conclue 
de  la  déviation  du  fil  à-plomU  que  produit  l’attrac- 
tion des  montagnes,  a été  évaluée  à quatre  ou  cin<^ 
fois  la  densité  de  l’eau.  Cavendish  l’a  trouvée  égale 
à environ  cinq  fois  et  demie  cette  densité  (♦) , en  la 
déterminant  d’après  l’attraction  de  deux  globes  de 
plomb , qu’il  a su  rendre  sensible  au  moyen  de  la 
balance  de  torsion.  Sans  entrer  ici  dans  tous  les  dé- 
tails de  cette  belle  expérience,  des  diverses  précau- 
tions qu’elle  exige , et  des  calculs  qu’il  faut  fiiire  pour 


(*)  Voyez  le  volume  des  Transactions  philosophiques , pour 
Taonée  1758. 
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en  déduire  un  résultat  exact,  je  vais' seulement  indi* 
quer  les  points  principaux  de  ces  calculs. 

La  balance  de  torsion  est  l’instrument  le  plus  exact 
que  nous  ayons,  pour  servir  à la  mesure  des  forces 
très-petites.  Coulomb ^ à qui  l’invention  en  est  due, 
La  surtout  employée  à mesurer  les  forces  d’attrac- 
tion et  de  répulsion  des  corps  électrisés;  et  pour 
cette  raison , elle  est  aussi  connue  en  physique  sous 
le  nom  de  balance  électrique  (♦).  Elle  consiste  prin- 
cipalement en  un  fil  métallique,  très-délié,  attaché 
à un  point  fixe , et  à l’extrémité  duquel  est  suspendu 
un  levier  horizontal.  Supposons  ce  levier  formé 
d’une  tige  très-mince  AB  A'  ( fig.  6} , partagée  eu 
deux  parties  égales  à son  point  d'attache  jff , et  ter- 
minée par  deux  sphères  d’un  petit  diamètre  à ses 
extrémités  A et  A'\  du  point  B comme  centre  et 
d’un  rayon  égal  à B A , décrivons,  dans  un  plan  ho- 
rizontal, un  cercle dont  nous  diviserons 
la  circonférence  en  un  grand  nombre  de  parties 
égales.  Lorsque  le  lev^  tournera  autour  du  point  B, 
ses  extrémités  A et  A’  parcourront  cette  circonfé- 
rence, et  les  points  de  ^vi*ion  auxquels  ils  corres- 
pondront à chaque  instant,  feront  connaître  les  arcs 
qu’ils  auront  décrits.  Tant  que  le  fil  de  suspension 
n’est  point  tordu,  le  levier  reste  en  repos  dans  une 
certaine  position  ; je  suppose  qu’alors  ilrépoudeà  la 
ligne  DBD\  qu’on  pourra  appeler  la  ligne  de  repos. 
Si  l’on  vient  à l’écarter  de  cette  ligne,  pour  le  mettre 


U)  Yoy«z  le  7’raitil  de  Physique  de  M.  Uaüy. 

3.. 
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dans  une  autre  position  quelconque  AmA' , le  fil  de 
suspension  sera  tordu  sur  lui-même , et  cette  torsion 
tendra  à faire  revenir  le  levier  vers  la  ligne  de  re- 
pos ; pour  le  retenir  dans  cette  position,  supposons 
qu’on,  applique  à ses  deux  extrêmite's,  des  forces 
égales  et  contraires,  dirigées  dans  le  plan  horizontal 
et  perpendiculaires  à sa  longueur  j la  valeur  commune 
de  CCS  deux  forces  sera  la  mesure  de  la  force  de  tor- 
sion qui  leur  fait  équilibre:  or,  les  expériences  de 
Coulomb  ont  prouvé  que  le  fil  de  suspension  restant 
le  même,  cette  force  de  torsion  est  proportionnelle 
à l’angle  A BD)  en  prenant  donc  l'angle  droit  pour 
unité,  appelant  h la  force  de  torsion  qui  répond  à 
cet  angle,  et  désignant  par  6,  l’angle  ABD^  la  force 
de  torsion,  dans  la  position  AB  A' y sera  égale  à A9. 
Ainsi,  quand  le  levier  est  dans  cette  position,  la  tor- 
sion de  son  fil  de  suspension  équivaut  à deux  forces 
égales  à /i6,  qui  seraient  appliquées  aux  deux  extré- 
mités du  levier,  perpendiculairement  à sa  longueur 
et  en  sens  contraire  l’une  de  l’autre,  et  qui  tendraient 
à le  ramener  vers  la  ligne 

Cela  posé , approchons  du  levier  deux  sphères  ho- 
mogènes, d’une  mém*  matière,  d’un  même  dia- 
mètre, et  symétriquement  placées  de  part  et  d’autre’ 
de  la  ligne  DBD'  -,  soient  C et  C leurs  centres,  situés 
dans  le  plan  horizontal  qui  contient  ce  levier,  à égale 
distance  du  point  B y et  sur  une  (boite  CBC  menée 
par  ce  point;  l’attraction  de  ces  deux  corps  va  écarter 
le  levier  de  la  ligne  de  repos,  et,  à cause  que  tout 
est  semblable  autour  du  point  B y la  droite  ABA' 
tournera  autour  de  ce  point  qui  restera  immobile.  A 
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mesure  que  le  levier  s’écarte  de  la  ligne  de  repos,  la 
force  de  torsion  augmente  ; il  existe  une  position 
dans  laquelle  cette  force  ferait  équilibre  à rallraclion 
des  deux  sphères;  mais  comme  le  levier  atteint  cette 
position  avec  une  vitesse  acquise , il  la  dépasse  et 
il  oscille,  de  part  et  d’autre,  à la  manière  d’un  pen- 
dule hori/.ontal.  L’observation  faitconnaitre  la  durée 
des  oscillations;  en  comparant  la  longueur  de  ce 
pendule  à celle  d’un  pendule  ordinaire,  qui  ferait 
ses  oscillations  dans  le  même  tems , on  en  conclut  le 
rapport  de  la  force  d’attraction  de  chaque  sphère,  à 
la  pesanteur,  et  par  suite,  on  a le  rapport  de  la 
masse  de  cette  sphère  à celle  de  la  terre.  1/équatiou 
qui  sert  à déterminer  ce  rapport , est  facile  à former, 
ainsi  qu’on  va  le  voir. 

53 1.  Pour  simplifier  la  question,  nous  regarde- 
rons les  corps  A et  A\  attachés  aux  extrémités  du 
levier,  comme  des  points  matériels,  et  nous  ferons 
abstraction  de  la  masse  du  levier,  c’est-à-dire,  que 
lions  considérerons  le  pendule  horizontal  comme  un 
pendule  simple.  Il  existe,  en  elTet,  des  moyens  qu'on 
fera  connaître  dans  la  suite , pour  ramener  à ce  pen- 
dule idéal,  un  pendule  de  forme  quelconque.  Les 
deux  points  A et  A'  étant  sollicités  par  les  mêmes 
forces , et  ayant  le  même  msuvement  autour  du 
point  B , il  suffira  de  déterminer  le  mouvement  de 
l’un  d’eux  : par  exemple,  celui  du  point  A.  Soit  donc 
ABh=h^  CD=^a , DBC=.st  •,  désignons  par  fl, 
l’angle  varialile  DBA , par  , la  masse  du  corps 
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Httirant,  par  J",  la  force  atlraclive,  à l’nnitë  de  dis-» 
tance  et  pour  l’anité  de  masse,  et  enfin,  par  j”,  lâ 
distance  variable  nous  aurons,  dans  le  triangle 
J£C, 

r=a*-t-6*  — iab. cos.  (*  — fl)  ; 


l'attraction  sur  le  point  sera  e'gale  et  l’on  aura 
fiaf.  pour  la  valeur  de  cette  force  décom- 


posée suivant  la  perpendiculaire  à la  ligne  AB 
(n*  228).  En  en  retranchant  la  force  de  torsion  A0, 
la  ditrércntielle  exprimera  la  force  accélératrice  du 
point  A,  décomposée  suivant  la  tangente  à sa  tra- 
jectoire ; donc,  à cause  que  l’arc  DA  de  cette  courbe 
est  égal  à ^9,  l’équation  du  mouvement  sera,  d’après 
le  n“  25 1 , 


^ __  fcg/-tin.(at  — fl)  _ 

’dt*  y' 


dt  étant  l’élément  du  lems. 


Comme  l’attraction  de  la  masse  qu’on  soumet  à 
l’expérience,  et  qui  dérange  le  levier  de  la  ligne  de 
repos,  est  toujours  une  très-petite  force,  il  s’ensuit 
que  8 ne  peut  jamaisètre  qu’un  très-petit  angle;  nous 
négligerons  donc  son  carré  dans  le  calcul  ; mais  en 
appelant  c,  la  ligne,  <7Z>,  ou  la  valeur  de^,  qui  ré- 
pond à 6 = 0,  et  développant  la  fonction 
suivant  les  puissances  de  6,  on  trouve 

pin. (a — 5)  sin.a  r(a’-|-&‘).cos.a— aa6— ai.-si»*.»"]  . 

— ;=-.fl-f-etc.; 

y '■  < 
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doncy  én  faisant,  {>our  abréger, 

Qa*  b‘)  .cos. et  — ao6  — ab  -f-  A = 

et  négligeant  le  carré  et  les  puissances  supérieures 
de  S , l’équation  du  mouvemeut  deviendra 

, d*9  ufa, fin. a. 

^■d?  = ? 

d’où  l’on  tire,  en  intégrant, 

= ft.cos.^t  4- A'); 

k et  k'  étant  les  constantes  arbitraires  , et  ^ , une 
constante  déterminée  par  cette  équation: 

fifa.sm.a 

P ' 

D'après  cette  expression  de  9,  le  plus  grand  et  lu 
plus  petit  écart  du  levier,  à partir  de  la  ligne  jyBDy 
seront  Q-^k  et  A;  de  sorte  que  si  l’on  mène  1» 
droite  E'BE,  telle  qne  l’angle  DBE  soit  égal  à , 
le  levier  fera,  de  part  et  d’autre  de  cette  droite,  des 
oscillations  égales  dont  l’amplitude  sera  la  (constante 
k.  L’angle  S est  donné  par  l’expérience;  car  on  peut 
facilement  mesurer  le  plus  grand  et  le  plus  petit 
écart  du  levier,  et  en  prenant  une  moyenne  entre  ces 
deux  angles  extrêmes,  on  a la  valeur  de  ê.  lia  droite 
E'BE  qui  répond  à cet  angle,  est  la  position  où  le 
levier  resterait  en  équilibre,  s’il  y parvenait  san% 


_ Digit  _i_d  by  Googte 


4o  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE.  ' ’ 
vîlesse  acquise,  c’est-à-dire,  la  position  dans  laquelle 
la  force  de  torsion  et  la  force  d’attraction  sont  égales. 
Quant  à la  durée  des  oscillations  de  ce  pendule, 
elle  est  aussi  donnée  par  l’observation;  or,  la  valeur 
de  6 nous  montre  que  chaque  oscillation  entière 
s’achève  dans  l’intervalle  de  tems  pendant  lequel 

l’angle  , augmente  d'une  demi  - circonfé- 

rence ; donc,  en  appelant  T cet  intervalle  de  tems, 
et  -TT  la  demi-circonférence,  on  aura 


T. 


d’où  l’on  conclut,  en  élevant  au  carré,  multipliant 
par  et  substituant  pourg'C,  sa  valeur  , 

(ifaT'.sin.a , - 


Si  l’on  désigne  par  b'  la  longueur  d’un  pendule  or- 
dinaire, qui  ferait  ses  oscillations  dans  le  tems  T’,  on 
aura  ( n“  270) , 


mf 

en  mettant  à la  place  de  la  pesanteur  g,  sa  valeur 

dans  laquelle  m est  la  masse  de  la  terre,  et  /,  son 
rayon  moyen,  il  vient 

T’mf_  . 

t • 

et  en  éliminant  la  quantité  inconnue  J]  entre  celte 


ivGoosIf 
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équation  et  la  pre'cédente,  on  trouve 

• 

m b'I^a.ûn.aL 

ji4  bç'C 

Toutes  les  quantite's  qui  entrent  dans  cette  valeur 

de  sont  données  dans  chaque  expérience;  elle 

servira  donc  à calculer  le  rapport  de  la  niasse  de  la 
terre  à une  masse  donnée  ; et  connaissant  les  vo- 
lumes de  ces  deux  corps  et  la  densité  de  la  masse 
qu’on  soumet  à l’expérience,  on  en  conclura  la  den- 
sité moyenne  de  la  terre. 


4s  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 


CHAPITRE  n. 

PRINCIPE  GÉNÉRAL  DE  DYNAMIQUE. 

L A partie  de  la  dynamique  qui  va  maintenant 
nous  occuper,  a pour  objet  de  déterminer  le  mou-r 
vement  d’un  corps  ou  d’un  système  de  corps , dont 
les  difierens  points  sont  sollicites  par  des  forces  dom^ 
nées  en  grandeur  et  en  direction.  Ces  points  maté* 
riels,  en  vertu  de  leur  liaison  réciproque,  modifient 
l’action  des  forces  qui  leur  sont  directement  appli- 
quées ; de  sorte  qu’ils  ne  se  meuvent,  en  général, 
ni  avec  les  vitesses  que  ces  forces  leur  impriment, 
ni  dans  les  directions  de  ces  vitesses,  et  le  plus  sou- 
vent il  serait  très- difficile  d’assigner,  à priori,  les 
vitesses  et  les  directions  qu’ils  doivent  prendre.  Heu- 
reusement cette  difficulté  disparaît  au  moyen  d’un 
principe  général,  que  l’on  doit  à D’Alembert,  et 
d’après  lequel  on  ramène  toutes  les  questions  de  dy- 
namique à de  simples  questions  d'équilibre.  Voici 
l’énoncé  de  ce  principe  : 

Considérons  un  système  de  points  matériels , liés 
entre  eux  d’une  manière  quelconque,  et  dont  les 
masses  soient  m,  m,  ni,  etc.  ; supposons  qu’on  ap- 
plique à ces  mobiles  des  forces  qui  imprimeraient  la 
vitesse  V,  à la  masse  /n,  la  vitesse  v',  à la  masse  rn, 
la  vitesse  v",  à la  masse  /«*,  etc.,  si  chacune  de  ces 
masses  était  isolée  ; en  vertu  de  la  liaison  des  points 
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du  système,  les  vitesses  v',  v",  etc.,  seront  alté- 
rées dans  leurs  grandeurs  et  dans  leurs  directions  ; 
or,  si  l’on  désigne  par  u,i/j  i/,  etc.,  les  vitesses  in-' 
connues  que  les  masses  m,  m',  etc.,  prendront, 
suivant  des  directions  également  inconnues , et  si 
J’on  appelle  p,  p\  p',  etc.,  les  vitesses  qui  seront 
perdues  ou  gagnées  par  ces  mêmes  masses  , de  ma- 
nière que  U et  p soient  les  composantes  de  u'  et 
p\  celles  de  v,  u*  et  p*,  celles  de  t»*,  etc.  : je  dis  qn’jZ 
jr  aura  étjuilibi-e  dans  le  système , entre  les  quantités  de 
mouvement  perdues  ou  gagnées  mp  , m'p',  m''p'’,  etc.  ; 
car  si  ces  forces  ne  se  faisaient  pas  équilibre,  u,  u\ 
«*,  etc. , ne  seraient  plus  les  vitesses  qui  ont  eifecti- 
vement  lieu  ; ce  qui  serait  contre  l’hypothèse. 

555.  Ce  principe  a également  lieu,  soit  que  t»,  v'ÿ 
etc. , soient  des  vitesses  finies,  acquises  par  les 
mobiles  pendant  un  tems  fini,  ou  dues  à des  forces 
qui  agissent  instantanément  sur  les  corps  ; soit  que 
ces  quantités  représentent  des  vitesses  infiniment 
petites,  dues  à des  forces  accélératrices;  soit  enfin 
que  ces  vitesses  soient  en  partie  finies  et  en  partie 
infiniment  petites.  Nous  allons  montrer , par  de$ 
exemples,  comment  on  en  fait  usage,  pour  résou- 
dre les  questions  de  dynamique;  mais  auparavant , il 
est  bon  de  changer  l’énoncé  de  ce  principe,  et  de 
lui  donner  une  forme  qui  sera  plus  commode  dans 
un  grand  nombre  d’applications. 

11  est  permis  de  substituer  aux  forces  mpy  m'p' y 
m’p”,  etc.,  qui  doivent  se  faire  équilibre,  les  com- 
posantes de  chacune  d’elles  ; or,  la  force«^/7,  par 


« 
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exemple,  est  la  résultante  de  la  force  mv,  prise  dans 
sa  direction,  et  de  la  force  mu,  prise  en  sens  con- 
Iraire  de  sa  direction  ; et  de  même  pour  les  autres  : 
le  principe  de  D’Alembert  revient  donc  à dire  qu’t/ 

a équilibre  dans  le  sjstème , entre  les  quantités  de 
mouvement  mv,  m'v',  m'v*,  etc.,  imprimées  aux  mo~^ 
hiles,  et  les  quantités  de  mouvement  mu , m'u',  m'u", 
etc.,  qui  ont  effectivement  lieu,  chacune  de  ces  der- 
nières étant  prise  en  sens  contraire  île  sa  direction. 

L’avantage  de  ce  second  énoncé  est  de  ne  pas  exi- 
ger que  l’on  considère  les  vîtessses  perdues  ou  ga- 
gnées P,  p',  p",  etc.  , et  d’établir  directement  les 
équations  d’équilibre  entre  les  vitesses  données  (*,  v , 
v’,  etc. , et  les  vitesses  inconnues  u,  u',  u , etc.,  que 
ces  équations  serviront  à déterminer. 

Pour  premier  exemple  , considérons  deux 
corps  pesans,  attaches  aux  extrémités  d’un  fil  inex- 
tensible, et  posés  sur  deux  plans  inclinés,  adossés 
l’un  à l’autre  ; système  dont  nous  avons  précédem- 
ment déterminé  les  conditions  d’équilibre  (n°  i65). 

Soit  h la  hauteur  commune  de  ces  deux  plans,  l la 
l^ongucur  de  l’un  d’eux,  P la  longueur  de  l’autre  , m 
la  masse  du  corps  posé  sur  le  premier , ni  celle  du 
corps  posé  sur  le  second,  g- la  pesanteur;  la  force 
accélératrice  qui  agit  sur  «j,  sera  la  pesanteur  dé- 
composée suivant  le  premier  plan , que  l’on  trouve 

égale  à ~p  ; et  de  même,  la  force  accélératrice  qui 

agit  sur  né  est  égale  à Désignons,  à un  instant 

quelcoaquc,  par  fie  tems  écoulé  depuis  l'origine  du 


ni 
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mouvement,  par  v la  vitesse  de  m , par  v la  vitesse  de 
/«',  et  convenons  de  regarder  les  vitesses  comme  posi- 
tives ou  comme  négatives,  selon  que  les  moLiles  des- 
cendentou  s’élèvent.  Pendantrinstant^/«,ces  vitesses 
augmenteront  de  dv  et  di^';  mais  pendant  ce  même 
instant,  les  forces  accélératrices  imprimeraientffux 

mobiles  supposés  libres,  les  vitesses  positives ^,dt  y 
et  d’où  l’on  conclutqu’en  vertu  delaliaison  des 
deux  corps,  la  masse  m perd  la  vitesse  ^.di — dvy 
et  la  masse  /»',  la  vitesse  ^.dl  — dv,  dans  l’instant 

dt.  Les  deux  quantités  de  mouvement  qui  corres- 
pondent à ces  vitesses  perdues,  doivent  donc  se  faire 
équilibre,  d’après  le  principe  de  D’Alembert  j et 
comme  ces  forces  sont  appliquées  en  sens  conti-aires, 
aux  extrémités  d’un  fil  inextensible,  il  faut,  pour 
cela,  qu’elles  soient  égales  ; ce  qui  donne 

m . dt  — = m'  . dt  — dv’"^.  ( i ) 

De  plus,  les  deux  vitesses  v et  i''sontégalesetdesignes 
contraires;  car,  dans  le  mouvement  que  nous  consi- 
dérons, l’une  des  masses  descend,  et  l’autre  monte, 
en  parcourant  des  espaces  égaux  de  part  et  d’autre. 
On  a donc  v-j-v'=o;  donc  dv=  — dv;  substituant 
cette  valeur  de  dv  dans  l’équation  précédeute,  on 
en  tire  ensuite 


(m/'  — m'l)h 
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£a intégrant,  il  vient 


V 


(m/  — m.'/)h 
(m  4-  m')U' 


•g‘  + a; 


a étant  la  constante  arbitraire  qui  représente  la  vl- 
tesfl  initiale  de  la  masse  m. 


Soit  X la  distance  variable  de  cette  masse , à un 
point  fixe  choisi  arbitrairement,  par  exemple , au 

sommet  des  plans  inclinés;  nous  aurons  v = et 

dx-=^vdt\  mettant  pour  v sa  valeur  et  intégrant,  on 
trouve 


X 


(jnï  — m'l')h 
)//' 


.^  + at+b-, 


b étant  encore  une  constante  arbitraire,  égale  à la 
valeur.de  a:,  qui  répond  à l’origine  du  mouvement. 

Les  valeurs  de  x et  de  font  voir  que  le  mouve- 
ment de  m est  analogue  à celui  d'un  corps  pesant , 
en  supposant  la  pesanteur  affaiblie  dans  le  rapport 
de  (jnt — ml)  ha.(rn-\-m')  It.  Quant  au  mouvement 
de  m',  il  sera  le  même,  en  sens  contraire,  que  celui 
de  m.  Lorsque  la  vitesse  initiale  a est  nulle,  et  que 
l’on  a en  même  tems  ml' =m'l , les  vitesses  des  deux 
mobiles  sont  toujours  nulles,  et  l’équilibre  a lieu.  La 
condition  d’équilibre  est  donc  que  les  masses,  et  par 
conséquent  les  poids  des  deux  corps , soient  dans  le 
rapport  des  longueurs  des  plans  inclinés  sur  lesquels 
ils  sont  posés;  ce  que  nous  savions  déjà  (n°  i65.) 


335.  Ces  formules  contiennent  la  théorie  de  lama-  * 
chine  àüAthoodfàoni  ou  se  sert  en  physique  pour  dé- 
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montrer  les  lois  du  mouvement  des  corps  graves.  Cette 
machine  consiste  en  une  tige  verticale  AB  (fig.  7),  di- 
visée en  parties  égales  par  des  traits  marqués  sur  sa  lon- 
gueur. Une  poulie  fixe  est  placée  à la  partie  Supérieure; 
on  suspend  à cette  poulie  un  fil  vertical,  aux  éxtrémités 
duquel  on  attache  deux  poids  égaux  5 le  fil  peut  glis- 
ser sans  frottement  contre  la  gorge  de  la  poulie;  el 
quand  on  veut  mettre  les  deux  corps  en  mouvement , 
il  suffit  d’augmenter  la  masse  de  l’un  d’eux.  Les  di- 
visions de  la  tige  font  connaître  les  espaces  parcou- 
rus par  chaque  mobile  ; on  a près  de  la  machine  un 
pendule  qui  bat  les  secondes,  et  en  comparant  les 
tems  écoulés  aux  espaces  parcourus , on  détermine 
la  loi  du  mouvement.  On  reconnaît,  de  cette  ma- 
nière, que  les  espaces  parcourus  croissent  comme 
les  carrés  des  tems  écoulés.  On  parvient  aussi,  par 
un  moyen  très-simple , à rendre  sensible  la  vitesse 
acquise,  à un  instant  déterminé,  par  le  mobile  qui 
descend.  Pour  cela,  on  attache  un  anneau  en  un 
point  Cde  la  tige;  la  masse  qu’on  a ajoutée li  celle 
de  ce  mobile,  est  un  barreau  d’une  longueur  plus 
grande  que  le  diamètre  de  cet  anneau , de  manière 
que  le  barreau  est  retenu  quand  le  mobile  arrive  au 
point  C et  traverse  l’anneau;  les  masses  des  deux 
corps  redeviennent  donc  égales,  comme  elles  Té- 
taient avant  l’addition  du  barreau  ; par  conséquent 
leur  force  accélératrice  est  nulle  et  leur  mouvement 
se  change  subitement  en  un  mouvement  uniforme , 
dû  à la  vitesse  acquise  au  point  C.  En  plaçant  Tan- 
neau  en  dififérens  points  de  la  tige,  on /ait  voir  que 
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la  vitesse  acquise  est  pi’oporlionnelle  au  tems  écouley 
ou  à la  racine  carrée  de  la  hauteur  parcourue. 


Il  est  évident  que  ce  mouvement  est  un  cas  parti- 
culier de  celui  que  nous  venons  d’examiner;  c’est  le 
cas  où  les  deux  plans  donnés  sont  verticaux,  et  où, 
par  conséquent,  leurs  longueurs  Z et  T sont  égales  à 
leur  hauteur  ù;  en  faisant  donc  l—l'  = h,  et  suppo- 
sant nulle  la  vitesse  initiale  a,  on  aura,  d'après  les 
formules  du  n*  précédent. 


m — m'  fft*  . , 

i ' • ■ — ■ "1“ 

m 4-  m a 


Au  moyen  de  ces  valeurs  de  v et  de  x,  on  pourra 
comparer  la  théorie  à l’expérience.  Le  mouvement 
sera  d’autant  plus  lent  que  la  différence  wj — /«'  des 
deux  masses , sera  plus  petite  par  rapport  à leur 
somme En  ralentissant  ainsi  le  mouvement 
des  corps  graves,  sans  en  changer  la  loi,  il  devient 
plus  facile  de  mesurer  les  espaces  parcourus  et  de 
découvrir  celte  loi.  D’ailleurs  la  vitesse  devenant 
plus  petite,  la  résistance  de  l’air  devient  aussi  moins 
sensible,  et  l’on  peut  faire  ensorle  que  ce  mouve- 
ment soit  à peu  près  le  même  que  dans  le  vide. 


556.  S’il  s’agissait  d’une  chaîne  pesante,  posée  sur 
les  deux  plans  Inclinés  que  nous  venons  de  considé- 
rer, le  principe  de  D’Alembert  conduirait  encore  à 
l’équation  (i)  du  n°  354;  dans  cette  équation, 

ni  représente  alors  la  masse  de  la  partie  de  la  chaîne, 
posée  sur  le  plan  dont  la  longueur  est  f , et  m',  la 
’ masse 
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masse  de  l'autre  partie;  ces  deux  quantités  sont  donc 
_ variables  pendant  le  mouvement  ; et  en  prenant  le 
cas  le  plus  simple , celui  d’une  chaîne  homogène  et 
d’égale  épaisseur  dans  toute  son  étendue,  les  masses 
m et  m'  sont  entre  elles  comme  les  longueurs  des 
deux  parties.  Soit  xla  lon*gueur  de  la  première  par- 
tie, c la  longueur  constante  de  la  chaîne  entière,  et 
par  conséquent  c — x la  longueur  de  la  seconde  par- 
tie; comme  la  valeur  de  dv  du  n*  précédent  ne  ren- 
ferme que  les  rapports  des  massés  m et/?i',  à la  masse 
on  pourra  y substituer  x à la  place  de  /«, 
c — X à la  place  de /«',  et  c à la  place  de 
De  cette  manière,  on  aura 

vu  > 

P estlavltesse  commune  à tous  les  points  de  la  chaîne, 
qui  sont  posés,  à un  instant  quelconque,  sur  le  plan 
incliné  dont  la  longueur  est  f;  ia  distance  variable 
du  dernier  de  ces  points,  au  sommet  du  plan,  étant 

# • S T » 1 

X,  la  vitesse  de  ce  point  est  doue 

oc  • 

4/p=  En  faisant,  pour  abréger, 

cU' 

l’équation  précédente  devient 
d‘x 

-^—*'X+C=zzO. 

Si  l’on  intègre  cette  équation  linéaire, par  les  règles 

a.  4 


!«-^i'  'ft 
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connnes,  on  trouve 

C Ht  , t — 

, x=—+a.e  +b,f!  ; 

' CL 


e étant  la  base  des  Jpgaritbmes  dont  le  tPPdule  e$; 
égal  à l’anité^  et  o et  A,  Içs  deux  constantes  arbi- 
traires. On  déterminera  facilement  cçs  constantes, 
d’après  la  vitesse  et  la  position  de  la  cbaine  à un  inst 
tant  déterminé. 

Pour  que  la  chaîne  restât  en  repos , U faudrait  qu’on 

fhta=o,&=o;  donc  alors  x=ï On  au- 
rait en  même  tems  c — ce  qui  fait  voie 

que  dans  l’état  d'équilibre,  les  deux  parties  de  la 
Àalne  sont  entre  elles  comme  les  longueurs  l et  f , 
■des  plans  sur  lesquels  elles  sont  posées , pu  autrenient, 
dit , les  deux  extrémités  de  la  chaîne  sont  dens  une 
même  droite  horizontale-  Réciproqueinent,  si  çette 
condition  est  repipiio  » et  que  les  points  de  la  chaîne 
ne  reçoivent  aucune  vitesse , l’équilibre  aura  lieu  j 
car  la  proportion 

X : e-m-x  ::  l:  l', 


l Q 

donne  x=r^=— > on  a,  à un  instant  déter- 

niinë, 

mais  on  a en  général 

dx  al  , —Ht 

-r  = aa.«  — ; 
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égalant  doue  à zéro  celte  valeur  de  la  vitesse,  oa 
aura  aussi 

or,  celte  équation,  et  l'avant-dernière,  ayant  lieu  k 
un  même  instant, ou  pour  une  même  valeur  de  t,  oa 
en  conclut  a=o  et  b=o;  par  conséquent  la  chaîne 
œ prendra  aucuu  mouvement. 

357.  Considérons  encore  le  mouvement  de  deux 
masses  pesantes  m et  m',  qui  agissent , l’une  sur 
l’autre,  par  l’intermédiaire  d’un  treuil,  et  supposons 
la  masse  m appliquée  au  cylindre,  et  la  masse  m ap- 
pliquée à la  roue  de  cette  machine.  Soient  toujours, 
à un  instant  quelconque,  fia  vitesse  de  /«,  et  f'cellp 
de //i';  vitesses  que  nous  regarderons  comme  posi- 
tives on  comme  négatives,  selon  que  les  mobiles 
descendront  ou  monteront.  L’instant  d’après,  les 
vitesses  des  mobiles  seront  v-\-dv  et  \f  -\-dv*  \ mais 
pendant  l’instant  dt , la  pesanteur  produit  la  vitesse 
gdt.',  il  s’ensuit  donc  que,  pendant  cet  instant,  la 
masse  m a perdu  la  vitesse  gdt — dv , et  la  masse 
la  vltesse^i/t — dd ; donc  les  quantités  de  mouvement 
m (^gdt — d\>)  et/n'  {gdt — dv)  doivent  se  faire  équi- 
libre dans  le  treuil  (n*  33a);  ce  qui  exige,  d’a- 
près la  condition  connue  de  cet  équilibre,  que  la 
première  de  ces  deux  forces  soit  à la  seconde, 
comme  le  rayon  de  la  roue  est  au  rayon  du  cylindre. 
Ainsi  r étant  le  premier  rayon,  et  r,  le  sccoud,  on 
ÿura 

mr(gdt  — df)  = mY  {gdt  — dv). 

D’ailleurs  les  deux  vitesses  v et  t/  sont  en  sens  con- 
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traire  l’une  de  l’autre , et  parla  nature  de  la  machine  j 
ces  vitesses  sont  entre  elles  comme  les  circonfé- 
rences, ou  comme  les  rayons  r et  r'  du  cylindre  et 
de  la  roue  ; de  sorte  que  l’on  a 

rV  4-  rt<'  = O , 


ou  bien  en  dlfTérentiant , 


. r rfw  + rdv'  = O ; 

or,  en  combinant  cette  équation  avec  la  précédente, 
on  trouve 


dv 


(mr  — m'/')r 
ni  r* -f" 


. ‘>'dt , 

* O * 


(m'r'  — mry 


d’où  l’on  conclura,  comme  dans  le  n*  554,  <1^®  les 
mouvemens  des  deux  corps  sont  uniformément  va- 
riés , et  nediflerent  de  celui  d’un  corps  pesant,  quo 
par  l’intensité  de  la  force  accélératrice. 

Si  le  U’euil  avait  plusieurs  roues,  et  que  desmasses 
r?/,  »r,  /;<*,  etc. , fussent  appliquées  à ees  roues , tan- 
dis que  la  masse  m est  appliquée  au  cylindre , ,on 
trouverait,  pour  détermiuer  la  vitesse  i|  de  cette 
masse,  l’équation.  . 


dv  = 


(mr  — m V — m’r°  — ctc.)r 
mr*  4-  '«V*  4-  m'r"*  4*  etc. 


I 


,p  étant  toujours  le  rayon  du  cylindre,  et  /,  /■',  etc.  \ 
ceux  des  roues  auxquelles  sont  appliquées  les  masses 
rn,  ni',  etc. , qui  tendent  toutes  à faire  tourner  le  treuil 
en  sens  contraire  de  l.a  masse  m : si  l’une  d’elles,  par 
exemple,  la  masse  m’,  tendait  à faire  tourner  dans  le 
mèmesensque  lamasscw,illaudrait  changer  le  signe 
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du  terme  mV' dans  la  valeur  de  rft'.  Quant  aux  vitesse» 
v"y  etc.,  des  masses  /»',  m" , etc. , elles  se  dédui- 
ront de  celle  de  m,  au  moyen  des  équations 

r'w rv  ■=  O , r" V -f- rv*  O , etc. 

338.  Je  choisis  maintenant  une  application  du 
principe  de  D’Alémbert,  dans  laquelle  nous  combi- 
nerons ce  principe,  avec  celui  des  vitesses  virtuellesy 
et  qui  sera  très-propre  à montrer  ravanlage  de  celte' 
manière  de  résoudre  les  problèmes  de  Dynamir^e.. 
On  conçoit,  en  effet,  que  les  quantités  de  mouve-^ 
ment  perdues  ou  gagnées  à chaque  instant  par  les  dif- 
férens  points  d'un  système  de  corps,  devant  se  faire 
équilibre  , il  n’y  a qu’à  appliquer  à ces  forces  le 
principe  général  des  vitesses  virtuelles,  pour  avoir 
les  équations  du  mouvement  du  système.  C’est 
la  marche  que  M.  I.agrange  a suivie  dans  la  Me- 
cani<iue  analjtique.  Par  ce  moyen,  toute  la  méca- 
nique est  ramenée  à un  seul  principe,  celui  des  vi- 
tesses virtuelles  ; les  lois  de  l’équilibre  et  du  mouve- 
ment sont  renfermées  dans  l’équation  générale  que 
ce  principe  fournit  (n*  i63);  et  il  ne  s’agit  que  de  les 
en  déduire,  dans  chaque  question  particulière,  par 
des  procédés  purement  analytiques,  auxquels  M.  La- 
grange a donné  toute  l’uniformité  et  la  simplicité 
qu’on  peut  desirer. 

Il  s’agit  de  déterminer  le  mouvement  de  plusieurs 
corps,  attachés  en  différens  pflints  d’un  fil  inexten- 
sible, et  forcés  de  se  mouvoir  sur  des  courbes  don- 
nées j mais  pour  ne  pas  avoir”’ des  calculs  trop  longs 
à écrire,  nous  considérerons  seulement  deux  mo- 


t 
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biles,  et  nous  supposerons  que  les  courbes  qu’ils 
sont  astreints  à décrire,  sont  situées  dans  un  même 
plan  ; on  verra,  sans  peine,  que  la  même  analyse 
s’étend  à un  nombre  quelconque  de  corps,  et  à des 
courbes  données  dans  l'espace  et  situées  dans  des 
plans  difTérens. 

Soient  donc  m et  m' les  masses  de  deux  points  ma- 
tériels attachés  l’un  à Tautre  par  un  fîl  inextensible  , 
de  manière  que  leur  distance  mutuelle  reste  cons- 
tamment la  meme.  Supposons  que  le  point  m soit 
forcé  de  se  mouvoir  sur  la  courbe  jlmB  (fig.  8), 
et  le  point»»',  sur  la  courbe  A'nîW ^ située  dans  le 
même  planque  la  première;  menons,  dans  le  plan 
de  ces  deux  courbes , par  un  point  O choisi  arbitrai- 
rement , deux  axes  rectangulaires  Ox  et  O^,  qui  se- 
ront ceux  des  coordonnées’;  soient  or  et^,  les  coor- 
données du  point  m,  x'  et^,  celles  du  point  m';  en 
appelante,  la  distance  constante  des  deux  mobiles, 
nous  aurons  d’abord  l’équation  de  condition  : 

• (x-x'y  + Cyr -y  )•  = «•.  (,) 

Réduisons  toutes  les  forces  accélératrices  qui  agissent 
sur  le  point  m,  à deux  : l’une  parallèle  à l’axe  Ox , et 
que  nous  désignerons  par  X ; l’autre  parallèle  à l’axe 
Oj,  et  qui  sera  représentée  par  V.  Désignons  de 
même  par  X'  et  JP",  les  forces  accélératrices,  paral- 
lèles aux  mêmes  axes^  qui  agissent  sur  le  point  m'. 

' Au  bout  d’un  tems  t quelconque,  les  vitesses  du  point 

nij  suivant  les  deux  axes,  sont  ^ et  l’instant d’a- 
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prèSjélles deviennent J ^ ’ leur» 

dx 

accreissetnens  pendant  l’instânt  sont  donc 

el  mais  si  le  point  m était  libre,  les  forces  ac- 

cclérattices  et  K,  lui  imprimeraient,  dans  l'instant 
les  vitesses  et  Vât;  les  vitesses  perdues  parce 
pointÿ  parallèlement  aux  axes  des  <r  et  des^,  sont 

donc  Xdl — d.^elVdt — Les  vitesses  per- 

dj(f 

dues  au  même  instant  par  le  point  m\  son  t X'  dl — d. 

et  rdt—d.-jf-  ; ainsi,  d’après  le  principe  de  D’AIem- 

bart,  l’équilibre  doit  avoir  lieu  dans  le  système, 
entre  les  farces  motrices 

mÇxdt—d.^'^,  mÇydt—d.^J, 

appliquées  aux  inasses  m et  m'. 

Supposons  dôoc,  conformément  à l’énoncé  du 
principe  des  vitesses  virtuelles^  que  l’on  transporte 
m et  fh',  en  des  points  n et  t/y  înfîniméot  voisins  de» 
leurs  positions  actuelles,  pris  sur  les  cOurbes  Xmff 
et  jftdffy  et  tels  que  la  distanCe  nri  soit  égalé  à la 
distance  Mtrl . Appelons  /jc,  dy,  Jlc',  iy'y  les  variation» 
dexyfy  xf  y^  y dues  à ce  déplacement;  il  est  aisé  de 
voir  que  cas  variations  sont  les  vitesses  virtuelles  de» 
points  m et  nf,  estimées  suivant  les  directions  de» 
quatre  forces  qui  leur  sont  appliquées  : «Lr,  par  exem- 
ple, exprime  la  vitesse  virtuelle  du  point  n»,  esti- 
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mée  suivant  la  direction  de  la  force  m ÇXdt — d. 

on  aura  donc , en  vertu  de  ce  dernier  principe,  l'é- 
quation d’équilibre  (n*  i63)  , 

+ m'(Y'dl-d.^yiy=o.  (a) 

Puisque  la  distance  des  mobiles  est  invariable,  les 
coordonnées  des  points  n et  ri,  doivent  satisfaire  à 
l’équation  (i);  en  la  differenliant  donc,  par  rapport 
à la  caractéristique  on  aura 

(r  — ;'x')  + (y  — y)(J-y  — Jy'')=o.  (3) 

De  plus,  lorsque  les  équations  des  courbes  XmB  et 
A'rtîB  seront  données,  elles  fourniront  une  équation 
entre  ^xe\.$y,  et  une  autre  entre  «Tx'  et  ; en  les 
joignant  à l'équation  (3),  on  pourra  donc  déterminer 
trois  des  quatre  quantités  Jlr,  dy,  dx' , df , au  moyen 
de  la  quatrième  ; si  l’on  substitue  leurs  valeurs  dans 
l’équation  (a),  cette quatrièmequantité  disparaîtra,  et 
il  restera  une  équation  (ÉfTérentielle  du  second  q^dre, 
qui , jointe  à l’équation  (i)  tt  à celles  des  courbes 
AniB  et  A' nŒ , suffira  pour  déterminer  les  quatre 
coordonnées  x,y,  xf , y',  en  fonction  du  tems. 

Si  un  seul  des  deux  points  m et  rri,  était  assujéti  à 
demeurer  sur  une  courbe  donnée,  il  n’y^urait  que 
deux  des  quatre  variations  des  coordonnées  qui  fus- 
sent déterminées;  en  les  éliminant  dans  l’équation(a), 
il  en  resterait  encore  deux  qui  seraient  indépendantes 
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l'une  de  l’autre;  et  en  égalant  à zéro  les  coeflîcîèns 
de  ces  deux  indéterminées,  on  formerait  deux  équar- 
tions  différentielles  du  second  ordre,  qui  serviraient, 
avec  l’équation  (i)  et  avec  celle  de  la  courbe  don- 
née, à déterminer  les  valeurs  de  jr,  Jc',  j",  y,  en 
fonction  de  On  voit  de  même  que  si  les  deux  mo- 
biles sont  seulement  attachés  l’un  à l’autre,  par  un 
fil  inextensible,  et  qu’ils  ne  soient  point  astrelnj^  à 
se  mouvoir  sur  des  courbes  données,  on  aura  une 
seule  équation  de  condition,  savoir,  l’équation  (3), 
entre  les  quantités  «Tx,  J'x',  Jy,  J'y } on  ne  pourra 
donc  éliminer  qu’une  seule  de  ces  quantités  dans 
l’équation  (2)  ; les  trois  autres  resteront  indétermi- 
nées, et  en  égalant  à zéro  leurs^coefliciens,  on  aura 
les  trois  équations  nécessaires  pour  déterminer,  avec 
l’équation  (i),  les  valeurs  de  x\j'.  Enfin,  si 
les  deux  points  m et  m\  sont  libres  et  indépendans 
l’un  de  l’autre,  les  variations  de  leurs  coordonnées 
seront  aussi  Indépendantes  entre  elles;  leurs  coefii- 
ciens  dans  l’équation  (a)  devront  donc  être  séparé- 
ment nuis;  ce  qui  donne,  pour  chaque  mobile,  les 
équations  connues  du  mouvement  d’un  point  maté- 
riel libre  et  isolé  (n*  219). 

On  voit  par  là  comment  l’équation  (2)  renferme 
la  solution  complète  du  problème  qui  nous  occupe, 
et  comment  elle  servira  à déterminer  le  mouvement' 
du  système  que  nous  considérons,  dans  tous  les  cas 
que  ce  système  peut  présenter.  Il  ne  sera  pas  inu- 
tile , pour  ert  éclaircir  l’usage , de  faire  une  hypo- 
tlièse  particulière  sur  les  courbes  et  A'm'B'. 
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359.  Je  supposerai  que  ces  courbes  sontdes  cercle^ 
dont  le  ceAtre  commun  est  le  point  fixe  O,  et  dont 
les  rayons  sont  r et  r,  de  manière  que  leurs  équa- 
tions soient 


**+y=r*,  *'*+y=r'‘. 

On  en  tire,  en  différeniiant  par  rapport  il  la  carac- 
téristique cT, 

xtx  + yty  = O , x't^  = 0; 

ces  ét]uadons  donnent 

et  elles  réduisent  l’équation  (3)  à 

xf  t'x  ■+*  -4*  y^y  — 

Én  y substituant  les  valeurs  de  «Ty  et  S'j't  il  vient 

Cy*'— + (xy'—y£  ).y  = o. 

On  bien , en  supprimant  le  facteur  j-jt' — xy, 
ix  tx^ 

» 

substituant  ces  mêmes  valeurs  dans  l’équation  (3)  , 
on  trouve 
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t i'X  fsf 

et  si  l’onsapprime  les  facteurs  égaux  ~ et  y-,  ôn  a 

my  ^Xdt  ^ ^ ^ 

+ rmy(x'dt-d.^'^-^mW(fdt^d.^=^0.  (4) 


Les  équations  des  deux  cercles  et  l’équation  (i)  don- 
nent lès  valeurs  de  trois  coordonnées  Jf  j x'fjr\  en 
fonction  de  la  qualriènie,  et  cette  quatrième  sera  dé- 
terminée en  fonction  de  /,  par  l’équation  (4). 

Comme  les  distances  Om,  Om  , mm  sont  invat-îa-' 
Lies,  il  est  évident  que  la  ligne  brisée  mOm'  est  üil 
levier  dont  O est  le  point  d’appui  ; de  manière  que 
le  mouvement  que  nous  considérons  est  celui  de 
deux  points  matériels  qui  agissent  l’un  sur  l’autre 
par  l'intermédiaire  d’un  levier.  Il  est  aisé  de  recon- 
naître, dans  l’équation  (4)»  l’équation  d’équilibre 
des  quantités  de  mouvement  perdues  à un  instant 
quelconque  par  ces  deux  mobiles , telle  qu’on  la 
trouverait  directement  d’après  le  u*  5i. 

' 340.  Si  la  pesanteur  est  la  seule  force  qui  sollicité 

les  mobiles,  qu’on  la  désigne  par  et  qu’on  prenne 
l’axe  des  j‘  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  cette 
force,  on  aura  ^"=0,  A'  = o,  Y=sgy  Y'^g^ 
donc  l’équation  (4)  deviendra 

”*(  ^ ^ ) 

— mgx  — m'gx'  =:  O.  (5) 

Soit  G le  centre  de  gravité  des  deux  poids  mg  et 
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m'g  ; abaissons  de  ce  point  sur  l’axe  Ojr,  la  perpen- 
diculaire GH  y et  soit  GH—x/,  on  aura  (0*99) 

(rn-f~  — m'a/. 

Appelons  a et  a.',  les  angles  constans  mOG  et  m'OGy 
et0,  l’angle  variable  GOjr;  nous  aurons 


y cos  • (9  -f-  « ) , X = r . sin . (9  + * ) » 

_y’  = /.cos.(9' — et'),  a/  — 1^.8111.(9' — «'); 

par  conse'quent  la  question  se  réduira  à déterminer 
l’angle  6,  en  fonction  def,  au  moyen  de  l’équation 
(5).  Or,  d’après  ces  valeurs  de  jc,^,  x'yj'y  on  a 


dy  d. 

■t-y-di 


différenliant  par  rapport  à et  observant  que  ret  / 
sont  constans,  il  vient 


J dy  jdx  . , iH  dy  , , dx  , d*9 

Xfl.-ÿ-— yd.-r=— r“.-r  , xd.~i y'd.—^  = — r*.-r-  ; 

dt  dt  dt’  dt  dt  dt  ’ 


d’ailleurs,  en  représentant  par  la  distance  GO  y 
on  aura 

x^=r^.sin.9,  et  7nx  + m'x'=(7n-{-m')r^.sin.9  ; 

par  conséquent  l’équation  (5)  prendra  cette  forme  : 

* d'-9  ■ ' 

(mr*  + + ('»  + m')grç,.6in.9  = o. 


L’équation  du  mouvement  d’un  pendule  simple 
dans  le  vid,p  (n*  ayS),  serait 
, d*9  . . 
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/étant  sa  longueur,  et  6,  l’angle  qu’il  fait  à un  ins- 
tant quelcouque  avec  la  verticale;  en  comparant  donc 
cette  équation  à la  précédente , on  en  conclut  que  le 
mouvement  de  la  ligne  GO  est  le  même  que  celui 
d’un  pendule  simple  dont  la  longueur  serait  donnée 
par  cette  équation. 

, mr*  + m'r'* 

(m  + - 

Les  deux massesmetm', liées  entreelles  et  au  point 
fixe  O,  d’une  manière  invariable, 'forment  un  pen- 
dule composé,  et  le  résultat  auquel  nous  parvenons, 
ofl’re  un  exemple  de  la  réduction  d’un  semblable 
pendule  à un  pendnle  simple.  Nous  reprendrons 
bientôt  celte  question,  pour  en  donner  la  solution 
générale. 


t ! 
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i.  ' '■■■■■'  .T.xr^:rJ.A2r 

CHAPITRE  ni. 

DU  MOUVEMENT  D’UN  CORPS  SOUDE  AUTOUR 
D UN  AXE  FIXE. 

341.  N OTJS  avons  donné  dans  le  cours  de  la  pre- 
jnière  année,  les  équations  d’équilibre  d’un  corps 
solide  de  figure  quelconque,  çnlièremenl  libre,  ou 
gêné  par  des  obstacles  fixes;  il  nous  sera  donc  facile 
de  former  les  équations  de  son  iQQuvement,  au 
rnoyen  du  principe^de  dynamique  que  I’qh  vient 
d’exposer;  et  ces  équations  seront  toujours  en  même 
nombre  que  celles  de  l'équilibre.  Nous  examinerons 
d’abord  le  cas  le  plus  simple,  où  l’on  n’a  qu’une 
seule  équation  à considérer,  et  qui  a lieu  lorsque  le 
corps  est  retenu  par  un  axe  fixe , autour  duquel  U 
est  forcé  de  tourner.  ' 

Pour  plus  de  clarté , substituons  au  corps  solide 
un  système  de  points  matériels,  liés  entre  eux  d’une 
manière  invariable , par  des  droites  inflexibles. 
Quelles  que  soient  les  forces  qui  agissent  sur  un 
pareil  système,  chacun  des  points  qui  le  cômposent 
se  mouvra  dans  un  cercle  perpendiculaire  à l’axe 
fixe,  et  qui  aura  pour  rayon  la  distance  de  ce  point 
à cet  axe;  de  plus,  les  arcs  de  cercle  décrits  dans  le 
même  tems,  seront  d’un  même  nombre  de  degrés 
pour  tous  ces  points;  d’où  l’on  peut  conclure  que 
si  l’on  divise  la  vitesse  de  chaque  point,  par  sa  dis- 
tance à l’axe  fixe,  on  aura  un  quotient  qui  ne  chan- 
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géra  paS)  en  passant  d’un  point  à un  autre  du  sys- 
tème. Ce  quotient  est  ce  qu’on  appelle  la  vitesse 
angulaire  du  mobile.  Ainsi,  dans  un  système  de 
forme  invariable , tournant  autour  d’un  axe  fixe , 
tous  les  corps  ont , à chaque  instant , la  même  vi-*- 
fosse  angulaire  qui  peut,  d’ailleurs,  être  constante 
ou  varhible,  d’un  instant  à un  autre.  £n  ge'ne'ral, 
cette  vitesse  sera  une  fonction  du  teros  qui  dépendra 
des  forces  appliquées  au  système,  et  qu’il  s’agira  de 
déterminer  quand  ces  forces  seront  données.  Nous 
allons  examiner,  en  premier  lieu,  le  cas  particulier 
d’une  vitesse  angulaire  constante. 

§.  I“.  Mouvement  uniforme. 

54a.  Soient  m,  ni',  m",  cfo* , les  masses  des  pointa 
matériels  que  nous  considérons  ; supposons  que  des 
forces  données  eu  grandeur  et  eu  direction,  agis- 
sent simultanément  sur  tous  ces  points,  et  désignons 

ftar  v,  v\  v*y  etc.  , les  vitesses  finies  que  ces  forces 
eur  imprimeraient  s’ils  étaient  entièrement  libres  j 
supposons  aussi  que  ni  la  pesanteur , ni  aucune  autre 
force  accélératrice,  n’agissent  sur  ces  points  maté* 
riels.  Soit  4 la  vitesse  angulaire  inconnue  , qui 
sera  commune  à tous  ces  corps j représentons  par 
r,  r'j  /•',  etc. , les  distances  de  ni,  ni',  «*,  etc. , à l’axe 
de  rotation;  rv^r'cv^  r*a , etc.,  seront  les  vites- 
ses de  ces  masses,  qui  auront  effectivement  lieu; 
par  conséquent  il  y aura  équilibre  dans  le  système  , 
entre  les  forces  ou  quantité  de  mouvemens 
ni'/,  mV,  etc.  J prises  dans  leurs  directions,  et  l«f 
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forces  /«Va,  ii^rcoy  elc.,  prises  en  sens  con- 
traire de  leurs  direcliuiis  (n*  553). 

Pour  former  l’équaliou  d’équilibre  d’après  la  règle 
du  n°  65,  menons,  par  les  points  d’application  des 
premières  forces,  des  plans  perpendiculaires  à l’axe 
fixe  ; décomposons  ensuite  chaque  force  en  deux 
autres,  l’une  dirigée  dans  le  plan  perpendiculaire, 
et  l’autre  parallèle  à l’axe  : en  désignant  par  6,  ô', 
6",  etc.,  les  inclinaisons  des  directions  des  vitesses 
V,  t*',  (’*,  etc.,  sur  les  plans  perpendiculaires  à l’axe, 
nous  aurons  mt'.cos.ô , niV'.cos.S',  //jV'.cos.Ô*,  etc., 
pour  les  composantes  dirigées  dans  ces  plans.  H est 
inutile  de  faire  subir  une  semblable  décomposi- 
tion aux  forces  mra , nù'm,  nirta^  etc.  , dont  les 
directions  sont  déjà  comprises  dans  des  plans  per- 
pendiculaires à l’axe  de  rotation.  Soh'  ABC  (fig.  9) 
l’im  de  ces  plans  qui  rencontre  l’axe  fixe  CD,  au  point 
C.  Projetons  sur  ce  plan  , les  directions  de  toutes  les 
forces  qui  lui  sont  appliquées , et  prenons  ces 
projections,  pour  les  directions  même  des  forces.  La 
condition  d'éqnilîbré  consiste  en  ce  que  la  somme 
des  niornens  des  forcés  qui  tend'ént'à  faire  tourner 
dans  un  sens  autour  du  point  C,  soit  égale  à la 
somme  des  momens  de  celles  qui  tendent  à faire 
tourner  dans  le  sens 'opposé  tous  les  momens  étant 
pris  par  rapport-  au  point  C.‘  ' ’•  • • 

Les  directions  des  forces  mr:e,  mr'a> , etc.,  dans 
le  plan  ABC , sont  tangentes  aüx  cercles  décrits 
du  point  C comme  centre,  avec  les  rayons  r, 
etc.  ; leurs  momens  , par  rapport  à ce  centre , 
seront  donc  mi*u , Tn'r'*o>,  etc.;  et  comme  elles 

tendent 
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tendent  toutes  à faire  tourner  le  système  dans  un  . 
même  sens,  savoir,  dans  le  sens  opposé  au  mouve- 
ment de  rotation  qui  a réellement  lieu,  il  faut  prendre 
la  somme  de  tous  ces  momens  ; ce  qui  donne 
oi(  mr*  -j-  m'r*  -f-  etc.).  > En  général , nous  indique- 
rons , par  la  caractéristique  2 , placée  devant  une 
quantité  , la  somme  des  quantités  semblables  pour 
tons  les  corps  du  système;  ainsi,  par  exemple,  S/wr* 
représentera  la  somme  des  produits  nv*,  m'r*,  etc.  j 
et  la  somme  précédente  deviendra  o> . Inii*. 

Quant  aux  forces  wie.cos.Q,  /«V.cos.6',  etc.,  il 
peut:  arriver  que  plusieurs  tendent  à faire  tour- 
ner le  système  dans  un  sens,  et  les  autres  dans  le  sens 
opposé  ; elles  fourniront  donc  généralement  deux 
sommes  de  momens  ; la  plus  grande  sera  fournie 
par  celles  de  ces  forces  qui  tendent  à faire  tourner 
dans  le  sens  où  le  système  tourne  en  effet  ; en  en 
retranchant  la  plus  petite,  on  aura  pour  reste  une 
quantité  positive  que  je  désignerai  par  L.  Si  toutes 
■ cesi  forces  tendaient  à faire  tourner  le  Système  dans 
un  même  sens,  et  qu’on  appelât  etc.,  les 

perpendiculaires  abaissées  du  point  C,  sur  leurs  di- 
rections projetées  sur  le  pian  A3C y ou  aurait 

h = mvp.oos.6  -f-  ito'v'p'.cos.Ô'  -f-  etc.  = Smvp.cos.d; 

dans  tous  les  cas,  h sera  la  , différence  de  deux 
sommes  semblables  à celle-ci,  et  nous  aurons,  pour 
l’équation  d'équilibre  qu’il  s’agissait  déformer,  . 

a.'^mr*  = L.  (i) 

Cette  équation  servira  à déterminer  la  vitesse 
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angulaire  u> , quand  les  quantités  m,  r,  v,  p % 
seront  données  pour  chaque  point  du  système.  On 
voit  que  celte  vitesse  demeurera  constante  pendant 
le  mouvement,  c’est-à-dire,  que  le  système  tour- 
nera uniformément  autour  de  l’axe  fixe. 

343.  Supposons  que  les  vitesses  v , v*,  etc.  , 

soient  toutes  égales,  parallèles  entre  elles,  et  diri- 
gées dans  des  plans  perpendiculaires  à Taxe  fixej  on 
aura,  pour  toutes  ces  vitesses,  G=o  etcos  .9=:=i  ; 
et  en  désignant  par  Vj  leur  valeur  commune , la  va- 
leur de  L deviendra  v.’S.mp.  De  plus,  si  Ion  mené 
par  l’axe  fixe  un  plan  JCD  parallèle  à la  direction 
de  la  vitesse  v , il  est  aisé  de  voir  que  dans  notre 
hypothèse , les  lignes  p^  p'y  p‘,  etc. , sont  égales  aux 
perpendiculaires  abaissées  des  points  m , m'y  /»',  etc. , 
sur  ce  plan  ; d’où  il  résulte , par  les  propriétés  con- 
nues du  centre  de  gravité  (n*  99),  qu’en  désignait 
par  h la  perpendiculaire  abaissée  de  celui  du  sys- 
tème entier  des  masses  to,  m'y  m'y  etc. , sur  le  plan 
ACDy  et  par  M la  somme  de  ces  masses,  nous  au- 
rons l.mp  = Mh',  par  conséquent,  LzstMvh',  ce  qui 
change  l’équation  (i),  en  celle-ci  ; 

• .2mr*=  Mvh. 

Si  la  vitesse  v eût  été  imprimée  à une  partie 
seulement  des  masses  m,  m'y  m'y  etc.,  et  que  l’autre 
partie  n’eût  reçu  aucune  vitesse , on  trouverait  celte 
autre  équation 

rn.'Smt*  = iJiyf,  (9) 
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dans  laquelle  /£  représente  la  somme  des  masses 
qui  ont  reçu  la  'vitesse  e,  et^,  la  perpendicuLairé 
abaissée  du  centre  de  gravité  de  cette  partie  du  sys- 
tème entier  , sur  le  plan  A CD. 

344"  Notre  système  de  forme  invariable  se  chan- 
gera en  un  corps  solide  continu,  quand  les  masses 
m,  niy  ni  y etc.,  deviendront  infiniment  petites,  et 
qu’en  même  tems  elles  se  rapprocheront  jusqti’à  ce 
qu’elles  soient  jîixtaposées.  Ces  masses  seront  alors 
les  élémens  matériels  du  corps;  en  désignant  par 
dm  y l’expression  difl'érentielle  de  l’un  quelconque  de 
ces  élémens,  et  par  r,  sa  distance  à l’axe  6xe,  la 
somme  Z/n/-*,  se  changera  dans  l’intégrale  //-*<//n,qui 
devra  être  étendue  à la  masse  entière  du  corps. 
L’équation  (3)  donnera  alors 


Celte  valeur  de  » est  la  vitesse  angulaire  que  prend 
un  corps  solide  autour  d’un  axe  fixe , lorsqu’on  im- 
prime , par  un  moyen  quelconque , à tous  les  points 
d’une  certaine  portion  fi.  de  la  masse  entière , une 
vitesse  V dont  la  direction  est  comprise  dans  un  plan 
perpendiculaire  à l’axe.  La  quantité  f représente  la 
perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  gravité  de  la 
masse  fi, y sur  le  plan  mené  par  l’axe  .fixe,  parallè- 
lement à la  direction  donnée  de  la  vitesse  v. 

Si  l’on  veut  avoir  un  exemple  d’un  semblable 
mouvement , prenons  deux  corps  de  forme  quel- 
conque , dont  l’un  soit  retenu  par  un  axe  Axe , 

5.. 
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l’autre  enlièrenieut  libre;  supposons  que  celui-ci 
se  meuve  dans  l’espace,  et  que  les  vitesses  de  tous 
ses  points  soient  égales  et  parallèles  ; soient  fi.  la 
masse  de  ce  corps,  et  v sa  vitesse,  dont  la  direc- 
tion sera  perpendiculaire  à l’axe  fixe;  concevons 
quei  ce  mobile  vienne  choquer  l’autre  corps , et 
qu’après  le  choc,  il  lui  reste  attaché,  de  manière 
que  les  deux  masses  n’en  forment  plus  qu’une  seule: 
celte  masse  totale  tournera  autour  de  l’axe  fixe,  et  sa 
vitesse  angulaire  sera  donnée  par  Téquation  précé- 
dente , dans  laquelle  on  mettra  pour  /”,  la  distance 
-du  centre  de  gravité  de  la  masse  fx,  à un  plan  mené 
par  l’axe*  fixe,  parallèlement  à la  direction  de  la 
.vitesse  v.  Mais  si  les  deux  corps  ne  restaient  point 
attaches  l’un  à l’autre  après  le  choc , la  question 
serait  différente , et  nous  ne  nous  occuperons  pas 
maintenant  de  la  résoudre. 

On  pourrait  encore  supposer  que  le  corps  retenu 
par  l’axe  fixe  , est  choqué  simultanément  par  plu- 
sieurs masses  qui  lui  restent  attachées  après  le  choc; 
dans  ce  cas , il  est  aisé  de  voir  que  la  vitesse  angu- 
laire serait  donnée  parcelle  formule 

Jr'dm 

f/.,  fi.\  fx,  etc.  sont  les  masses  des  corps  choquans ; v, 
. v'yv’,  etc. , leurs  vitesses  avant  le  choc  ; les  directions 
de  ces  vitesses  peuvent  être  différentes,  mais  on  les 
suppose  toutes  comprises  dans  des  pians  perpendicu- 
laires à l’axe  fixe;  les  lettre*; /.f,  /*,  etc.  désignent 
les  distances  des  centres  de  gra\ilé  des  masses  fXj 
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fji,  n’y  etc.,  à des  plans  menés  par  l’axe  fixe  et  res- 
pectivement parallèles  aux  directions  des  vitesses 
Vy  v' y V y etc. ; enfin,  l’intégrale doit  être  éten- 
due à la  masse  totale,  formée, par  la  réunion  des 
masses  w.,  n y ^*,  etc. , et  de  celle  du  corps  choqué. 

Si  le  choc  d’une  ou  de  plusieurs  des  masses  n y 
ft',  etc. , par  exemple  celui  de  fif  y tendait  à faire 
tourner  le  corps  en  sens  contraire  du  choc  des 
autres  masses,  il  faudrait  prendre  avec  le  signe  — , • 

dans  lenumérateurde  la  valeur  de  a,  le  terme  n'v'J" 
relatif  à cette  masse  /a'.  Quand  ce  numérateur,  en 
ayant  égard  à ce  changement  de  signe,  se  trouvera 
égal  à zéro,  il  n’y  aura  pas  de  mouvement  de  rota- 
tion produit;  de  sorte  que  les  quantités  de  mou- 
vement fjL^y  fiV,  JM.V,  etc. , sé  feront  équilibre  autour 
de  l’axe  fixe. 

345.  Lorsqu’un  corps  retenu  par  un  axe  fixe,  est 
mis  en  mouvement  autour  de  cet  axe , par  un 
choc,  ou  de  toute  autre  manière,  l’axe  fixe  éprouve, 
à l’instant  où  le  mouvement  commence,  une  per- 
cussion qu’il  est  important  de  connaître.  Elle  est 
due  aux  quantités  de  mouvement , perdues  ou  ga- . 
gnées  à cet  instant,  par  les  différentes  partietr^dù 
corps  : ces  forces  se  font  équilibre  au  moyen  de 
l’axe  fixe,  de  manière  qu’elles  se  réduisent  à d’autres 
forces  qui  conpent  l’axe  ou  qui  lui  sont  parallèles, 
et  qui  produisent  la  percussion  que  cet  axe  éprouve; 
ainsi,  on  la  déterminera,  dans  chaque  cas,  en  cher- 
chant la  résultante  des  quantités  de  mouvement  per- 
dues ou  gagnées,  ou  leurs  résultantes,  si  ces  forces 
ne  peuvent  pàs  être  réduites  à une  seule. 


Digitized  by  Google 


7©  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

Pour  fixer  les  ide’es , supposons  que  le  mouvement 
est  produit  par  le  choc  d’une  seule  masse  fi,  animée 
de  la  vitesse  v , et  qui  reste  attachée  au  corps  choqué  , 
après  le  choc.  Soit  G,  le  centre  de  gravité  de  celte 
masse,  et  Gff^  la  direction  de  la  vitesse  y y com- 
prise dans  le  plamACB  perpendiculaire  à l’axe  fixe 
CD:  les  quantités  de  mouvement  des  élémens  de  la 
masse  entière,  prises  en  sens  contraire  de  leurs  direc- 
tions, doivent  faire  équilibre  à la  force  ytiv,  dirigée 
suivant  la  force  GH;  par  conséquent  il  s’agit  de 
trouver  la  résultante  de  toutes  ces  forces. 

Appelons  Af,  la  masse  totale,  formée  de  la  masse 
/U.  et  de  celle  du  corps  choqué  ; désignons  par  dm, 
tin  élément  quelconque  de  cette  masse  totale,  et 
par  JC  y J'y  Z y les  coordonnées  rectangulaires  de 
cct  élément,  rapportées  à l’axe  CD  que  nous  pren- 
drons pour  l’axe  des  z,  et  aux  deux  axes  Cx  et 
Cj' y menés  arbitrairement  dans  le  plan  La 

vitesse  angulaire  étant  toujours  £«,  et  la  distance  de 
l’elément  dm  à l’axe  CD,  étant  r,  sa  quantité  de 
mouvement  sera  ra.dm;  la  direction  de  cette  force 
est  tangente  au  cercle  dont  le  rayon  est  r et  dont 
le. plan  est  perpendiculaire  à l’axe  CD;  si  donc  on 
l^‘"(^compose  en  trois  forces  parallèles  aux  axes  des 
jc/jr,  Z , la  composante  parallèle  à l’axe  des  a , sera 
nulle.  Pour  obtenir  les  deux  autres,  soit  p la  pro- 
jection de  l’élément  fibn,  sur  le  plan  des  Xyjr;  décri- 
vons un  cercle  du  point  Gcomme  centre  et  d’un  rayon 
égal  à Cpy  ou  à r;  menons  par  le  point  p la  tangente 
npn'  au  cercle  décrit , qui  coupe  les  axes  des  x et 
des  J aux  points  » et  n'  ; si  le  monvement  de  rota- 
tion a lien  dans  le  sens  priy  il  faudra  prendre  la  force 


LIV.  Ifl.  SUITE  DE  LA  DYNAMIQUE.  7 » 
ni.dniy  daos  la  direction  côntraire pn'i  de  manière 
que  pour  la  décomposer  suivant  ces  axes,  U faudra 
la  multiplier  par  les  cosinus  des  angles  pnx  et  p'n'jTj 
p'u'  étant  le  prolongement  de  pn'i  or,  en  obser- 
vant que  la  tangente  npn'  est  perpendiculaire  au 
rayon  Cp^  il  est  aisé  de  trouver 

cn».p7ix  = — cos.p'n'y=*; 

donc  les  composantes  de  la  force  rat. dm,  parai» 
lèles  aux  axes  des  x et  des  jr,  seront  — ja . dm  et 
xu.dm.  Je  décompose  de  la  même  manière  les 
quantités  de  mouvement  de  tous  les  élémens  de 
M ; je  prends  ensuite  la  résultante  ou  la  somme  des 
forces  parallèles  à chaque  axe.  Celle  des  forces  paral- 
lèles à l’axe  des^  est  donnée  par  l’intégrale  fxa.dtny 
qui  est  la  même  chose  que  tn.fxdm  ; et  l’on  doit 
prendre  cette  intégrale dans  toute  l’étendue 
de  la  masse  M.  Mais,  si  l’on  désigne  par  x,,  la  valeur 
de  X qui  répond  au  centre  de  gravité  de  cette  masse , 
et  si  l’on  fait  attention  que  les  masses  sont  pro- 
portionnelles aux  poids,on  aura  (0*99),  Jfr  =yjci//7»; 
la  valeur  de  la  résultante  parallèle  à l’axe  àesj,  de- 
vient donc  Mxfit.  On  trouvera  de  même  — Mjf», 
pour  la  résultante  des  forces  parallèles  à l’axe  des 
X,  en  désignant  par  la  valeur  de  j'y  qui  répond 
au  centre  de  gravité  de  M. 

Les  momens  des  forces  — jra . dm  et  xat . dm , par 
rapport  au  plan  des  x,j  y sont — jz(» . dm  et  xza . dm  ; 
les  sommes  des  momens  des  forces  parallèles  à cha- 
que axe,  sont  donc 

« 

— • .fyzdm  ■ et  0 .fjctdm  ; 
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les  intégrales  fyzdm  et  /x2rf/7i  étant  prises  dans  toute 
rélendue  de  M.  Si  donc  on  représente  par  z et  Z* 
les  distances  des  résultantes — Myai  et  Mxjat^  au 
plan  des  a:,  T,  ces  sommes  de  momens  seront  égales 
aux  résultantes  , multipliées  par  les  distances  z et 
Z ( II*  5(j);  donc , en  supprimant  le  facteur  commun 
a>y  on  aura  ces  deux  équations 

Jl/y  p!  =r  fyzdm  , Mxp  = fxzdm , 
qui  serviront  à déterminer  z'  et  s*.  . 

Ainsi,  toutes  les  forces  qui  se  font  équilibre  au- 
tour de  l’axe  fixe,  sont  maintenant  réduites  à trois, 
savoir  : ‘ 

fiv,  —Myy,  Mx», 

dont  la  première  est  dirigée  dans  le  plan  CAB ^ et 
les  deux  autres  parallèles  à ce  plan. 

Or,  il  se  présente  deux  cas  à examiner  : 

1*.  Lorsque  les  deux  intégrales  fyzdm  et  fxzdm 
seront  nulles,  on  aura  aussi  z'=o,  z'=o  ; par  con- 
séquent les  deux  dernières  forces  se  trouveront  dans 
le  plan  des  x , y,  ainsi  que  la  première.  Ces  trois 
forces  étant  en  équilibre  dans  ce  plan,  autour  du 
point  fixe  C,  leur  résultante  doit  passer  par  ce  point  ; 
on  l’obtiendra  doue  en  transportant  en  ce  point  cha- 
cune des  trois  forces,  parallèlement  à elle-même 
et  sans  changer  sa  gratideur  , et  en  les  réduisant 
cnsiiile  en  une  seule,  par  les  règles  de  la  composi- 
tion des  forces.  Cette  résultante  sera,  dans  ce  pre- 
mier cas,  la  seule  percussion  qu’éprouve  l’axe  fixe. 
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a*.  Si  les  deux  intégrales  f xzdm  et  fjrzdm  ne 
sont  pas  nulles , les  forces  — • Mjr^oo  et  Mxjm  , tom- 
beront hors  du  plan  x,  ÿ.  On  les  ramènera  dans 
ce  plan  sans,changér  ni  leurs  grandeurs,  ni  leurs 
directions,  par  le  moyen  que  nous  avons  employé 
dans  le  n*  5g  ; mais  alors  on  aura , outre  les  forces 
dirigées  dans  le  plan  des  x quatre  forces  paral- 
lèles à l’axe  des  z,  qu’il  sera  facile  de  réduire  à 
deux,  égales  entre  elles,  dirigées  en  sensconü'aires, 
mais  non  directement  opposées.  Ces  deux  forces 
seront  détruites  par  la  résistance  de  l’axe  fixe , et 
elles  produiront  sur  cet  axe  une  percussion  d'une 

* , , - -,  1 . J I 

espèce  particulière.  L’axe  éprouvera  déplus,  comme 
dans  le  cas  précédent,  une  percussion  perpendicu- 
laire à sa  longueur,  passant  parle  point  Ü7,  et  expri- 
mée par  la  résultante  des  forces  dirigées  .dans  le 
plan  des  a:,  . r..  . , .i  . . 

346.  Ce  n’est  que  dans  le  premier  de  ces  deux 
cas,  qu’il  peut  arriver  que  l’axe  fixe  n’éprouve  au- 
cune percussion  ; et  il  est  nécessaire  , pour  cela  , 
que  la  résultante  des  forces  dirigées  dans  le  plan 
des  X y y,  soit  égale  à zéro;  ce  qui  exige  que  les 
sommes  de  leurs  composantes  parallèles  aux  axes 
des  X et  des  soient  séparément  nulles.  Or,  si  l’on 
appelle  aet  ^ , les  angles  que  fait  la  droite  U// avec 
ces  axes,  on  aura  fty  . cos  . a et  /ju’  . cos  . € y pour 
les  composantes  de  la  force  fie,  dirigée  suivant 
cetle  droite  ; les  deux  équations  nécessaires  pour 
que  la  percussion  soit  nulle,  seront  donc 

fiv,  co.«.«  — =z  O , fte.  cos.  C -)-  Mxet  ~ o. 


\ 
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Substituant  pour  cù  sa  valeur  > donnée  danc 
le  n*  344»  réduisant,  ces  équations  deviennent 
cos. «./r’dm  — Mfy^-=  o , cot.C.fr'dm-^Mfx^^o  } 
d’où  l’on  tire  d’abord 

cos . C y,  . 

.-^  + 1=0}  (5) 

eoa.ct  X,  ' ' 

et  à cause  de  cos*.  C + cos*.  et=  i , il  vient  aussi 
= (4) 

Il  suffira  donc  et  il  sera  nécessaire  que  ces  deux 
équations  (5)  et  (4)  soient  satisfaites , pour  que  l’axe 
fixe  n’éprouve  aucune  percussion. 

Soit  G'  la  projection  du  centre  de  gravité  de  Af, 
sur  le  plan  des  jr,  si  nous  tirons  la  droite  CG', 

nous  aurons  tang.G'C  x = d’ailleurs,  le  rap- 
C 

port  exprime  de  même  la  tangente  de  l’angle 

compris  entre  la  droite  GH  et  l’axe  Cr  ; l’équa- 
tion (5)  signifie  donc  , d’après  une  formule  connue, 
que  les  deux  droites  GH  et  CG'  sont  perpendicu- 
laires entre  elles  ; par  conséquent  la  direction  GH 
de  la  vitesse  du  corps  choquant , avant  le  choc , 
doit  être  perpendiculaire  au  plan  qui  contient  à-la- 
iois  l’axe  fixe  et  le  centre  de  gravité  de  M.  La 
droite  GH  rencontre  ce  plan  en  un  point  H y dont 
la  distance  à l’axe  fixe  est  déterminée  par  l’équation 
(4)  ; car  cette  distance  n’est  autre  chose  que  la  quan- 
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tité J'y  ou  la  perpendiculaire  CH  abaissée  du  point 
C sur  la  droite  GH  : en  appelant  la  distance 
CG' y ou  \/x*-\-j*y  l’équation  (4)  donne 

^ f t^dm 

Ainsi  Taxe  de  rotation  n’éprourera  auéune  per- 
cussion^ qiiand  la  direction  de  la  vitesse  avant  la 
choc,  sera  perpendiculaire  au  plan  mené  par  cet 
axe  et  par  le  centre  de  gravité  de  Af , et  coupera  ce 
plan  en  un  point  dont  la  distance  à l'axe  sera  égale 
à cette  valeur  de  f. 

§.  II.  Propriétés  des  momens  inertie  et  des  axes 
principaux. 


547.  Avant  de  passer  au  cas  général  où  la  vitesse 
angulaire  est  variable , il  est  nécessaire  d'expliquer 
comment  on  calcule  l’intégrale  fr*dmy  qui  entre  dans 
les  différentes  formules  que  nous  venons  de  don'* 
ner,  et  qui  se  retrouvera  encore  dans  celle  du  mou- 
vement varié. 

Cette  intégrale  représente  la  somme  des  élément 
matériels  du  mobile  que  l'on  considère  , multipliés 
respectivement  par  le  carré  de  leur  distance  à l’axe 
de  rotation.  On  appelle  cette  somme  le  moment  d’inei^ 
tie  du  corps , pris  par  rapport  à cet  axe.  Quand  l’é- 
quation de  la  surface  du  mobile  et  la  loi  de  la  den- 
sité dans  son  intérieur,  seront  données,  on  obtien- 
dra la  valeur  de  f r*dm  par  une  triple  intégration 
analogue  à celles  que  l’on  ferait  pour  trouver  le  vo* 
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Inme,  ou  la  position  du  centre  de  gravité  de  ce 
corps.  Les  exemples  suivans  suffiront  pour  éclaircir 
ce  procédé.  . ■ , 

348.  On  demande  le  moment  d’inertie  d’un  paral- 
lélépipède rectangle  et  homogène  , par  rapport  à 
rime  de  ses  arêtes.  Soient  s les  coordonnées 

d’un  point  quelconque  de  ce  corps  , parallèles  aux 
trois  arêtes  OJ y OBy  OC(fig.  10);  désignons  par 
OybyCy  Ics  loogueurs  des  arêtes;  concevons  que 
Ton  divise  chacune  d’elles  en  une  infinité  de  par- 
ties, et  qu’on  mène  par  tous  les  points  de  division  , 
des  plans  perpendiculaires  à cette  arête  : on  aura 
de  cette  manière  trois  suites  de  plans  parallèles , qui 
partageront  le  parallélépipède  donné,  en  élémens 
infiniment  petits  dans  leurs  trois  dimensions.  Chaque 
élément  sera  un  parallélépipède  rectangle,  dont  les 
côtés  adjacens  seront  parallèles  aux  axes  des  x,  y,  s, 
et  auront  pour  longueurs , les  difTcrences  entre 
les  coordonnées  de  deux  points  consécutifs.  Ainsi^ 
èn  prenant  sur  ces  axes,  Op=x,  Oq—y-y  Os  — z, 
et  en  représentant  par  pp',  pq\  ss'  les  différentielles 
dxy  dy,  dzy  le  volume  de  l’élément  qui  répond 
aux  trois  coordonnées  z,  et  qui  est  construit 
dans  la  figure , sera  égal  au  produit  dxdydz.  La 
masse  de  cet  élément  sera  donc  égale  à ce  produit 
multiplié  par  la  densité  du  corps,  que  l'on  suppose 
constante  et  que  nous  désignerons  par  p.  D’ailleurs 
le  carré  de  la  distance  du  même,  élément , à l’axe 
des  Z y est  égal  à x‘-i-y‘  ; le  moment  d’inertie  , par 
rapport  à cet  axe,  c’est-à-dire,  par  rapport  à l’a- 
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rêle  OC  y sera  donc 

yy/(x*  . çdxdydz. 

Pour  étendre  celte  intégrale  triple  à tous  les 
points  du  parallélépide  donné,  il  faut  intégrer, 
d’abord  par  rapport  à.z,  depuis  s=o,  jusqu’à 
z=OC=c  ; ensuite  par  rapporta^,  depuis  ^=0, 
jusqu’à  y=OB=b\  et  enfin  par  rapport  à x, 
depuis  x=o  , jusqu’à  x=Ox/=a.  La  première 
intégration  donne 

fc.//(r*  + y’).drdy, 

intégrant  celte  formule  par  rapport  à il  vient 

fc.y^a-à  + D.dx; 

et  en  intégrant  celle-ci  par  rapport  à x,  on  a pour 
résultat  définitif 


C’est  le  moment  d’inertie,  pris  par  rapport  à l’a- 
rête OC , dont  la  longueur  est  c;  en  y échangeant 
entre  elles  les  lettres  <z,  c,  on  en  déduira  les  mo- 
mens  d’inertie  du  même  corps,  pris  par  rapport 
aux  arêtes  OB  et  Oyf.  Si  l’on  désigne  sa  masse  par 
il/,  on  aura  M=(.aic,  et  Jes  valeurs  de  ces  trois 
momens  d’inertie , pourront  s’écrire  ainsi  ; 


M 

3’ 


iV 

3 


I 


54Q'  Proposons-nous  de  calculer  le  moment  d’i- 
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d’inertie  d’un  ellipsoïde  homogène,  par  rapporta 
l’un  de  ses  trois  diamètres  conjugués  rectangulaires. 

L’équation  de  sa  surface , rapportée  à ces  dia- 
mètres^ est 

-f-  oVjf*  -f-  i*c*x*  = tt*i*c*  } (a) 

a,bj  Cy  étantles  longueurs  des  trois  demi-diamètres. 
Son  moment  d’inertie  par  rapport  à l’axe  desz, 
sera  exprimé  par  la  même  intégrale  triple  que  dans 
le  problème  précédent.  Pour  obtenir  cette  triple 
intégrale , qui  doit  être  étendue  à la  masse  entière 
de  l’ellipsoïde,  j’intégrerai  d’abord  par  rapport  à 
Z y en  regardant  ^ et  x comme  constantes  ; ensuite 
par  rapport  à jy  en  regardant  toujours  x comme 
constante  ; et  enfin  par  rapport  à x.  On  peut  suivre 
l’ordre  qu’on  veut  dans  ces  trois  intégrations  succes- 
sives; celui  que  je  choisis  revient  k concevoir  l’el- 
lipsoïde partagé  en  une  infinité  de  tranches  ellip- 
tiques , parallèles  au  plan  des  j-,  z ; chaque  tranche 
partagée  de  même  en  une  infinité  de  parallélépi- 
pèdes, perpendiculaires  an  plan  desj^,  x,  et  termi- 
nés de  part  et  d’autre  à la  surface;  et  cha<|ue  paral- 
lélépipède, divisé  en  une  infinité  d’élémens  infini- 
ment petits  dans  leurs  trois  dimensions.  Les  limites 
de  l’intégrale  relative  à z seront  les  deux  valeurs 
de  cette  variable,  qui  spnt  données  par  l’équation 
de  la  surface;  cette  intégrale  définie  exprimera  en 
fonction  de  x et^,  le  moment  d’inertie  de  l’un 
quelconque  des  parallélépipèdes.  L’intégrale  rela- 
tive à/,  aura  pour  limites  les  deux  valeurs  de  cette 
variable  qui  répondent  à k même  valeur  de  x,  dans 
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Vé^uatioa  de  la  section  de  l’ellipsoïde  par  le  plan  des 
elle  exprimera  le  moment  d’inertie  de  la  tranche 
parallèle  auplandes^,  z,  qui  se  trouve  àladistancex 
de  ce  plan.  Enfin  la  dernière  intégrale,  ooi  l’intégrale 
relative  aXj  sera  prise  depuis  æ= — a,  jusqu’àa=o, 
et  elle  exprimera  le  moment  d’inertie  de  l’ellip- 
soïde entier. 

En  intégrant  par  rapport  à z,  il  vient  ’ 

(x*  -\~y)fz.dxdy  -f-  constante. 


Les  deux  limites,  données  par  l’équation  (a),  sont 

l’intégrale  définie  sera  donc 

i-^^Çdxdy, 

OU,  ce  qui  est  la  même  chose. 


Quand  on  intègre  par  rapport  à^,  on  peut  feire 
passer  les  facteurs  x*  et  dx  hors  du  signe  /,  puis- 
qu’alors  x est  regardée  comme  une  constante;  si  de 

plus, on  fait, pour  un  moment, =r*,  l’inté- 
grale relative  à delà  première  partie  de  cette  for- 
' mule,  .deviendra 


acfx*tix 

b 


—y'.dy. 


L’équation  de  la  section  de  l’ellipsoïde , par  le  plan 
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des  savoir  ; , * 

— a*b', 

donne  y~r  et  y=. — r,  pour  les  deux  limites  de 
l’inlcgrale  relative  à y\  or  l’integrale  f\Ji* — y*  - dy^ 
prise  entre  ces  limites,  exprime  évidemment  l’aire 
du  demi-cercle  dont  le  rayon  est  r ; elle  est  donc 
égale  à I.  7Tr*,'jr  désignant  le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre  ; donc . 


flcfx'dx  r.  /— : , c^nr^x'dx  bcfir  , . . , 

-S—  •/ yr—y*-^y  = -^—7 =-j^.{a'x^—x*)dx , 


en  remettant  pour  /•*,  sa  valeur. 

L’intégrale  de  cette  dernière  quantité  , prise  de- 
puis x=  — a,  jusqu’à  x—a,  est  égale,  toute  ré- 
duction faite,  à ^ . bca^p’Tt;  on  a donc,  après  les  deux 
intégrations  relatives  à x ety. 


Sans  nouveaux  calculs,  et  en  échangeant  simple- 
ment les  lettres  a:  et^  entre  elles,  et  les  lettres  «'et 
b aussi  entre  elles,  on  en  déduit  1 ■ 


Concluons  donc  enfin  que  le  moment  d’inertie  de 
l’eilipsoïde,  qui  est  la  somme  de  ces  deux  dernières 
intégrales  définies,  sera  égal  à 


Ce 
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Ce  moment  se  rapporte  à l’axe  tics  z;  en  y échan- 
geant les  lettres  a et  c entre  elles,  on  en  déduira 
le  moment  d’inertie,  p.nr  rapport  à l’axe  des  ce;  et 
en  échangeant,  dans  celui-ci,  les  lettres  a et  Centre 
elles,  on  aura  celui  tpii  se  rapporte  à l’axe  dcs^'.  Ces 
deux  derniers  moraens  seront 


Le^olume  de  l’ellipsoïde  est  égal  h-^.aic;  en  ap- 
pelant/!/sa  masse,  ou  le  produit  de  ce  volume  parla 
densité  c,  les  valeurs  des  trois  momens  deviendront 


On  peut  observer  que  le  plus  grand  des  trois 
xnomeys  d’inertie  relatifs  aux  diamètres  conjugués 
rectangulaires,  répond  à celui  de  ces  diamètres, 
dont  la  longueur  est  la  plus  petite,  et  qu’au  con- 
traire, le  plus  petit  moment  répond  gu  plus  grand 
diamètre. 

55o.  Dans  le  cas  de  la  sphère^  on  a a=A=c;  les 
trois  momens  d’inertie  deviennent  égaux  entre  eux, 

et  sont  exprimés  par  . pu'.  Si  le  rayon  a aug- 
mente d’une  quantité  infiniment  petite  , et  se  change 
en  a-i-c/a,  l’accroissementcorrespoiidanf  du  moment 
d’inertie  de  la  sphère,  exprimera  le  moment  d’iner- 
tie de  la  couche  sphérique  qui  lui  est  concentrique, 
et  dont  les  rayons  intérieur  et  extérieur  sont  a et 

6 


a. 


82 
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a-\-da',  de  sorte  que  le  moment  de  cette  couche 
sera  la  difl’érentielle  de  celui  de  la  sphère  , prise 
par  rapport  à a,  c’est-à-dire,  qu’il  sera  égal  à’ 

Maintenant,  supposons  que  la  sphère  ne 

soit  point  homogène,  mais  qu’elle  soit  seulement 
composée  de  couches  homogènes  concentriques  -, 
la  quantité  p sera  alors  une  fonclion  de  a,  qui  dé- 
pendra de  la  loi  que  suit  la  densité  , en  allant  du 
contre  à la  surface;  il  faudra  donc,  pour  avoir  le 
moment  d’inertie  de  la  sphère,  intégrer  la  formule 
qui  exprime  celui  d’une  couche  quelconque,  en  y 
regardant  P comme  une  fonction  donnée  de  a.  Ainsi 
le  moment  d’inertie  d’une  sphère  composée  de  cou- 
ches homogènes  concentriques , pris  par  rapport  à 
l’un  Sc  scs  diamètres,  sera  exprimé  par 

l’intégrale.. étant  prise  depuis  a=o,  jusqu’au  égal 
uu  rayon  de  la  sphère. 

55i.  Le  calcul  du  moment  d'inertie  d’un  corps 
homogène,  terminé  par  une  surface  de  révolution,  se 
réduit  à une  seule  intégration,  dépendante  de  la  na- 
ture de  la  courbe  génératrice,  quand  on  prend  ce  mo- 
ment par  rapport  à l’axe  de  figure.  Pour  le  prouver, 
<Iivisons  ce  corps  en  anneaux  circulaires,  d’une  épais- 
seur et  d’une  largeur  infiniment  petites,  dont  chacun 
ait  son  centre  dans  l’axe  et  soit  compris  entre  deux 
plans  perpendiculaires àcet  axe.  Soit  enJ{Ho,  i Q,une 
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section  d’un  de  ces  anneaux , p son  centre , CpD 
l’axe  de  flgure , CmD  la  courbe  géne'ratrice , dont  le; 
plan  est  perpendiculaire  à cet  anneau.  Appelons  rie 
rayon  intérieur  pn,  /•  + <//•  le  rayon  extérieur  pn',  de 
manière  que  dr  soit  la  largeur  nn'  de  l’anneau  ; appe- 
lons aussi  Xy  la  distance  Cp  du  centre  p,  a un  point 
fixe  C,  pris  arbitrairement  sur  l’axe  CI?;  et  soit  enfin 
dx,  l’épaisseur  de  l’anneau,  ou  la  distance  mutuelle 
des  deux  plans  perpendiculaires  à l’axe , qui  le  com- 
prennent. Cet  anneau  est  évidemment  la  dilTérence 
de  deux  cylindre*,  dont  la  hauteur  commune  est<£r, 
et  qui  ont  pour  rayon,  r et  r-^dr;  son  volume,  en 
représentant  par  -tt  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre,  sera  donc  égal  à rr(r-f~dr)‘.dx — 'itr* .dx , 
quantité  qui  se  réduit  à :ncrdrdx  ^ en  négligeant  le 
terme  infiniment  petit  du  5*  ordre  ; la  masse  de 
cet  anneau  sera  donc  ntfrdrdx,  f étant  la  densité 
du  corps.  Tous  les  points  de  l’anneau  sont  à des  dis- 
tances de  l’axe  CD , qui  sont  égales  à r,  ou  qui  n’en 
diffèrent  que  d’une  quantité  infiniment  petite  ; on 
aura  donc  son  moment  d’inertie,  en  multipliant  sa 
masse,  par  le  carré  de  r;  ce  qui  donne 

asrfrVrrfx. 

Si  l’on  intègre  cette  formule  par  rapport  à r,  et 
depuis  r=o,  jusqu’à  r=pm,  on  aura  le  moment 
d’inertie  d’une  tranche  du  corps,  dont  l’épaisseur 
est  dx,  et  comprise  entre  deux  plans  perpendicu- 
laires à l’axe  CDy  c’est-à-dire,  la  somme  des  mo- 
mens  d’inertie  de  tous  les  anneaux  compris  entre  ces 
deux  plans  ; soit  donc  7"  l’ordonnée  prn  de  la  courbe 

6. . 
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génératrice , qui  répond  à l’abscisse  quelconque  Cp 
«U  a:,  nous  aurons,  en  effectuant  cette  intégration, 
«t  observant  que  la  densité  est  supposée  constante. 

Lorsque  l’équation  de  la  courbe  génératrice  sera 
«lonnée,  on  en  tirera  la  valeur  de^  en  fonction  de.t*; 
en  la  substituant  dans  cette  dernière  formule,  il  ns 
restera  plus  ensuite  qu’à  l’intégrer  par  rapport  à jf , 
depuis  a:= O jusqu’à  x—CD  : celte  intégrale  définie 
exprimera  la  somme  des  momens  d’inertie  de  toutes 
les  tranches  du  corps , ou , ce  qui  est  la  même  chose , 
le  moment  d’inertie  du  corps  entier.  Si  l’on  veut 
seulement  avoir  le  moment  d’inertie  d'une  tranche 
du  corps,  d’une  épaisseur  finie  et  comprise  entre 
deux  plans  perpendiculaires  à l’axe  CD , on  donnera 
pour  limites  à cette  intégrale , les  valeurs  de  x qui 
répondent  aux  deux  plans  extrêmes. 

Quand  le  corps  sera  un  solide  creux,  terminé  par 
deux  surfaces  de  révolution  qui  ont  le  même  axe,  on 
aura  son  ntoment  d’inertie  par  rapport  à cet  axe,  en 
regardant  ce  corps  comme  la  différence,  de  deux 
solides  de  révolution,  et  eu  i*etranchant  le  moment 
relatif  à l’un,  du  moment  relatif  à l’autre.  Enfin,  si 
l’on  demandait  le  moment  d’inertie  d’un  segment  de 
solide  de  révolution,  compris  entre  deux  plans  me- 
ués  par  l’axe  de  figure,  il  est  évident,  d’après  la  sy-« 
métrie  d’un  pareil  corps  autour  de  cet  axe,  que  le 
moment  d’inertie  d’un  segment  quelconque  est  au 
uioment  d’inertie  du  solide  entier,  comme  l’angle 
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des  deux  plans  qui  comprennent  ce  segment,  esta  1» 
circonférence  entière  ; par  conséquent  le  moment 
d’inertie  de  chaque  segment  se  déduira  toujours  , 
sans  aucune  difficulté,  de  celui  du  solide. 

353.  Supposons,  pour  donner  un  exemple,  que 
la  courbe  génératrice  CmD  soit  une  demi-circonfé- 
rence, dont  le  diamètre  CD,  soit  représenté  par  aa. 
L’équation  de  cette  courbe,  rapportée  au  point 
comme  origine  des  coordonnées , aura  cette  forme  : 

= aax  — .r’; 

la  formule  à intégrer  deviendra  donc,  en  y mettant 
pour  J"*,  cette  valeur 

i . «-f  (4a‘x*  — 4ax^  + x‘) . dx  ; 
et  en  intégrant,  on  aura 


Gelte  intégrale,  qui  s’évanouit  au  point  C,  exprimé 
le  moment  d’inertie  de  la  portion  de  sphère  engen- 
drée parfaire  Cpm,  tournant  autour  de  la  droite  Cp, 
Si  l’on  veut  avoir  celui  de  la  sphère  entière,  engen- 
drée par  le  demi-cercle  CmD , il  n’y  a qu’à  supposer 

Æ=CZ?=art,  et  il  vient  pour  la  valeur  du 

moment  ; résultat  qui  est  le  même  que  celui  du 
n*  55o. 

353.  Si  la  génératrice  est  une  droite  AB  (Bg.  12^, 
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tournant  autour  de  la  droite  CD  y menée  dans  son 
plan  y son  équation  sera 

= ox  + i ; 

je  prends  la  droite  CD  y pour  axe  des  abscisses  x; 
je  fixe  l’origine  des  coordonnées  au  point  C,  de  ma- 
nière qu’on  a 

b = CA  , O = tang. 

La  foi-mule  à intégrer  est,  dans  ce  cas, 

' ^.n^{ax-\-by.dx-, 

intégrant  donc  depuis  .r=o,  jusqu’à  a:=  CZ?,  et 
représentant  par  a,  cette  ligne  CD  y il  vient 

— . — . r{«‘‘ + 

lo  « ■■ 

Celte  quantité  est  donc  le  moment  d’inertie  pris  par 
rapport  à la  droite  CD , du  cône  tronqué,  engendré 
par  le  trapèze  CABD , tournant  autour  de  cette 
droite.  Si  la  droite  AB  est  parallèle  à CD  y on  a o=o, 
le  cône  se  change  en  uncj'lindrc,  et  l’expression  du 
moment  d’inertie  devient 

354.  Quand  on  connaît  le  moment  d’inertie  d’un 
( orps , par  rapport  à un  axe  passant  par  le  centre  de 
gravité , on  en  conclut  aisément  le  moment  d’inertie 
du  même  corps,  rapporté  à tout  autre  axe  parallèle 
au  premier. 
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En  effeL  plaçons  l’origine  des  coordonnées  x,j-y 
Z , au  centre  de  gravité,  et  prenons  le  premier  axe , 
pour  celui  des  z;  soient  a:=  a ,^‘  = C , les  coordon- 
nées du  point  où  le  second  axe  coupe  le  plan  des  x , 
y y auquel  ce  second  axe  est  aussi  perpendiculaire  ; 
désignons  par  a , la  distance  du  centre  de  gravité , au 
second  axe  ; par  r,  celle  d’un  élément  quelconque 
d/rt  au  premier  axe  ; par  /■',  la  distance  du  même  élé- 
ment au  second  axe.  Le  moment  d’inertie  connu 
sera  et  celui  qu’on  demande,  sera  fr*dtn  ; ces 

intégrales  étant  étendues  à la  masse  entière  du  corps. 
Or,  nous  aurons 

^* = (x — a)*  — C)’  = X*  -+-^*  — aetx  — aCy  -p‘  «**  -H  C*  ; 

multipliant  par  dm , intégrant  et  observant  que 
=/’*,  ct*-\-C*  = «*,  il  vient 

f/‘dm  = fr‘dm  — an.fxdin  — txC.fydm  + a'.fdm  ; 

mais  à cause  que  le  centre  de  gravité  est  sur  l’axe 
des  3,  on  a fxdm=o , fydm=o , car  ces  intégrales, 
divisées  par  la  masse  du  corps,  représenteraient  en 
général  les  distances  dè  ce  centre,  aux  plans  des^, 
Z et  des  x,  z\  de  plus  fdm  est  la  masse  entière  du 
corps,  que  je  représenterai  par  M;  l’équation  précé- 
dente se  réduit  donc  à 

fr'^dni  = fr^dm  -f-  MtÂ. 

Donc  on  aura  le  moment  demandé , en  ajoutant  ù 
celui  qui  est  donné,  la  masse  du  corps  , multipliée 
par  le  carré  de  la  distance*  du  centre  de  gravité  a« 
nouvel  axe. 
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* D après  celle  règle  , on  aura  inimédiatement  Ift 
moment  d’inertie  d'une  sphère  homogène,  ou  com-^.- 
couches  homogènes  concentriques,  par. 
r:^g^rt  à un  axe  quelconque,  puisque  ce  moment 
V esl/Connu  par  rapport  à tous  les  axes  passant  par  la; 
centre  de  flgure,  qui  est  aussi  le  centre  de  ^gravité.,.. 

SS';.  Dorénavant,  nous  l’eprésenterons  par  A*  le 
rapport  du  moment  d’inertie  fr'‘dm,  à la  niasse  Mdu 
corps.  Ce  rapport  est  une  quantité  essentiellement 
positive,  dont  l’expression  numérique  sera  toujours 
indépendante  de  l’unité  de  masse  que  l’on  choisiL 
TVous  aprons^de  cette  manière, 

« 

fr’dm  = M (A’  -f-  n’)  -, 

d’oil  l’on  peut  conclure  que  le  moment  d’inertie 
rapporté  à un  axe  quelconque,  passant  par  le  centre 
de  gravité,  est  plus  petit  que  celui  qui  se  rapporte  à 
tout  autre  axe  parallèle  au  premier.  Les  momens 
d’inertie  sont  les  memes  par  rapport  à des  axes  équi- 
distans  du  centre  de  gravité  et  parallèles  entre  eux  ; 
leur  valeur  augmente  à mesure  que  les  axes  s’éloi- 
gnent de  ce  point. 

356.  ÏN'on  - seulement  le  moment  d’inertie  d’un 
corps  chauge  avec  la  position  absolue  de  l’axe  au- 
quel on  le  rapporte,  mais  il  change  aussi  avec  la  di- 
rection de  cet  axe.  Pour  montrer  coraraeat  celte 
direction  influe  sur  la  grandeur  du  moment  d’inertie  , 
proposons-nous  de  trouver  celui  de  la  masse  Af,  par 
rapport  à un  axe  mené  par  l'origine  des  coordonnées 


Diaifi 


.1 


LIV.  III.  SUITE  DE  LA  DYNAMIQUE.  8g 
x^y-y  2 y Cl  qui  fasse  avec  les  axes  des  ac,  jy  z,  les 
trois  angles  donnés  a , ê,  >. 

Soit/7,  la  perpendiculaire  abaissée  de  la  molécule 
dm  y sur  le  nouvel  axe  ; D la  distance  de  cette  molé- 
cule à l’origine  des  coordonnées;  «T  l’angle  compris 
entre  la  liyne  D et  le  nouvel  axe.  Les  cosinus  des 

O 

angles  que  fait  la  ligne  D avec  les  axes  des  XyjTy  s, 
seront  égaux  aux  rapports  ^ ; par  conséquent 

on  aura  (n®  78) 


X y Z 

cos.J'  s=  ^.cot.üt-^  ~.cos.C+ 


v*i<. 


.r 


•i.v 


D'ailleurs  ou  a 

p—D.sin,f  et  p*  = /?*.sin’.<r  = D*  — (D.cos./)*; 

substituant  donc  pour  Z?.c6S.«T,la  valeur  précédente' 
de  cos. cT,  multipliée  par/?;  observant  que  jD*  = jcV 
* -j-  i’,  et  réduisant,  on  en  conclut  ■ . 

p»==^,-*. sin* . « +_y*. sin*.tf  4* — ^xy. to%.a..cos.C  ^ j 

— sjcz.coi.tt.coa.y  — wz.coa.C.coa.y,  rî 

multipliant  par  </m  et  intégrant,  il  vient 

= sin* . «e  ,fx*dm  4-  si  a* . C .fy*dm  + sin*.  j-  .fz*dm 
— a.  CPS.  et.  co$. C./xydm  — a.  c^s.d.coa. y,  fxzdm. 

— ' ta.  CO». C.coa  ..y.  fyzdm.' 

Au  moyen  de  celte  formule,  on  aura  immédiate- 
ment le  moment  d’inertie /p*dniy  relatif  à un  axe  de 
direction  donnée  et  passant  par  l’origine  des  coor-  .x 
données,  quand  on  connailrales  si»iutégïalesyà:*<ini, 


■?* 
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fj*dm y fz*dm , fxjdm,  fxzdm , fjzdm , qui  s’élendent 
à la  masse  entière  du  corps,  et  qui  se  rapportent  aux 
axes  des  coordonnées. 

357.  Si  ces  axes  sont  choisis  de  manière  que  les 
trois  dernières  intégrales  soient  nulles,  la  formule  sc 
simpliGe  et  se  réduit  à 

fp’dmz=sia* . àt..fx‘dm  + siTi^.C.Jff*din-^-»m‘.y.fz'dm. 

Alors  il  suffit  de  connaître  les  momens  d'inertie  re- 
latifs aux  trois  axes  des  coordonnées , pour  formerla 
valeur  de  fp’d/n. 

En  effet,  soit  le  moment  d’inertie  qui  se  rap-^ 
porte  à l’axe  des  Xy  B celui  qui  se  rapporte  à l’axe 
des^,  et  C celui  qui  se  rapporte  à l’axe  des  i;  on 
aura 

d’où  l’on  Gre 

afz^dm-=A-j-B — C,  sJy*dm-=:Â-\-C-^B , 9fx^dm=B  C — A ; 

et  par  conséquent 

2fp'dm-=A{i\a‘.C-\-iia'.-) — sin*.a)-f- Z?  (sin'-a-f" •••'>*■> — sin*  O 

«quation  qui  donne  la  valeur  de  fp'dni , au  moyen  ds 
AyBy  c. 

" On  peut  l’écrire  sous  une  forme  plus  simple , en 
observant  que 

C08*.«  4"  C0i°.c  -f-  CO**. 7 = 1 } 
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d’où  l’on  tire  facilement 

+ sin*.y  — sin’.ct  = a.co»“.<* , [ 

»in“.a-|-  sin’.y  — sin“.f  = a.co»*.C  , 

»in“ . « + sin“ . C — sin’ . y = a . cos*,  y. 

Ce  qui  change  l’équation  précédente  en  celle-<5  ; 

fp^dm  — .<<.cos*.<»  + 'û.cos*.ff  -f-  C.coi'.y. 

558.  Nous  démontrerons  plus  bas,  que  dans  tous 
les  corps,  on  peut  mener  par  un  point  pris  au  ha- 
sard, trois  axes  rectangulaires  qui  sont  tels  qu’en  les 
prenant  pour  ceux  des  coordonnées  Xjjy  z,  on  a 

frydtn=o,  fxzdmzzso,  fyzdmz=o. 

On  les  nomme  axes  principaux;  et  les  momens  d’iner- 
tie qui  s’y  rapportent , et  qui  suffisent  pour  détermi- 
ner le  moment  relatif  a tout  autre  axe  passant  par 
leur  intersection,  s’appellent  les  momens  S inertie 
principaux. 

En  combinant  le  résultat  du  n’  précédent  avec  ce- 
lui du  n*  354,  on  aura  le  moment  d’inertie  d’un 
corps,  rapporté  à un  axe  quelconque,  quand  on 
connaîtra  les  trois  momens  du  même  corps,  relatifs 
aux  trois  axes  principaux  qui  .se  coupent  au  centre  de 
gravité.  Par  exemple,  dans  un  ellipsoïde  homogène, 
le  centre  de  gravité  est  le  centre  de  figure.  De  plus, 
on  peut  prouver  que  les  trois  diamètres  conjugués 
rectangulaires  sont  des  axes  principaux  ; car  en 
prenant  ces  diamètres  pour  les  axes  des  x , 

Z,  le  corps  sera  partagé  en  parties  égales  et  sem- 


^ TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 
blabics,  par  chacuti  des  plans  des  coordonnées;  s’R 
y a donc  une  molécule  dm  au-dessus  du  plan  des  a:, 
J-,  dont  les  trois  coordonnées  soieul  s,  il  y eu 
aura  une  autre  au-dessous,  qui  sera  égale  en  masse 
à la  première,  et  dont  les  coordonnées  seront 
et — I;  les  élémens  des  intégrales  frzdmel  jyz<lm, 
correspondans  à ces  deux  molécules,  seront  donc 
x‘âim  et  — xzdm^jzdm  et  — jzdm  : donc  chacune 
de  ces  intégrales  est  la  somme  d’une  iulinité  de  quan- 
tités infiniment  petites,  qui  se  détruisent,  par  l’op- 
position des  signes;  par  conséquent  ces  intégrales, 

V •'  et  par  la  même  raison , la  troisième  fajdm  , sont 
nulles;  ce  qui  est  la  propriété  caractéristique  des  axes 
principaux.  Or,  nous  avons  donné  (n*  549)  mo- 
mens  d’inertie  de  cet  ellipsoïde,  rapportés  à ses  trois 
diamètres  : on  formera  donc,  quand  on  voudra,  son  ^ 
moment  d’inertie  rapporté  à un  axe  mené  par  un 
point  et  dans  une  direction  quelconques. 

35g.  Le  plus  grand  des  trois  momens  d’inertie 
principaux  yA^B,C,  est  le  plus  grand  de  tous  ceux 
qui  se  rapportent  à des  axes  menés  par  l’origine  des 
coordonnées.  Soit,  en  effet,  A la  plus  grande  des 
trois  quantités  A ^ ByC,  de  sorte  que  les  différences 
A — ByA — Cy  soient  positives;  en  mettant  i — cos*.€ 
— cos’.  J-,  à la  place  de  cos*. a,  dans  la  valeur  de 
fp'ditiy  elle  prendra  cette  forme  : 

fp^dm^A — — £).cos’.C  — (^A — C).cos*.y; 

OÙ  l’on  voit  que  fp'dm  <C.A y quels  que  soient  les  an- 
gles € et  y.  De  même  la  plus  petite  des  trois  quan- 
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•filés  A y B,  C y est  le  plus  petit  des  momens  d’inertie, 
relatifs  à des  axes  passant  p^r  l’origine  des  coordon- 
nées; car,  en  supposant  qu^  U soit  celte  plus  petite 
quantité,  et  en  mettant  la  valeur  de  fp'dm  sous  cette 
forme  : 

fp'dm  — C + {A — C). cos*. et  (fl — C).cos*.C, 
on  voit  que  fp*dnt  surpasse  toujours  C. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  trois  quantités  A , 
B y <7  sont  égales  entre  elles,  on  a ti\xs,s\  fp'din=.A  , 
quelle  que  soit  la  direction  de  l’axe  auquel  ce  mo- 
ment fp*dm  est  rapporté;  donc  alors,  les  momens 
d’inertie  sont  égaux,  par  rapport  à tous  les  axes  me- 
nés par  l’origine  des  coordonnées.  Ce  cas  est  celui  de 
la  sphère  homogène,  ou  composée  de  couches  ho- 
mogènes et  concentriques,  pourvu  que  l’origine  des 
coordonnées  soit  placée  au  centre;  mais  il  peut  y 
avoir,  et  il  y a en  efl’et  d’autres  corps  qui  jouissent  de 
la  même  propriété. 

Si  l’on  a seulement  A:=B  y la  valeur  de  fp*dm  sç 
réduira  à 

//»*ifln  = /^(coi‘.«-|-co»*.tf)+C.cos*.>  = -i.ûn*.-)  +C.coi'.y  ; 

cette  valeur  sera  donc  indépendante  des  angles  et  et 
è -,  et  le  ntomcnt  d’inertie  sera  le  même  par  rapport 
à tous  les  axes  menés  par  l’origine  des  coordonnées  , 
qui  font  un  même  angle  avec  l’axe  des  3:  par  exem- 
ple, par  rapport  à tous  les  axes  compris  dans  le 
plan  des  x,  /,  ou  qui  font  un  angle  droit  avec  l’axe 
des  3. 


« 
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D’«{>rèl,^  noms  avons  déjà  vu  dans  le  n-  554; 
nOns  pouvons  dire  maintenant  que  le  plus  petit  de 
tous  les  momens  d’inertie  qu’un  même  corps  puisse 
iPôir,  se  rapporte  à l’un  des  trois  axes  principaux  qui 
•ecoupent  à son  centre  de  gravité.  Ainsi  le  plus  petit 
de  tous  les  momens  d’inertie  d’un  ellipsoïde  homo- 
gène , se  rapporte  au  plus  grand  de  ses  trois  dia- 
mètres conjugues  rectangulaires  ; ce  qui  est  d’ailleurs 

évident  par  la  nature  du  moment  d’inertie  (n°  347).  ^ 

y-  w 

56o.  Il  nous  reste  présentement  à démontrer 
Texislence  des  axes  principaux  dans  tous  les  corps. 
Pour  cela , soitO  (fig.  i3)  l'origine  des  coordonnées 
qui  est  placée  en  un  point  donné , à l'intérieur  ou 
en  dehors  du  corps  ; soient  x,j^,z  y les  coordonnées 
d’un  élément  quelconque  dm,  parallèles  aux  trois 
axes  rectangulaires  Ojc,  Oy,  Oz;  désignons  par 
y,,  Z,,  les  coordonnées  du  même  point,  parallèles 
à trois  autres  axes  Ox,,  Cy,,  aussi  rectangu- 
laires : les  premiers  axes  sont  trois  lignes  choisies 
arbitrairement  et  que  nous  regarderons  comme  fixes  ; 
la  position  des  seconds  est  indéterminée  par  rapport 
aux  premiers.  Cette  position  dépend,  comme  on 
sait  par  la  transformation  des  coordonnées , de  trois 
angles  qui  entrent  dans  les  valeurs  de  x^,y^,  z^,  en 
fonction  de  x , y,  z ; en  substituant  donc  ces  valeurs 
dans  fxy^dm,  fxp,dmy  Jyy,jdmy  ces  intégrales  de- 
viendront dés  fonctions  des  trois  angles  inconnus  : 
or,  je  dis  qu’ou  pourra  toujours  déterminerces  angles 
de  uaanièi’c  qu’ou  ait 

=*  O • A-*  A'”  = ® . fy  fi  Afn  ~ 0 ; 


) 
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et  alors  les  lignes  Qjr^j  Oz^,  seront  trois  axes 
principaux. 

36i . U est  nécessaire , pour  démontrer  cette  pro- 
position , de  rappeler  les  formules  connues  de  la 
transformation  des  coordonnées,  dans  le  cas  où  l’on 
passe  d’un  système  de  coordonnées  rectangulaires 
XyjfZy  à un  autre  système  semblable  de  coordon- 
nées x^y  j^y  z^y  qui  ont  la  même  origine  O que  les 
premières. 

Les  valeurs  de  Xy  jyZy  en  fonction  de  x^yj^y 
sont  linéaires  et  de  cette  forme  : 

x=ax,  + iy,  -f- cr, , 
y = a'x,  + b’ y,  + c'2, , 
z = a*a:,4-iy  + c\. 

Les  neufcoefliciens  a,  b y c,  etc. , représentent  les 
cosinus  des  angles  que  font  les  axes  des  a:, y,  z,avec 
ceux  des  x^y  jr^yZ/,  le  coeiHcienta,  par  exemple, 
est  le  cosinus  de  l’angle  xOx^,  compris  entre  les 
axes  Ox  et  Ox^  ; le  coefficient  o'  est  celui,  de  l’angle 
yOx^y  compris  entre  les  axes  Oj  et  Ox^\  et  de  même 
pour  les  autres.  Ils  sont  liés  entre  eux  par  les  six  équa- 
tions de  condition  : 

% 

-f-  a'*  -f-  a"“  = J , ab  a'b'  a’b"  ~ o , 

4"  > flc  -f-  a'c'  4-  o,"c"  = o , 

c*  4"  “ 4*  • I 6c  4”  b'c'  4"  b"c“  — O , 

qui  résidtentde  ce  qu’on  doit  avoir  identiquement 

i-4-/4-^=»/4-y/H-5/*. 


* 
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car  les  coordonnées  rectangulaires  x,  ^,2,  et  i**,' 
jr^y  2,»  appartenant  au  même  point,  et  ayant  même 
origine , il  s’ensuit  que  le  carré  de  la  distance  de  ce 
point  à l’origine,  peut  s'exprimer  indifléremment 
par  d“Z*,  on  par 

Réciproquement,  les  valeurs  de  x^,  z^,  en 

fonction  de  oc^jr^  z,  sont 

* I / -f  * *r  ‘ ~ • y 

! ■ x,  = a.r + a3'4-a*3,  ' 

y,  = bx+  by  + b“z, 
z^  = cx  + c'y  c'z  ; 


etanlieu  des  six  équations  de  condition  précédentes, 
on  peut  prendre  ces  six  autres  qui  leur  sont  équi- 
valentes 


a*  -f-  A*  c*  = 1 , «fl'  ^ hb'  + ec'  = o , 

«'•  + i"+c'*=i  , ofl’ + ii"  4- fc*  = O , , 

fl-q.  c**=  » , „ a’a'-}-  b'b“  +■  t'e*  = o. 

On  pourrait  regarder  trois  des  neuf  coefliciens  a, 
l/y  Cy  etc.,  comme  indéterminés,  et  les  six  autres 
comme  déterminés  par  ces  équations  de  conditiou  ; 
mais  il  sera  plus  simple  d’exprimer  explicitement  les 
neufeoefSeiens,  en  fonction  de  trois  nouvelles  quan- 
tités déterminées  et  indépendantes  entre  elles. 

Pour  cela,  supposons  que  la  ligue  NON'  soit 
l’intersection  du  plan  des  x ,x.  avec  celui  des  x, 
j;  désignons  par  4,  l’angle  iVOx;  par  (p , l’anglo 
NOx,i  par  0,  rinclinaison  du  plan  des  x^y  y ^ , sur 
celui  des  x,  y y qui  est  la  meme  chose  que  l’angle 
zOz^,  compris  entre^es  axes  Oz-^  et  Oz.  Il  est  évident 
que  quand  ces  trois  angles  4 > ® et  9 seront  donnés  , 

la 
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la  position  des  axes  Ojr^,  sera  entièrement 
déterminée  J par  rapport  aux  axes  Ox,  Oz  : les 
neuf  cosinus  a y b,  c,  etc.,  doivent  donc  être  des 
fonctions  déterminées  de  ces  trois  angles;  et  en  effet, 
on  a 

a =co«.9.  sin  .4-  sîn  + cos.4-cos.^, 
b = COS.8.  sin.4>cos.^  — cos. 4- 
c =sin.  â.  sûi.4i 

. , =cos.9.cos.4**ia.^  — sin.4.cos.y, 

i'  = cos.fl.cos.4*cos.^  -f-  sia. 4-  sin.^, 
c'  = sin.Ô.  COS.4 , 

a*= — sin. 9.  sin. ; 
fe*=--sin.4.cos  .p, 
c*  = cos.9. 

, En  substituant  ces  neuf  valeurs  dans  les  équations 
de  condition , on  vérifie  aisément  qu’elles  deviennent 
identiques,  et  qu’il  n’en  résulte  aucune  relation  entre 
les  angles  4 » ^ et  ip. 

562.  Quoique  ces  dernières  formules  soient  géné- 
ralement connues,  il  ne  sera  pas  inutile  d’indiquer, 
en  peu  de  mots , la  manière  suivante  d’y  parvenir. 

On  sait  que  a,  €,  j/,  étant  les  trois  côtés  d’un' 
triangle  sphérique  quelconque , et  J l’angle  opposé 
au  côté  a , on  a 

cos .ce  = cos..^.siD.C.sin.7.4-  cos . C . cos . y. 

Or,  si  nous  imaginons  une  sphère  décrite  du  point 
O,  comme  centre,  et  d’un  rayon  quelconque , nous 
aurons  d’abord  sur  cette  sphèi't , un  triangle  formé 
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par  les  trois  arcs  inleiceplés  par  les  angles  NOx  f 
eix^Ox,  dans  lequel  l’angle  opposé  au  der- 
niercôté  estrincliiiaison  6;  donc>  à causedc  iTO.T33tA[ , 
, on  aura 

coi.xOx^  = a = cos.fl.8in.4-'''i>.<?  -h  cos.^-cos.^. 

Cette  équation  ayant  lieu  pour  des  valeurs  quelcon- 
ques des  angles  <p  et  on  peut  supposer  que  ç de- 
vienne ^-f-  loo";  alors  la  ligne  Ox^  prendra  la  place 
de  ; l’angle  xOx^  deviendi'a  et  l’on  aura 

cos.xOy,  = b =cos.S.sin.4-co5.9  — co;.4-<>iD-9- 

De  même,  en  mettant  4+100°  à la  place  de  4^ 
dans  l’équation  précédente,  la  ligne  Ox  se  changera 
dans  la  ligne  Oj^;  l’angle  xOx^  deviendra  de 

sorte  que  l’on  aura 

coB.yOx^  — a ~ cos. d.  cos.  4- sia  — sin  .4<  cos.ÿ. 

Et  si  l’on  met  à la  fois  4ans  cette  équation  précédente, 
4+  loo'et  ^+ioo°  à laplacede  4 et  (p,  l'angle 
sera  remplacé  par  l’anglej^C^,;  par  conséquent 

cos.yOy,=  b'==  cos.i.coi.-^.cos.p  -f-sin.4-^n  tP- 

Considérons  de  même  le  triangle  dont  les  trois 
côtés  sont  les  arcs  interceptés  par  les  angles  NOz^, 
ffOx , xOz^.  L’angle  opposé  an  dernier  côté  est  égal 
à lOO® — 9;  de  plus,  on  a iVOz^=ioo°,  i\'Oji'  = 4; 
l’équation  généi*ale  se  réduit  donc  à 

cos  x’05,=  c «iu  9-.  *in. 4 ; 
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d’où  l’on  Conclut  aussi  i 

cos  .y  O*,  = sin . Ô . cos . 4 , 

en  augmentant  l’angle  d’un  angle  droit,  ce  qui 
change  la  ligne  Ox  dans  la  ligne  Ojr,  et  l’angle  xOz^, 
dans  l’angle  ^Oz,. 

Enfîii , dans  le  triangle  qui  a pour  côtés  les  arcs 
interceptés  par  les  angles  NOzy  ISOx^y  l’an- 

gle opposé  au  dernier  côté  est  égal  à ioo’’-t-8;  on  a 
NOz=\oo’‘  et  iVOx,==(p;  faisant  donc  ioo°, 
y=<Py  :/^ssioo°4'â,  et  «=:sx,Oz,  dans  l’équation 
générale,  on  aura  , 

I 

c0s.x,Os:=o*  = — sin . 6 , ùn  ■ ■ 

En  mettant  (p-hioo°  à la  place  de  dans  ce  résul- 
tat, la  ligne  Ox^  prendra  la  place  de  la  ligne  Ojr^y 
i’angle  a',Ozdeyiendra/,Os,  et  l’on  aura  aussi 

cosy/Dx,  — b"  =.  — srn.S.cos.^. 

. Quant  au  neurième  coefficient  c*,  on  a 

COS. «Oc,  = COS.d. 

565.  Nous  pouvons  maintenant  démontrer  la  pro« 
position  du  n*  36o.  En  substituant  les  valeurs  de  a , 
b J etc. , dans  celles  de  x^yj\y  z^,  il  vient 

= x.»in.fl.6Ln.4+^-8»o.S.  CO8.4  + *<cOS.#, 
jy,=  F.cos.^ — .X.sin.^, 
x^:=Y . aia.^-\-X.coa,<p'. 

OÙ  l’on  a fait , pour  abréger ^ 

Y = x.co8.9.sin.4  + y.cos.9.co5.4  — z.dn.9, 

X =x.co8.4"^**""J'-'4- 

7-- 
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y ^x,  = ( I'* — X*) . COS . ^ . «in . ç +'  yX.  (cos* . ^ — sln* . 9) , 
et  par  conse'quent 

Jyyr^dm=cos.^.^n.f./'(^y*—X‘^dm-^cot^.p-—sia*.f)./'yXdmf 

égalant  cette  quantité  à zéro,  et  observant  que 
2 . cos  . (p  . sin . ^ = sin  . aÇ  , et  cos* . ç — sin* . (p 
= cos.aÇ  , on  a 

«in . 39 . /(K*  — X‘)dm  + a.  coi . 39  ./yXdm  =s  o.  (i) 

Les  deux  autres  équations  fxfi,dm=Xiyfy^z^dm=M, 
du  n*  cité , prennent  cette  forme  : 

■ “ cos.9./Kzrfm  — *in.9./A8/l/7i  t=  O , 

sin . 9 . fYz/hn  + cos . 9 .fXz<im  = o , 

<piand  on  y substitue  les  valeurs  dey^,  et  x,.  Si  on  les 
ajoute  après  avoir  multiplié  la  première  par  cos. ^ et 
la  seconde  par  sin,  (p,  et  si  on  retranche  l’une  de  l’au- 
tr-' . après  avoir  multiplié  la  première  par  sin . ^ et  la 
seconde  par  cos.  p,  on  tcouve 

pTzjini—o , fXzjim=so.  (3) 

De  cette  manière  les  trois  équations  du  n*  56o,  sont 
remplacées  par  l’équation  (i)  et  les  équations  (2); 
«t  il  s’agit  de  prouver  qu’on  en  tirera  toujours  des  va- 
leurs réelles  pour  les  angles  p,  >\J,  et  6,  Les  équa- 
tions (2)  ne  contiennent  pas  l’angle  p } elles  servi- 
ront à déterminer  les  angles  6 et  4,  quand  ces 
angles  seront  connus,  l’équation  (1)  donnera  la  va- 
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leur  de  ~ ou  de  tang.sip  , qui  fera  coauaitre 
l’angle  (p. 

Or,  en  effectuant  les  calculs,  on  trouve 

= cos.fl.wn.fi. 

+ (cos*.fl — sin’.fl)  (af*.8În.4+^*.cos.4)  ■ 

A'x^  = sin . fl . ([xy . (cos*  .4,  — sin*.  4)  + {■*■*— y*") . sin . 4 • cos.  43 
-f-  CCS. fl. (xx. cos. 4 — _yx.sin.4). 


Les  six  intégrales  fx*dm  ^ Jjr'dm  ^ fi'dm , fxydm  , 
fxzdjn , fjrzdm y sont  des  quantités  données  , qui  dé- 
pendent de  la  nature  du  corps  que  l’on  considère, 
et  de  la  direction  des  axes  Ox,  O/,  y que  l’on  a 
choisis  arbitrairement  : nous  ferons  donc 

fx*dm  r=/ , fy*dm  = g , fz‘dm  = h , 
a . • ' fxydm  =f'i  fxzdm  = 

et  les  équations  (2)  deviendront 

cos.fl.sin.fl(/.sin*.>H-a/'.cos.4-»in.4-f-g’.cos*.4 — A) 

-4-(cos*.fl  — sin*.Él).(j'.sia.4-f-A'.cos.4)  = o , 
sin.fl.[/'.  (cos*.4— sin*.4)-f  (/— g^).cos.4.sip.43 
•4-cos.6.(g'.co>.4 — A'.sin.4)  =0. 

Je  désigne  par  u,  l’inconnue  tang.-v|/,  ce  qui 
donne 


sb.4  = 


V/*  + 


cos. 4 = 


V/l  + U*' 


Je  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  précé- 
dentes, puis  Je  prends  la  valeur  de  siu.ô  dans  la  se- 
conde, pour  la  substituer  dans  la  première;  Je  sup- 
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prirne , djins  le  résullai,  le  facteurcos*.0.(i+«*)»  et 
le  dénominateur  [/'(i — “*)+(/ — §')•“]*»  qui  sont 
communs  à tous  les  termes,  et  je  trouve,  toute  ré- 
duction faite, 

+(g'“+*')-(ér'— *'“)*= o;  (5) 

équation  du  troisième  degré  qui  donnera  au  moins 
une  valeur  réelle  pour  u,,à  laquelle  répoqdra  une 
Valeur  réelle  de  l'angle  •4.' 

Cette  valeur  étant  substituée  dans  la  seconde  des 
équations  (4) , on  en  tirera  aussi  une  valeur  réelle 
pour  tang . ô,  et  pour  l’angle  fl.  On  peut  donc  satis- 
faire aux  équations  (2)  par  des  valeurs  réelles  de 
et  6;  et  comme  l’équation  (i)  donne  une  valeur 
réelle  pour  tang . aip , et  par  conséquent  pour  l'angle 
f,  il  s’ensuit  qu’on  peut  toujours  satisfaire  aux  équa- 
tions du  n*  560  y dont  les  précédentes  ne  sont  que  des 
transformations,  par  des  valeurs  réelles  de  4 > ^ etfl. 
Concluons  donc  qu’il  existe  au  moins  un  système 
d’axesprincipai^x , qui  se  coupent  au  point  donné  O, 

364.  Les  trois  racines  de  l’équation  (5)  sont  né- 
cessairement réelles  ; et  elles  représentent  les  tan- 
gentes des  angles  compris  entre  l’axe  des  x,  et 
chacune  des  trois  droites  suivant  lesquelles  les  plans 
des  coordonnées  2,,  coupi.  it  le  plan  des  Xyj-. 

En  effet,  ces  trois  tangéhtes  doivent  être  données 
par  la  même  équation  , puisqu’on  ne  saurait  expri- 
mer, dans  le  calcul,  aucune  différence  entre  les  trois 
axes  principaux  dont  on  cherche  la  position» 
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On  conclut  de  là  qu’il  n’existe,  en  général,  qu’un 
seul. système  d’axes  principaux  qui  se  coupent  au 
point  donné  O;  car,  pour  qu’il  en  existât  plusieurs,^ 
il  faudrait  que  l’équation  (S)  fût  d’un  degre  supérieur 
au  troisième , et  qu’elle  eût  trois  fois  autant  de  ra- 
cines réelles  qu’il  y aurait  de  ces  systèmes.  Mais , 

’ dans  quelques  cas  particuliers  , les  équations  dont 
dépendent  les  valeurs  de  -\j, , 6 et  deviennent  iden- 
tiques, et  alors  les  axes  principaux  sont  en  nombre 
infini.  Nous  pourrions  déterminer  ces  cas  particu- 
liers , en  examinant  avec  soin  les  équations  précé- 
dentes ; mais  les  coiisidéralions  suivantes  tioi^s  les 
ferons  plus  simplement  connaip’e.  , 

f>65.  D’après  les  valeurs  de  a*,/,  a,  du  n*  56i , et 
à cause  des  équations  fxj-jim  o,  fxzdinfpz  o y. 
Jjp^dm—O , qui  caractérisent  les  axes  principaux 
Ox^y  Ojr^,  Oz^y  on  a évidemment 

. fxydm  — w'  •/ x'dm  -t-  tà'  .fy;dm  -J-  cc' ./ :,*cbn , 
fxzcim=  aa" ,f  x^^dm.  -f-  bb“ .f y*dm-{-  cc" .f z^'dm  , 
fyzdm  =c  a' a" .f xjdiii b' b" .fyj‘dtn  -f- cc" .f z^dm  : 

or,  si  les  trois  intégrales  fx*dniy  fy 'dm  ,fz'dniiOw\ 
égales,  ces  valeurs  se  réduisent  à 

f xydnt—  ( ua  bb'  cc'  ) .fx/drn  , 

y xidm  — (aa*  -f-  hb"  -f-  cc"  ) .f  x’fhn  , 
fyzdm  — (a’a"  -f-  b' b"  -f-  c'e"  ) . fx'dm  -, 

quantités  nulles,  en  vertu  des  relations  qui  existent 
entre  a,  b,  etc.  (n°  56i);  par  conséquent,  dans  ce 
cas,  les  axes  Ox,  Oy,  Ozy  tonnent  un  second  sys- 
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tème  d’axes  principaux  ; et  comme  leur  direction 
reste  absolument  indéterminée  par  rapport  aux  pre- 
miers Ox^,Oy\,  Oz,,  il  s’ensuit  que  tons  les  systèmes 
d’axes  rectangulaires  qu’on  peut  mener  par  le  point 
O,  sont  des  axes  principaux.  Ce  cas  est  celui  où  les 
trois  momens  d’inertie  principaux  sont  égaux } car 
de  ce  qu’on  suppose 

/ x/dm  = fy^dm  = f z^dm, 

il  en  résulte 

= /(V  + =/(>/* + 

Si  deux  seulement  des  trois  momens  d’inertie  prin- 
cipaux sont  égaux,  par  exemple  ceux  qui  se  rap- 
portent aux  axes  Ox^  et  Oy^,  de  manière  qu’on  ait 

• /(*,*  + t;)dm  = -f-  zy)dm , 

il  existera  encore  un  nombre  infini  de  systèmes  d’axes 
principaux  ; mais  tous  ces  systèmes  auront  un  axe 
commun,  savoir.  Taxe  Oz^.  En  effet,  on  a dans  cette 
hypothèse,  fx*dm—fy*dm  y et  d’après  les  équa- 
tions du  n®  56i , entre  les  neuf  quantités  a,  b , etc. , 
on  peut  mettre  les  valeurs  de  fxydm  y fxzdm,fyzdm^ 
sous  cette  forme  : 

/ rydm—(^  oa'-f-W'  ').fxydm-\-  cc'.fz/dm  — cc  .(^fz/dm—fx/dm)  , 
fxzdm ■=■  ( aa“-f-W"  ').fxydm-^ ce" .fz^dm  — ce" .(^fz^dm—fx^dni)  , 
f yzdm-=z(a'a  ^-b'b“).fxydm-\-c'c".fzJ‘dmz=:c'c" .(/zydm—fx/din)  ÿ 

or,  si  l’on  fait  coïncider  l’axe  Oz  avec  l’axe  princi- 
pal Oz^y  les  angles  xOz^  etyOz^  seront  droits,  et  l’on 
aura 

. c=  cos.xOz,  = O,  c' = cos.yOz,  = 0 ; 
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par  conséquent 

fxydm  — o,  fxzdm=o,  fyzdm-=o. 

Donc,  dans  ce  cas,  tout  système  formé  de  l’axe  Oz,, 
et  de  deux  autres  axes  rectangulaires,  menés  arbi- 
trairement par  le  point  O dans  le  plan  sera 

un  système  d’axes  principaux. 

Enfin,  lorsque  les  trois  momens  d inertie  princi- 
paux sont  inégaux , on  peut  être  certain  qu  il  n existe 
qu'un  seul  système  d’axes  principaux;  car  soit  A,  le 
plus  grand  de  ces  trois  momens  inégaux  ; suppo- 
sons , pour  un  moment , [qu’il  existe  un  second 
système  d’axes  principaux  , et  désignons  par  , le 
plus  grand  des  trois  momens  d inertie  qui  s y rap- 
portent. Il  faudrait,  d’après  le  théorème  du  n*  SSg, 
qu’on  eût  à la  fois  A>  A'  ei  A'>  A -,  ce  qui  est  im- 
possible ; donc  il  est  également  impossible  qu  il 
existe  un  second  système  d’axes  principaux. 

SGG.  Jusqu’ici  les  axes  principaux  ne  sont  pour 
nous  que  des  droites  dont  la  considération  est  utile 
dans  le  calcul  des  momens  d’inertie  d’un  corps, 
parce  qu’elle  réduit  ce  calcul  à former  les  valeurs 
des  trois  momens  d’inertie  principaux  (n*  55;) , d’où 
l’on  déduit  ensuite,  sans  nouvelle  intégration,  le 
moment  d’inertie  du  même  corps,  rapporte  à un  axe 
quelconque.  Mais  ces  axes  jouissent,  en  mécanique, 
d’une  propriété  importante,  qui  les  a fait  nommer 
ajces  principaux  de  rotation , et  que  nous  allons 
maintenant  exposer. 

Considérons  un  corps  solide  tom  nanl  autour  d un 
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axe  fixe^  ea  vertu  d’une  impulsion  primitive,  et  sans 
qu’aucune  force  accéle'ratrice  ne  lui  soit  appliquée. 
Soit  Oz,  l’axe  fixe;  désignons  toujours  par 
les  coordonnées  d’un  élément  quelconqne  dm  du 
corps,  respectivement  parallèles  aux  axes  Ox,  Ojy 
Oz'y  par  r,  la  distance  de  cette  molécule  à l’axe  fixe, 
ou  le  rayon  du  cercle  que  cette  molécule  décrit; 
enGn  par  ai  la  vitesse  angulaire,  commune  à tous  les 
points  do  corps.  La  force  centrifuge  de  l’élément 
J/«sera  exprimée  par /-ai*  ( n*  aSg)  et  dirigée  snivant 
le  prolongement  du  rayon  r;  la  force  motrice  cor- 
respondante à cette  force  accélératrice  est  égale  au 
produit  m'.drn;  l’axe  fixe  est  donc  tiré  perpendicu- 
lairement à sa  longueur,  ^r  cette  force  , et 

par  une  force  semblable  pour  chacun  des  élémens 
du  corps.  La  résultante  de  cette  inGuité  de  forces > 
ou  leurs  deux  résultantes,  si  ces  forces  ne  sont  pas 
réductibles  à dnc  seule,  expriment  la  pression  totale 
que  l’axe  éprouve  pendant  le  mouvement  du  corps 
pression  qu’il  est  important  de  connaître,  et  qu’on 
déterminera  facilement. 

•i  » 

En  effet,  transportons  le  point  d’application  de  la 
force  ru'.dmy  au  point  où  sa  direction  coupe  l’axe 
Oz\  et  décomposons-la  en  ce  point,  en  deux  forces 
parallèles  aux  axes  Ox , Oy,  et  dirigées  dans  les 
plans  des  x ,z , et  desjr,  z : la  direction  de  la  force 
rat'.dniy  fait  avec  les  axes  des  a:  et  des^,  des  angleÿ 

dont  les  cosinus  sont^  et  ^ ; les  composantesde  cette 

force,  parallèles  à ces  axes,  sont  donc  xu'.dm  et 
yot'.din;  donc  la  résultante  ou  la  somme  de  toutes 
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les  composantes  parallèles  à l’axe  des  x , esldonnée 
par  l’intégrale  fxM^.dni,  ou  ca*fxdm',  laquelle  inté- 
grale est  égaie  à a>*.Mx^,  M désignant  la  masse  du 
corps,  et  x^  la  valeur  de  r , qxii  répond  à son  centre 
de  gravité.  De  même  la  résultante  des  forces  paral- 
lèles à l’axe  des  y,  et  dirigées  dans  le  plan  des  j",  z, 
est  égale  à en  désignant  par/,  la  distance 

du  centre  de  gravité  au  plan  des  a:,  z.  Et  si  l’on  re- 
présente par  z'  et  z*,  les  distances  des  résultantes 
a>*.Mx^j  et  au  plan  des  x , y,  on  trouvera, 

d’après  la  théorie  des  momens  des  forces  parallèles, 
les  deux  équations 

, Mxfi'  = fxtdm , My;d'  = fyxdm  , 

jdont  on  se  servira  pour  déterminer  z'  et  s'.  De  celte 
maniire,  on  connaîtra  les  intensités  des  forces  diri- 
gées dans  les  plans  desx,  z,  et  des^,  z,  qui  tirent 
l’axe  fixe  perpendiculairement  à sa  longueur,  et  les 
points  de  cette  ligné  où  ces  forces  sont  appliquées. 
Quand  on  aura  z'=z*,  les  deux  forces  cd'.Mx^,  et 
a'.My^y  seront  appliquées  au  même  point  ; par  con- 
séquent elles  se  réduiront  à une  seule,  dont  l’inten- 
sité seraùi‘.Afî^ exprimera  la  pres- 
sion que  l’axe  éprouve  pendant  le  mouvement  du 
corps. 

567.  Maintenant,  supposons  que  la  ligne  Oz  soit 
un  des  trois  axes  prlnclpanx  de  Mj  qui  se  coupent  à 
son  centre  de  gravité.  Soient  G ce  centre,  et  a sa 
distance  au  point  O;  puisque  le  centre  de  gravité  est 
sur  l’axe  Oz,  on  a x^=o,7'^  = o;  d'ailleurs,  si  l’on 
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transporte  l’origine  des  coordonnées  au  point-  G ; 
sans  changer  la  direction  des  axes , les  coordonnées 
de  dm  deviendront  x^jr  et  s— a;  donc  la  ligne  G» 
étant  un  des  axes  principaux , on  aura 

fx(z  — a)  dm  = f xzdm  — ei.fxdm  = o, 

fy  (z  — it)  dm  = fyzdm  — « ./ ydm  = o j 

d’où  l’on  conclut  fxzdm—o,  et  fysdm=.o  y en  obser- 
vant que  fxdm—Mxy=.Oy  fjdm—My  ==.o.  Or,  la 
résultante  u>*.Mx^  des  forces  dirigées  dans  le  plan 
des  JC,  s,  et  la  somme  m* .fxzdm  de  leurs  momens, 
étant  nulles,  ces  forces  ss  font  équilibre,  indépen- 
damment de  l’axe  fixe;  et  par  une  raison  semblable, 
les  forces  dirigées  dans  le  plan  des^,  z,  se  font  éga- 
lement équilibre;  donc,  dans  le  casque  nous  exami- 
nons, les  forces  centrifuges  des  différens  points  du 
corps  n’exercent  aucune  pression  sur  l’axe  de  rota- 
tion, de  sorte  que  si  cet  axe  cessait  tout  à coup  d’étre 
fixe,  le  mouvement  du  corps  n’en  serait  aucunement 
chaugé,  et  continuerait  comme  auparavant. 

568.  Si  la  ligne  Oz  ne  passe  pas  par  le  centre  de 
gravité,  et  que  cette  ligne  soit  un  des  axes  princi- 
paux de  My  qui  se  coupent  au  point  O,  on  n’aura 
plus  X =o  et^,=o,  mais  on  aura  toujours  fxzdm=Oy 
fjrzdniz=.o  ; par  conséquent  les  deux  distances  z'  et  a* 
seront  nulles,  et  l’axe  de  rotation  éprouvera  une 
pression  égale  à a*. et  appliquée  au 
point  O;  il  suffira  donc,  dans  ce  cas,  que  ce  point 
reste  fixe  pour  que  la  pression  due  aux  forces  cen- 
trifuges soit  détruite;  donc,  si  l’on  suppose  que  la 
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ligne  Oz  cesse  d’étre  fixe  et  devienne  libre  de  tour- 
ner autour  du  point  fixe  O,  le  mouvement  ne  .sera 
pas  changé,  et  le  corps  continuera  de  tourner  autour 
de  cet  axe,  comme  s’il  fïit  resté  fixe. 

Ainsi,  un  point  fixe  O étant  donné  dans  un  corps 
solide  de  figure  quelconque , il  existe  toujours  trois 
axes  passant  par  ce  point,  autour  desquels  le  corps 
pourra  tourner  uniformément,  sans  que  ces  axes  se 
déplacent,  et  comme  si  ces  droites  étaient  entière- 
ment immobiles. 

Les  axes  principaux  qui  se  coupent  au  point  O, 
sont  les  seuls  qui  jouissent  de  cette  propriété  ; car 
si  l’on  forçait  le  corps  de  tourner  autour  d’un  autre 
axe  fixe,  mené  par  le  point  O,  cet  axe  éprouverait 
une  pression  qui  ne  passerait  pas  par  le  point  O, 
puisqu’alors  les  distances  S'  et  a*  ne  seraient  plus 
égales  à zéro;  lors  donc  que  l’axe  deviendrait  libre 
de  tourner  autour  du  point  O,  qui  resterait  seul  fixe, 
la  pression  ne  serait  plus  détruite;  par  conséquent 
celte  force  déplacerait  l’axe  de  rotation , et  le  mou- 
vement serait  changé. 

Lorsqu’un  corps  solide , retenu  par  un  seul  point 
fixe  , sera  mis  en  mouvement  par  le  choc  d’un  autre 
corps  ou  de  toute  autre  manièfe , il  suffira  qu’il  com- 
mence à tourner  autour  d’un  des  axes  principaux  qui 
se  coupent  en  ce  point,  pour  que  son  mouvement 
continue  indéfiniment  autour  de  ce  même  axe  , 
comme  s’il  était  fixe  ; il  sera  donc  nécessaire  et  suffi- 
sant que  la  percussion  que  l’axe  de  rotation  éprouve 
à l'origine  du  mouvement , se  réduise  à une  seule 
force  perpendiculaire  àcclaxe  et  passant  par  le  point 
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fixe,  puisqu’alofs  la  fésistance  de  ce  point  saSti^ 
pour  que  l’axe  puisse  supporter  cette  percussion , sans 
se  déplacer  et  aussi  bien  que  s’il  était  entièrement  fixe. 
Nous  avons  donné,  dans  le  n”  545,  un  exemple  de 
ce  cas  particulier.  . • 

§.  III.  Mouvement  Varié  ; oscillations  du  Pendule 
composé. 

. 569.  Après  cette  digression  sur  les  propriétés  des 
momens  d’inertie  et  des  axes  principanx,  reprenons 
le  problème  du  mouvement  d’un  corps  solide  au-< 
tour  d'un  axe  fixe , et  supposons  maintenant  que 
tous  les  points  du  mobile  Sont  sollicités  par  des  forces 
accélératrices  données. 

Partageons  toujours  la  niasse  du  corps  én  élémeas 
infiniment  petits  fsoit  dm  un  de  ces,élémens^  r sa 
distance  a l’axe  fixe,  ou  le  rayon  du  cefole  que  Ce 
point  matériel  décrit  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
cet  axe;  m^m^  mm'  (fig.  14)  deux  élémens  consé- 
cnti&  de  oc  cescle,  et  m^/n T,  mn'T'y  leurs  prolon- 
gemens  dans  le  sens  du  mouvement  du  corps.  Con- 
sidérons le  point  matériel  dm  y à l’inStant  qu'il  par- 
vient au  point  m de  sa  trajectoire  ; désignons , à.  cet 
instant,  par  l’intedsité  de  la  force  accélératrice 
qui  agit  sur  dm  ; par  <f',  l’angle  aigu  ou  obtus,  que  là 
direction  de  cette  force  Êiitavecla  ligne /»7^;  par«, 
la  vitesse  angulaire  du  corps;  et  par  ty  le  tems  écoulé 
depuis  l’origiue  du  mouvement.  Si  l’on  décompose 
la  force  en  trois  forces  rectangulaires,  l’une  pa- 
rallèle à l’axe  fixe,  l’autre  dirigée  suivant  le  rayon  r, 
et  la  troisième  dirigée  suivant  la  ligue  mT y les  deux 
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premièfes  seront  détruites  par  la  résistance  de  l'axe  ; 
il  serait  nécessaire  d’jr  avoir  égard  dans  le  calcul  de 
la  pression  que  cette  droite  supporte;  mais  elles 
n’ont  aucune  influence  sur  le  mouvement  du  corps, 
et  nous  en  pouvons  faire  entièrement  abstraction.  La 
composante  de  (p,  dirigée  suivant  mT,  est  égale  à 
(p.cos.J'  ; c’est  cette  force  qui  fait  varier  la  Vitesse  an- 
gulaire O),  dont  nous  nous  proposons  de  déterminer 
la  valeur  en  fonction  du  tems. 

Or,  à la  fin  du  tems  t,  la  vitesse  de  est  égale  à 
ro) , et  dirigée  suivant  /n  Z' ; si  l’élément  dm  se  détachoil 
du  corps  et  devenait  libre,  l’action  de  la  force  p.cos.S' 
augmentearait  cette  vitesse  de  p. cos. S' .dt,  pendant 
l’instant  donc  à la  fin  du  tems  t-\-dt,  la  vitesse 
de  (hn  serait  encore  dirigée  suivant  rnT,  et  égale  à 
/•a)-|-<p.cos.tr.d/.  Mais  l’élément  dm  continuant  de 
faire  partie  du  corps , sa  vitesse , à la  fin  du  tems 
t-\-dly  se  trouve  dirigée  suivant  mm'T'  et  égale  à 
r(û)-i-dû>);  donc,  eh  vertu  du  principe  général  de 
dynamique  (n*  353),ily  aura  équilibre danslesystème, 
si  l’on  imprime  à chaque  élément  du  corps , deux  vi- 
tesses qui  seront,  par  rapport  à l’élément  quelconque 
dm , Tsi)  -|-  (p . cos . eT . d<  et  /•(«  -f-  d'^)  : la  première , 
dirigée  suivant  w/Z’,  dans  le  sens  du  mouvement  du  ’ 
corps;  la  seconde,  dirigée  suivant  'Prtim,  en  sens 
contraire  de  ce  mouvement.  En  multipliant  ces  vi- 
tesses par  la  masse  de  l’élément,  on  aura  les  quan- 
tités de  mouvement  qui  doivent  se  faire  équilibre  ; 
et  en  multipliant  de  nouveau  ces  produits  par  la  dis- 
tance de  l’élément  h l’a'xe  fixe,  on  aura  les  momens 
dç  ces  foVcès  qui  doivent  entrer  dans  l’é<^tion  d’é- 


^ pigiti  - by  v^o.oglç 
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quilibre  autour  de  cet  axe  (n"  G5)^  lesquels  naomens 
%evon\. cos. i' .dt. dm  et  r*(<w+rfa) 
relativement  à l’élément  dm.  Cette  équation  se 
forme  eu  égalant  la  somme  des  momeus  des  forces 
qui  tendent  à foire  tourner  leurs  points  d’application, 
dans  le  sens  du  mouvement  du  corps,  à la  somme  des 
momeus  de  celles  qui  tendent  à foire  tourner  leurs 
points  d’application  eu  sens  contraire  de  ce  mouve- 
ment; la  première  somme  est  donnée  par  l’intégrale 
de  t*a>. dm->rrip. cos. ^.dl. dm f prise  par  rapport  à 
dm,  et  étendue  à la  masse  entière  du  corps;  la  se- 
conde est  donnée  par  l’intégrale  de  t* (u-\-  doù^.dm, 
prise  de  la  même  manière;  donc  l’équatiou  d’équi- 
libre sera 

yi-*a) . dm  cos .S'.dt. dm  = fr' («  de.')  . dm  ; 

ou  bien,  en  réduisant, 

dt.fï^.coi.i.dm  = da.ff"din.  (i) 

Cette  équation  servira  à déterminer  la  vitesse  an- 
gulaire en  fonction  du  tems,  lorsque  la  force  ^ 
et  l'angle  ‘cT  seront  donnés  pour  tous  les  poû^  dn 
' corps.  • ™ 

370.  Prenons,  pour  exemple,  le  cas  particulier 
où  la  pesanteur  est  la  seule  force  qui  agisse  sur  les 
points  du  corps,  et  où  l’axe  de  rotation  est  une 
droite  horizontale.  Soient  alors  x , jr,  z,  les  coor- 
données de  l’élément  quelconque  dm,  parallèles  à 
trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oj",  Oz,  dont  le  troi- 
sième Oa  est  supposé  l’axe  de  rotation  ; prenons  aussi 

l’axe 


\ 
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l’axe  Oy  horiïontalj  comme  l’axe  Oz,  et  l’axe  Ox, 
vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur  ; et 
soit  g celte  force  accélératrice  constante.  Nous  au- 
rons et  quand  l’élément  dm  se  trouvera  u 

point  /»,  noos  aurons  aussi  <!'  = AmTy  Am  étant 
la  verticale  menée  par  le  point  m-,  j’abaisse  de  ce 
point  la  perpendiculaire  mC  sur  l’axe  Oz,  et  je 
prolonge  la  droite  mA  jusqu’à  ce  qu’elle  rencontre 
le  plan  des  jr,  z,  au  point  p;  on  aura  »iÇ^=rf 
Cp  '=y,  et  h cause  que  l’angle  Cmp  est  COTnplé- 
ment  de  l’angle  AmT,  il  en  résnltera 

“ = r.3in.Cm/j=  r.cos.iT; 

par  conséquent 

fr^.coi.S'.dm  = g.fydm, 

ou  bien, 

. cos . J',  dm  = ; 

ilf  étant  la  masse  du  corps,  et^^  la  distance  de  son 
centre  de  gravité  au  plan  des  x,  z.  Soit  encore  a la 
distance  de  ce  point  à l’axe  Oz,  et  la  va- 

leur dft  moment  d’inertie  fr*dm,  de  sorte  que  Mk* 
soit,  comme  dans  le  n*  355  , le  moment  d’inertie  de 
ÂJ,  rapporté  à un  axe  parallèle  à Oz,  et  mené  par  le 
centre  de  gravité  de  ce  corps.  L’équation  (i)  de- 
vient, en  y substituant  ces  valeurs  de //-ip.  cos.  J‘, dm 
«t  fr*dm,  et  supprimant  le  facteur  df , 

gy,A*— + ^'‘)Aj  = o.  (a) 

Supposons  que  le  point  G désigne  le  centre  de  gra- 
vité de  d/;  à l’origine  du  mouvement  le  plan  mobile 
GOz,  qui  passe  par  ce  centre  et  par  l’axe  de  rotation, 

3.  â 
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faisait  un  certain  angle  avec  le  plan  vei'ûcal  des  Xy-ÿ: 
représentons  ce  t angle  par  at,  et  par  a — 6,1'aagle  que  le 
jaièmeplan  GOz  fait,  àun  instant  quelconque, avec  sa 
position  initiale  ; 6 sera  l’angle  compris  , au  même 
instant,  entre  le  plan  GOz  et  celui  des  x,  z;  cet 
.angle  deviendra  négatif,  quand  le  centre  de  gravité 
passera  de  l'autre  côté  du  plan  des  a*,  z , et  il  e&t  aisé 
de  voi  r que  l’on  aura  toujours  = a . si  n . 6.  L'arc  de 
cercle  décrit  par  le  point  G , depuis  l’origine  du 
moi^ment  jusqu’à  l’instant  quelconque  que  nous 
considérons,  sera  égal  à a (a — G);  sa  diirérentielle.ÿ 
divisée  par  l’élément  du  tems,  donne  la  vitesse  de  ce 
point;  donc  en  divisant  cette  vitesse,  parla  distance 
a du  même  point  à Taxe  de  rotation,  on  aura  la 

vitesse  angulaire  du  corps  ; donc  a>  = — ~ , et 


Au  moyeu  de  ces  valeurs  de  et  de  l’équa- 
tion (2)  se  change  en  celle-ci  : 


d*fl 

3T- 


_££_ 

a'  + k‘ 


.sin.6  = O. 


* 


Multipliant  les  deux  membres  par  2 </6 , et  ititégrant, 
on  a 


d? 

1? 


— ‘^,3-C08.6  -j- 
u‘  -f-  A’  ' 


C. 


On  déterminera  la  constante  arbitraire  C,  en  suppo- 
sant que  O soit  la  vitesse  angulaire  à l’origine  du 

mouvement;  de  manière  qu’on  ait,  à la  fois,  ^ = — £1 
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’el  9—a;  ce  qui  donne  C=n* — ^^^-.cos.a.,  elpar 
conséquent 

dô*  ofjg; 

En  résolvant  celte  équation  par  rapport  à dt,'^ 
intégrant  ensuite,  on  aura  t en  fonction  de  0,  et  ré- 
ciproquement 6 en  fonction  de  ^ On  connaîtra  donc- 
a chaque  instant,  la  position  du  plan  Güz , ce  qui 
suffit  pour  déterminer  la  position  du  corps  ; et  dans 
ehaque  position,  sa  vitesse  angulaire  sera  aussi  con- 
nue, puisqu’on  a,  en  fonction  de  l’angle  0,  la  valeur  de 

• 1 > y 

^ , qui  est  le  carre  de  cette  vitesse. 

• 

571.  Si  l’on  suppose  que  le  corps  se  réduise  à un 
point  matériel  pesant,  attaché  à l’axe  Oz  par. une 
droite  inflexible  et  dénuée  de  pesanteur,  et  qu’on 
désigne  par  l la  longueur  de  cette  droite,  on  aura 
a=i-,  le  moment  d’inertie  se  réduira  au 

produit  de  la  masse  M,  par  le  carré  delà  distance  l; 
donc  A=o,  et 

d6* 

^ (coi. fl  — cos.a) -J-n*. 

Cette  équation  doit  coïncider  avec  celle  que  nous 
avons  donnée,  dans  le  n*  269,  pour  déterminer  le 
mouvement  du  pendule  simple  ; et  c’est  en  eflet  ce 
qu’il  est  aisé  de  vérifier.  En  la  comparant  à l’équa- 
tion (3),  on  voit  que  le  mouvement  du  point  matér 
riel  que  nous  considérons  maintenant,  sera  le  même 

8..' 
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que  celui  du  corps  solide  dout  il  était  question  dans 

le  n*  préeédent,  toutes  les  fois  que  les  coefliciens  ^ 
et  » par  lesquels  ces  deux  équations  diffèrent 

l’une  de  l’autre , seront  égaux  entre  eux,  c’est-à-dire, 
lorsqu’on  aura 

a 


C’est  d’après  cette  formule  que  l’on  calcule,  ainsi 
que  nous  l’avons  annoncé  ( n"  2Ü5) , la  longueur  du 
pendule  simple  qui  correspond  à un  pendule  com- 
posé donné.  On  détermine,  d'abord  par  le  calcul  ou 
par  l’expérience , la  masse  de  ce  pendule  et  dis- 
tance de  son  centre  de  gravité  à l’axe  de  suspension; 
distance  qui  est  représentée  par  a , dans  notre  for- 
mule ; on  calcule  aussi  le  moment  d’inertie  de  cette 
masse , par  rapport  à un  axe  parallèle  à l’axe  de  sus- 
pension et  passant  par  le  centre  de  gravité  ; divisant 
ce  moment  par  la  masse,  on  a la  valenr  de  A*,  et  en 
substituant  ces  valeurs  de  a et  de  k*  dans  la  formule  , 
on  a la  longueur  / du  pendule  simple,  qu’il  s’agissait 
de  trouver.  0 

La  vitesse  initiale  de  ce  pendule  simple  est  égale  à 
Ici , et  l’angle  a.  est  la  quantité  dont  il  a été  écarté  de 
la  verticale  ; ces  deux  quantités  étant  données , il  sera 
aisé  de  reconnaître  si  le  pendule  doit  faire  des  révo- 
lutions entières  autour  de  son  point  de  suspension  , 
ou  s’il  doit  simplement  osciller  de  part  et  d’autre  de 
la  verticale  (n“  26g)  : or,  le  pendule  composé  fera 
aussi  des  révolutio^ns  entières  autour  de  sou  axe 
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de  suspension , ou  bien  il  oscillera  de  part  et  d’autre 
de  sa  position  d’équilibre , dans  les  mêmes  cas  que  le 
pendule  simple  qui  lui  correspond;  et  les  durées  de 
ces  révolution.s  ou  de  ces  oscillations  seront  égales 
entre  elles,  et  les  mêmes  pour  les  deux  pcndiües. 
Ainsi , par  exemple , si  la  vitesse  initiale  et  l’écarte- 
ment primitif  sont  supposés  très-petits,  les  deux  pen- 
dules feront  des  oscillations  isochrones,  dont  la  du-^ 


ree  sera  e. 


%aleà-7r.Y/|.  ou  à -tt.  (n'ayo) 


37a.  Lorsqu’un  corps  pesant,  de  figure  quelcon- 
que , oscille  autour  d’un  axe  horizontal,  il  existe  une 
infinité  de  points  de  ce  corps,  dont  le  mouvement 
est  le  même  que  s’ils  étaient  isolés  et  simplement  at- 
tachés à l’axe  fixe,  par  un  fil  inextensible  dénué  de 
pesanteur.  Ces  points  se  nomment  des  centres  (t os- 
cillation. Pour  les  distinguer  des  autres,  j’observe 
d’abord  que  chaque  point  du  corps  fait  des  oscilla- 
tions égales  de  part  et  d’autre  de  la  position  qu’il 
occupe,  quand  le  corps  est  en  équilibre,  c’est-à- 
dire,  lorsque  son  centre  de  gravité  se  trouve  dans  le 
plan  vertical  mené  par  l’axe  fixe  ; les  points  qui  ap- 
partiennent à la  section  du  corps  faite  par  un  plan 
mené  par  l’axe  et  par  le  centre  de  gravité,  et  qui 
sont  situés  du  même  côté  que  ce  centre  par  rapport 
à cette  droite,  sont  donc  les  seuls  qui  oscillent  de 
part  et  d’autre  de  la  verticale,  comme  des  points 
isolés;  mais  la  durée  de  leurs  oscillations  étant  la 
même  que  pour  le  pendule  simple  dont  nous  venons 
de  déterminer  la  longueur,  il  s’ensuit  que  ceux  d« 


n8  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 

ces  points  qui  sont  à une  distance  / de  l’axe,  sont  les 
seuls  qui  fassent  leurs  oscillations  dans  le  même  tems' 
que  s’ils  ctoient  isoles  ; donc  tous  les  centres  d’oscil-' 
kition  sont  rangés  sur  une  droite  parallèle  à’  l’axe  de 
suspension,  menée  à la  distance  l de  cet  axe,  et  si- 
tuée dans  le  même  plan  que  l’axe  et  le  centre  de  gra- 
vité, du  même  côté  que  ce  centre. 

« 

On  voit  par  la  valeur  de  /,  que  l’axe  de  suspension 
et  l’axe  qui  renferme  les  centres  d’oscillation  , sont 
réciproques  l’un  de  l’autre;  de  manière  que  si  la  se- 
conde droite  devenait  l’axe  de. suspension  , la  pre- 
mière deviendrait  l’axe  des  centres  d'oscillation.  E» 
effet,  soit  a\  la  distance  du  centre  de  gravité  à la  se- 
conde droite,  et  i la  distance  dés  centres  d’oscilla- 
tion à cette  droite,  quand  elle  est  devenue  l’axe  do 
suspension , on  aura 

'/r*  i* 

a'~l-a=-,  et  = a' -f- = - + a = / ; 
a a a 

donc  alors  les  centre^ d’oscillation  se  trouvent  sur  la 
première  droite,  et  par  conséquent  cette  droite  de- 
vient l’axe  de  ces  centres. 

SyS.  Les  distances  l et  l'  étant  égales , il  en  résulte 
que  les  petites  oscillations  du  corps  seront  de  même 
durée,  soit  qu’on  choisisse  la  première  droite,  ou 
qu’on  prenue  la  seconde  pour  axe  horizontal  de  sus- 
pension; mais  ces  deux  droites  ne  sont  pas  les  seules 
qui  jouissent  de  cette  propriété,  et  l’on  peut  trouver 
dai^  ua  même  corps  une.  infinité  d'axes  dilférens. 
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autour  desquuls-ce  eorJ>»f*era  Ses  oscillations  dans  le- 
même  tems.  , , 

D’abord  il  est  évident  que  la  valeur  de  l et  la  duree 
des  oscillations  seront  les  mêmes  pour  tous  le&axe» 
de  suspension  parallèles  entre  eux  et  équidistans  du 
cëritl-e'de  gi’avité,  puisque,  pour  tous  ces  axes  , 
quantités  et  n ne  varient  pas.  On  peut  aussi  cHéfni'^ 
ei*f  h dlfeètiori  de'  ces  axes  et  leur  distance  au  centrel 

D*  I • 

dc’gravité^  ssths  que'Ia  valeur  de  / change  ; carsil’on' 
désigné  par  è,  e",  les  angles  que  la  parallèle  à l'axe* 
db’ÿnspertsibri , menée  par  le  centre  de  gravité,  fait’ 
avec  les  trois  axes  principaux  du  corps  qui  se  coii-'- 
pènt'en  ce  point,  et  par  J9,  C,  les  mômensf 
d’iriertie  relatift  à Cés'àxes’;  Si 'de  plus  on  observe' 
que  M étant  la  masse  du  corps,  Mk*  désigne  le  mo“  ’ 
ment  d’inertie  rapporté  à celte  parallèle  (n*  îyo),  ou 
aura,  d’après  le  n”  35y, 

3/ A*  = A.coi^.  s + B.cos'.f'  + C.cos*.!*, 

et  par  conséquent 

, Mà'  + A.cos'.i  + i5.cos“.t'+  C.cos’.*" 

/_  __  ; 

I 

or,  on  peut  évidemment  donner  à a,  t,  t,  t,  une  in- 
finité de  valeurs  différentes  pour  lesquelles  celle 
valeur  de  / restera  la  même. 

Si  l’on  voulait  que  la  fonction  / fût  un  minimum 
par  rapport  aux  quantités  variables  «,  e,  é',  il  ré- 
sulte de  sa  forme  qu’en  supposant  /i  la  plus  petite 
#des  trob  quantités  A y B , C,  il  faudrait  qu’on  eùn 
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d’abord  £ = o ^ ê'=  i oo%  .*=  ,i  oo*  ; donc 


A/fl*  -I-  A 

ÂFÔ~  ' 


.J 


■ ' 


d’où  l’on  conclut,  par  la  règle  connue. 


pour  la  valeur  de  a , qui  répond  au  minimum.^  de-  . 
mandé.  Il  s’ensuit  donc  que  les  axes  de  suspension, 
par  rapport  auxquels  les  petites  oscillations  d'un 
corps  se  font  dans  le  tems  le  plus  court,  sont  paral- 
lèles à l’un  des  trois  axes  principaux,  qui  se  coupent 
ù son  centre  de  gravité,  savoir,  à celui  qui  répond, 
au  plus  petit  moment  d’inertie;  et  qu’ils  sont  aune 
distance  de  cet  axe  principal,  égale  à la  racine, car- 
rée de  ce  moment  d’inertie,  divisé  par  la  masse  du 
corps. 
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M : .1  ' > CHAPITRE  IV. 
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DU  MOUVEMENT  D'ÜN- CORPS  SOLIDE  AUTOUR 

D*UN  POINT  FIXE. 

’ §.  1“ . Formules  préliminaires.  * 

.0,  S 

374-  Considérons  d’abord,  en  lui-méme  et  indé- 
pendamment des  forces  qui  le  produisent,  le  mou- 
vcnnent  dç  rotation  dun  corps  solide  de  figure  quel- 
conque, autour 'd’un  point  Gxe.  Soit  O (fîg.ii3)  ce 
point;  Ox,0y,  Oa,  trois  axes  fixes  et  recUmgulai res,, 
choisis  arbitrairement  , Oj-^,  Oz^,  trois  autres 
axes  rectangulàires , fixes  dans  le  corps  et  mobiles 
aTcc'lui;  autour  du  point  O >:> dans  la  suite,  nous 
supposerons  que  ces  deniières  droites  sont  les  axes 
principaux  du  corps,  qui  se  coupent  au  point  O;  mais 
maintenant  leurs  directious  sont  regardées  comme 
entièrement  arbitraires.  Soient' aussi  z,  les- 

coordonnées  d’un  point  quelconque  du  corps,  pa- 
rallèles aux  premiers  axes,  et  3^,  les  coor- 

données du  même  point,  parallèles  aux  axes  Ox^y 

Oz^.  En  conservant  toutes  les  dénominations 
du  n*  56i  , noos  aurons  ^ ' 

x=ar,+  by,  + cz^, 

y—a'x^  + + 

* = 4-  b"y,  4-  c"a,. 
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>33  TRAITÉ  m iVlÉCANIQfUfX^  * I 1 
Les  coefliciensa,  bj  c,  etc.  ^ sonlliés  entre  eux  par 
Us  équations  de  condition  que  nous  avons  données 
dans  ce  n%  et  dont  nous  ferons , dans  tout  ce  qui  va 
suivre,  un  usage  remarqnajile.  Ces  coefTiciens  re- 
présentent les  cosinus  des  angles  compris  entre  les 
droites  Oar,  Oj,  Oz,  et  lès  droites  Os-' 

de  manière  qu’on  a 


• a —cot.xOx^,  cv^cps.xOi^, 

a = cos  .y  Ox^ , b'  =z  cot  . y Oy^ , c'  = cos . y Oz^ 

«*=  cos.zOx^i  b"  = cos.aOy,  » <^os. cGz^. 

, i-y  -■  . a.iàar?..  i’ 

11  est  'évident  qaeleS  quantités  a , bl,  ct^  sontj 
les  mémesyà  dhaque  Histfiatÿ  peur  toü&les  {lointeidur 
corps  ; mai^  elles  varient  pendantile  mouvojqett^yiet) 
r.an'::dbit  les,  considéHer  comme  des^  fôYiclibnsi.  dm 


tems;  r afUi  contraire,* rès.çoèhdonnées  àrjjijr'  va^» 
rient'  en  passant  d’ümipbiirt!  a un  autre^  du!  jîoirps:;^ 
mais:  elles  restènt'  eotnstamtnsnt  les  ménsoies  poiio  uiiR 
même  point;  dei  sort*  qui eUeb  nei  variei»tiip»»'av«<ïi 
le  tems^  £«'  représentant  donc  le  temS  ipar. 
diOereoEttiaot ' les  valeurs  de  x,.  jt;,a^npdrtnapport,j|T 
«Btte  variable-,  ou  aura  ^ rj 


(ÎX 

da 

' db' 

i 

; cvo* 
de 

-'r  ■= 
dt  ' 

•It 

'^Tr 

dï 

■■d-r^  -■ 

dy 

iTa' 

+ yr 

db' 

+ */• 

dr‘  ï. 

tt  = ^' 

■■rfF 

dt 

dt  ’ 

dz 

da" 

dV 

I 

dtr"  ' 

■ dt 

+ y,- 

■ dï 

+ 2, 

• dt' 

Ces  valeurs  de 


dr  dy  dz  . . , 

dT^'É’  dt  ’ ® 
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LIV.  III.  SUITE  DE  LA  DYNAMIQUE,  i aS 
tant  quelconque  , les  composantes  parallèles  aux 
droites  Ojc,  Ojr,  Oz , de  la  vitesse  du  point  qui  ré- 
pond aux  coordonnées  jr^y  si  donc  on  veut 
connaître  les  points  du  corps  dont  la  vitesse  est  nulle 
à cet  instant,  on  les  déterminera  en  égalant  ces  va- 
leurs à zéro;  ce  qui  donne 

xjda  -f-  ydb  + z/lc  = o , 
xda  yjib'  + z^dc'  = o , 

x/ia’  y, dh"+  z^dc"—  o. 

Or,  en  multipliant  la  première  de  ces  équations 
par  c,  la  seconde  par  c , la  troisième  par  c*;  les  ajou- 
tant ensuite,  faisant,  pour  abréger,  ’ ^ 

edh  -J-  c'db'  -f-  c'dh“  = pdt,  cda  -H  cda'  + cVa"  = — qdt , 

et  observant  quel’équation  c'-f-c'*-{-6'*=i , dn  n*  5Si,. 
donne,  en  la  différenliant,  cdc-\-c'dc'-\-c"dç'—Oy  il 
vient 

; ■ = ' 

Si  l’on  ajoute  ces  mêmes  équations,  après  avoir 
multiplié  la  première  par  la  second  par  b',  la 
troisième  par  b’,  on  trouve 

eu  faisant,  pour  abréger, 

bda  -f-  b‘du'  -f.  b°âa“  = rdt , 

et  en  observant  que  les  équations  b*~\-b'^-\-b'^=.  i. 


« 
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ia4  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 
etic-f-iV+ Z»V=o^  du  U*  cité^  donnent  bdb-\~Uâb*, 
-^b’db"z=iOy  et  . 

Idc  + b' de'  + b" de’  =—-cdb  — c'db'  — c’db"  — — pdt. 

» 

Enfin,  les  trois  équations  (i)  étant  mrdtipUées 
respectivement  par  a,  a,  a y et  ensuite  ajoutées,  iL 
vient 

— ry,  = o; 

car  on  a ada-^a'da' -\-a’dc^ z=^o  ^ à cause  de  a’-^a'* 
eide  plus, les  équations ia-f-èV+6*a*=o, 
et  ca4-c'a'+c'«'=o  (n“  36i),  donnent 

adb  + a'db'  + ardb"  z=^  — bda  — b'da'  — b“da"  — — rdt, 

ade  + a de'  -f-  a’de’  = — • eda  — d da'  — e’da!'  = qdt. 

Nous  avons  de  cette  manière , au  lieu  des  équa- 
tions (i),  les  trois  équations  équivalentes  : 

= Tx,-^pz,  = o,  qz,~ry,^o-.  (a) 

l’une  quelconque  de  celles-ci  est  comprise  dans  les 
deux  autres  j et  il  est  évident  qu’elles  appartiennent 
à une  droite  passant  par  l’origiue  des  coordonnées  x^y 
y^y  z^y  ou  par  le  point  O. 

Il  suit  donc  de  cette  analyse  que  tous  les  points  du 
coi’ps , dont  la  vitesse  est  nulle  à un  instant  quelcon- 
que, sont  rangés  sur  une  droite  passant  par  le  point 
fixe.  Cette  droite  peut  être  regardée  comme  immo- 
bile pendant  un  instant  infiniment  petit;  donc,  pen- 
dant cet  instant,  le  corps  tourne  autour  de  cette 
droite  comme  autour  d’un  axe  fixe;  par  conséquent. 
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• LIV.  III.  SUITE  DE  LA  DYNAMIQUE,  i a5 
l’on  doit  SC  représenter  le  mouvement  de  rotation 
d’un  corps  solide^  autour  d’un  point  fixe,  comme 
ayant  lieu  à chaque  instant  autour  d’un  axe  qui  reste 
immobile  pendant  un  intervalle  de  tems  infiniment 
petit.  En  général , la  position  de  cet  axe  change  d’un 
instant  à l’autre  pendant  le  mouvement  ; et  pour  cette 
raison,  on  l’appelle  l’axe  instantanée  de  rotation. 


Z’jS.  Supposons  que  la  droite  01  représente  cet 
axe  à un  instant  quelconque;  les  équations  (2)  sont 
celles  de  ses  projections  sur  les  plans  des  coordon- 
nées l’on  conclut,  par  les  formules 

counues, 

^ / 


cos./Ox^  = 
cos . lOy^  = 


P 

’Vp'+q'  + r-‘ 


cos.  lOz,  = — - --  — ■ 


J.iOrs  donc  que  les  trois  quantités  p,  q,  r,  seront 
connues,  on  pourra  assigner  la  position  de  l’axe  ins- 
tantanée, par  rapport  aux  trois  axes  mobiles  Ox^y 
, Oz,.  Toutes  les  fois  que  ces^  quantités  seront 
constantes,  l’axe  de  rotation  reslira  fixe  dans  le  corps, 
c’est-à-dire,  qu’il  le  traversera  constamment  dans  les 
mêmes  points  ; leurs  vitesses  seront  donc  milles,  et 
ces  points, demeureront  immobiles  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement  ; donc , dans  ce  cas , l’axe  de 
rotation  sera  aussi  une  droite  fixe  dans  l’espace. 

576.  Puisqu’à  chaque  instant  le  mobile  tourne  au- 
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Ï2Ô  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 
tour  de  l’axe  instantanée  comme  autour  d’un  axe  (ixe^ 
il  en  re'sulte  que  la  vitesse  angulaire,  relative  à cet 
exe,  est  la  même  pour  tous  les  points  du  corps 
(n*  54 1 ).  Pouf  en  déterminer  la  valeur,  considé- 
rons le  point  qui  se  trouve  sur  l'axe  aune  dis- 
tance du  point  O J égale  à l’unité;  nous  atux>ns,  re- 
lativement à ce  point,  iC^=o,j*,=o,  ; sa 

vitesse  absolue  sera  donc 


IF 


t/y* 


t/i* 


V/(/c*  + t/t'*  + t/c'* 


dt 


d’ailleurs  sa  distance  à l’axe  de  rotation  est  égale  à 
sin./Oz^,  dont  la  valeur  est,<d’après  le  n*  précé- 
dent. 


sin./Os,=  1 — cos*. /Oz*,= 


V//»‘  + <7*  + r*’ 


donc  en  divisant  la  vitesse  absolue  par  celte  distance, 
on  aura,  pour  la  vitesse  angulaire. 


y/t/t-*  + t/c’*  + t/ç‘» 
f/t.  V/p*  + g* 


Or,  nous  avons  Cn*#4) 

— pdt  = bdc  + b'dc'  + b“ de" , qdt = ade  -j-  a'dc'  + a“dc"  ^ 

d’où  l'on  déduit,  en  ayant  égard  aux  équations  de 
condition  du  n*  56i , 


(p*  4-  9*)  • df  = ifc*  + t/c'*  -j-  tfe"*  — (ct/c  + ede'  + c"dc"  )*  ; 
quantité  qui  se  réduit  à </c*-{-t/c'*-t-</c**,  à cause  que 
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«dc^ddc'-if^c'dc  par  con.séquenl  la  vitesse  an* 
' gnlaire  clierchee  est  simplement  égale  à 

On  voitcpje  cette  vitesse  sera  constante  toutes  les 
fois  que  la  position  de  l’axe  instantanée  demeurera 
invariable  J mais  l’inverse  de  cette  proposition  n’est 
pas  également  vraie,  et  il  est  possible  que  I’ax« 
change  de  position,  sans  que  la  vitesse  angulaire 
change  de  valeur;  ou  autrement  dit,  il  est  possible 
que  les  quantités  p,  q,  r soient  variables,  et  que  la 
quantité  Ÿ p*^q*-\-i*  vcsie  constante. 


577.  Non-seulement  on  peut,  au  moyen  des  trois 
quantités  p,  q,  r,  déterminer  la  vitesse  angulaire  du 
mobile  et  la  position  de  son  axe  de  rotation,  par 
rapport  aux  di^ites  mais  on  peut 

■ aussi  exprimacles  vitesses  et  les  forces  accélératrices 
de  ses  difféi^s  points,  décomposées  suivant  ces 
trois  droites;  ce  qui  nous  servira,  comme  on  le 
verra  bientôt,  à trouver  de  la  manière  la  plus  directe, 
les  équations  de  son  mouvement  de  rotation. 

En  eflet,  les  composantes  parallèles  aux  axes  fixes 
Ox , Oy,  Ozj  de  la  vitesse  du  point  qui  répond  aux 

coordonnées  x,y,  z,  étant  —,  il  s’ensuitque 

les  composantes  de  la  même  vitesse,  parallèles  aux 


è. 


, Oz^,  seront 

dy 

+ a" 

dz 

J 

dt 

■37? 

Tt 

dz 

'Tt- 

dx  , 

dy 

dz 

J 

' dt 

■ dt' 
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laS  TRAITÉ*  DE  MÉCANIQUE 
Cela  re'suUe  de  ce  que  «,  a',  etc. , représentent  les 
cosinus  des  angles  compris  entre  les  premières  et  les 
secondes  droites,  et  de  ce  que  la  décomposition  des 
vitesses  se  fait  suivant  les  mêmes  règles  que  celle  des 
forces  (n°  220).  Or,  en  substituant,  dans  ces  expres- 
sions, les  valeurs  de  dan*  374,  et  effec- 

tuant des  réductions  qu’on  a déjà  faites  dans  ce  n*, 
on  trouve 

dx  / dv  , „ dz 

, de  , ,,  dy  dz  • 

dx  , dy  dz 

• 

donc  les  trois  quantités  qz^ — rx;-^z^,  py^ — yx,, 
qui  sont  nulles  pour  tous  les  pointslR  corps  qui  se 
trouvent  sur  l’axe  instantanée  de  rotation , expri- 
ment, pour  un  autre  point  quelconque,  les  com- 
posantes de  sa  vitesse,  parallèles  aux  droites  Ox,, 

On  tire  de  ces  dernières  équations,  en  ayant  égard 
à celles  du  n°  36i , 


■jl  = 0(72,  — ry,)  + birx,  — pz;)  + c(py,  — ^x,)  , 
= a'CÇz.  — ry,)  + bXrx,  — pz^)  + eXpy,  — qxj)  , 
^ = a\qz,  — ry,)  + M(rx,  — pz,)  +«"(py,  — qx,)  ; 
et  en  dîfférentiant  par  rapport  au  tems,  il  vient 
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lî*X 

— = a {zdq  —ydr)  + b (jkdr  — z,dp)  + c {y^dp  — x^dq) 

+ (<?*.— O"-)  + (/iy,— 

= a'(zy<7  —y,dr)  + b\x,dr  — arfp)  + c'( y dp  — xjdq) 

+ (7^  — O'/)  • ‘^«'+  — /’O  • + (/y,  — 7^,  ) • 

~ = (^{z.dq—ydr)  + b‘'(x^dr—zdp)  + c"(ydp  — x,dq) 

+ (7*/— O'z)  • + (py, — V^z)  • 


Les  coelHciens  di^érentiels  du  second  ordre, 
d^’  dF*  composantes  parallèles  aux  axes 


fixes  Oæ  y OjTy  Oz,  de  la  force  accélératrice  du  point 
qui  répond #ux  coordonnées  or,  j-,  z ; donc  en  dé- 
signant par;?,,  y,,  r,,  les  composantes  de  la  même 
force , parallèles  aux  axes  Ox,,  Ojr^y  Oz^ , on  aura  . 


d’x  , ~ - 

P'  = ^-dF  + ^-dF  + ‘^-^^> 


d'z 

dF 


, d*x  , ,, 

7z  = *-77F+i'.^  + i',^-., 


r =c  --4-c' 


Substituant  les  valeurs  précédentes  de  . — • 

dl  ’ dt  ' dl  * 

et  faisant  des  réductions  semblables  à celles  du  n® 
574»  on  trouve  . . . ’■  1 • ,,,i. 

p^dt  — z/q  —ydr  -f-  (py^  — qx).qdt  -f-  (ps,  —rx,)yrdt, 
q^dt  =x,dr  z^dp  + (çx,  — py,)  .pdt  -}-  (^*, — ry^.rdt, 
~yfy—^A‘i+  ('■J^z  — p^,)-pdt  4- 


I 
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i5o  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 
et  en  divisant  par  dt,  on  aura  les  valeurs  de 

378,  Si  l’on  considère,  à un  instant  quelconque, 
les  quantités  de  mouvement  dont  les  différens  points 
du  mobile  sont  animés  ; que  l’on  décompose  cha- 
cune de  ces  forces  en  deux  autres , l’une  parallèle  à 
un  plan  mené  arbitrairement  par  le  point  O,  et  l’autre 
perpendiculaire  à ce  plan;  que  l’on  projette  sur  ce 
plan,  les  composantes  qui  lui  sont  parallèles,  et  que 
l’on  prenne  ensuite  la  somme  de  leurs  momens  par 
rapport  au  point  O : on  sait  que  parmi  tous  les 
plans  qui  passent  par  le  point  O,  il  en  existe  un  pour 
lequel  cette  somme  de  momens  est^n  maximum 
( n*  86  ) ; or  la  position  de  ce  plan , relativement  à 
ceux  des  coordonnées  x^yjr,,  z,,  peut  encore  se  dé- 
terminer au  moyen  des  quantités  p,  q y r. 

Pour  le  faire  voir,  j’observe  que,  d’après  ce  qu’on 
a démontré  dans  le  n°  86,  la  position  de  ce  plan  , 
par  rapport  à trois  plans  rectangulaires  quelconques , 
dépend  de  trois  quantités  que  l’on  a désignées  par 
Ly  M y N les  valeurs  de  ces  quantités  dépendent 
elles-mêmes  dès  composantes  des  forces  et  des  coor- 
données de  leurs  points  d’application,  parallèles  aux 
intersections  de  ces  trois  plans  ; mais  en  désignant 
•par  dm , la  masse  de  l’élément  du  coi'ps  qui  répond 
aux  coordonnées  x^y  y^y  a,,  les  composantes  de  sa 
quantité  de  mouvement,  parallèles  aux  droites  Ox^y 
Oy,y  Oz^y  seront  égales  aux  produits  (<73, — 
(rx,-^pz,).dmy  (jy,—  qx,).dmy  puisque  — /j, , 

rXy-^pr^y  py, — ‘fx^y  sont  les  composantes  de  sa  vt- 
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LIV.  III.  SUITE  DE  LA  DYNAMIQUE.  i5i 
-lesâc,  parallèles  aax  mêmes  axes  : il  faudra  donc 
substituer  ces  produits  aux  composantes  P. cos. a, 
P.cos.^,  P.  cos. y J qui  entrent  dans  les  expressions 
generales  de  Z,  A/,  i\T(n’  69),  et  y remplacer,  en  ( 
même  teras,  les  coordonnées x,/,  z,  par  les  coor- 
données s,. 

Ces  substitutions  donnent  d'abord  les  trois  quan- 
tités 

(<?»,— 0'/)  («,— p*,).x,dm, 

O'/)  • > 

(rr,— pt,) . ■yA’^‘> 

leurs  intégrales , prises  par  rapport  à l’élément  étkt 
et  à ses  coordonnées  z^,  et  étendues  à la 

masse  entière  du  corps  , exprimeront  les  sommes  de 
cesqnantités  pour  tous  les  points  du  corps;  lesquelles 
sommes  doivent  former  les  valeurs  de  Z,  M , N; 
donc  on  aura 

^ = <1-fy^A>^  + P — r./(x/  -f  jr,»)dn», 

M =:p.fx,y,dm-j-r.fzjfjdm-‘<i.flz;  +x;ylm, 

N ^T.fzpc,dm  +q.fype,dm^p.fXy;  -f-  z;)dm. 

On  simpliGera  ces  valeurs  en  prenant , ce  qui  est 
permis,  les  axes  priupipaux  du  corps,  qui  se  coupent 
au  point  O,  pour  les  droites  Ox,,  Ojr^,  Oz^;  alors 
les  trois  intégrales  ffji^dnty  seront 

nulles;  et  si,  de  plus,  on  désigne  par  P,C,  les 
momens  d’inertie  relatifs  à ces  axes  principaux,  ou 
les  valeurs  des  intégrales/(z/-f^/)</m,y(z/-{-x/}d/n, 
on  simplement 

L = ^Cr,  N=  — Ap. 

9-.’ 
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i5a  TRAITE  DE  BfÉCANIQUE.  I ’ 
Dobc,  en  élevant  par  le  point  O,  une  perpendicn- 
laire  Ont  au  plan  principal  des  momens^  nous  au- 
rons ( n*  86)  ■ • ' • 

Cr  ' ■ 


coi.mOz^  — -— 
cos.  mOy,= — 
cos.  mOx.= — 


Æ Y + tv  ’ 

^ 

+ fiY  + c*r*’ 

dp 


Vay  + BY  + or  ' 


équations  qui  déterminent  la  position  de  cette  per> 
pendiculaire,  par  rapport  aux  axes  mobiles  Ox, , 
Pr,y  Oz,. 


'379.  Nous  pouvons  aussi  déterminer  la  position 
de  cette  droite  Om,  par  rapport  aux  axes  fixes  Ox, 
Oy,  Oz;  car  on  a (n*  78) 


cos.roOx=  cos.  xOx,.  cos.  mOx^ 

-f-  C08.xOy,.c08.wiOy^  -f-  cos.xOz^.cot.mOz^ , 
C08  .mOy  ~ cos  .y  Ox, . cos . m Ox^ 

• cot.yOy^.cM.tnOy^  coft.yOz^.coi.mOz^, 

cos . m O» = c 08 . * Ox^ . COS . m Ox, 

+ cos.zOj’,.co8.mOj',  -f-  cos.sOz^.cos.mO* ; 

d’où  l’on  conclut 


cos.mOx  = 


Apa  + Bqb  -f-  Crc 

VÂY  + DY-P<Pr’ 


cos.mOy  r= 
COI. mOzs 


Apa'  -4-  Bqb'  -4-  Crc 

VAy-f^q'-P  c>r‘ 

^ "if  I n • 

Y ^-^BY+(Pc' 
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Le  de'nomioaleur  C*r*,'  qui  entre*] 

dans  toutes  ces  formules,  exprime  la  somme  dçs  mo-  .^ 
mens  relatifs  au  plan  principal,  ou  ce  que  nousavons^ 

appelé  le  montent  principal  {xx*  87).  ' ‘ 

-1  .y  iov>.  Ij;;  3up  .11.’- . a * 

38o.  La  position  du  mobile  à chaque  instant  , 
rapport  aux  axes  fixes  des  ic,  j',  s,  dépend  des  trois  ^ 
angles  4>  ^ et'  6,  dn  n”  56i  ; -car  au: moyen  4é  Ces'* 
angles,  les  trois  sections  du  corps  qüe  l’on  a prises^, 
pour  les  plans  mobiles  des  x,,  jr/i-  s;,  sonti«ïéter-*  * 
minées  de  position  par  rapport  à ces  plans  fixés';  -et  <* 
il  suffit  de  cdunaitre  la  position  dedeux  sections  non  * 
parallèles  d’u'n'corps  solide,  pour  que  la  position  de'* 
ce  corps,  ou  de  tous  les  points  de  ce  corps,  soif  en^^  ■■ 
rement  connue.  Le  problème  du  mouvement  de  ro-‘  ' 
tation  autour  d’un  point  fixe  se  réduit  donc,  eri  der-  * 
nière  analyse,  à déterminer  en  fonction  du  tems  les 
valeurs  des  trois  Inconnues  ^ et  6.  Or,  les  va- 
leurs des  quantités  p.^  q , r,  étantsupposéesçonnues,; 
celles  de  (p , et  6 dépendent  de  trois  équations  djf- 
férentielles  fort  simples,  que  l’on  obtiendra  en  diffé- 
rentiantles  expressions  de  a,  c,  etc. , en  fonction 
de  •»{/,  <p  et  0,  données  dans  le  n®  56i , et  en  substi- 
tuant ces  fonctions  et  leurs  différentielles  dans  les 
valeurs  de  pdt,  qdl,  rdt,  du  n®  574..  Ce  calcul  donne,' 
toute  réduction  laite , 

pdt  = 

= cos.^.sin.â.</.4.  q-sin.ÿ.Jâ, 

rdt-=d^  — coi . fl . ^4- 

Pour  Téfiectuer  de  la  manière  I9  plus  simple,  on 
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prendra  Ijss,  yalenra  de  pdt  et  qdt , sous  cette  fbràie  t 

pdt  = — bdc  — b' de"  — b'dc,  qdt  = ade  -f-  a'tit'  -j-  adc*.  ’ 

Comme  les  valeurs  dç  o',  c%  ne  contiennent  pas  _ 
l’angle  il  s’ensuit  que  celles  de  pdt  et  qdt  ne  con- 

tiendront pas  la  diâërentielle  de  Cet  angle  ; d’ailleurs 
les  valeurs  de  b y V y b" y se  déduisent  de  celles  de  a,  a' , ( 
a* y en  y augmentant  l’angle  ^ d’un  angle  droite  ou  en 
y changeantsin.^eucos.^ÿ  etcos.^  en  — Bln.(p;donc 
la  valeur  de  —pdi.  se  déduira  de  même  de  celle  de  ■ 
qdt.  On  peut  aussi  s’assurer  d’avance^  que<  le  coe/E~ 
cient  de  dp  doit  être  égal  à l'unité  dans  l’expression  . 
de,  rdit;  car  ori  a rdl—bdor\~b'da  -{-b*da’ ; à la'  seule  , 
iospectiou  des  valeurs  den,a',a','&,  b\  Z^,du.n‘’5€i, 
on  ViQit  qu’en  différentiaat  a,  d a"y  parca^Ktrt  à cp,  i 
oaaur» 


donc  le  coefficient  de  dq>  dans  la  valeur  de  rdf  , 
sera  ’ 


d^ 


b^  + b'‘ + b"' =:  t . 


38i.  Il  existe  entre  les  quantités  a,  b y c,  etc. , et 
les  quantités;?,  q^  r,  des  relations  importantes  à con- 
naître , parce  qu’elles  peuvent  être  utiles  dans  beau- 
coup d’occasions. 

Si  l’on  ajoute  les  trois  équations 


adr  -|-  a'dc  -f-  a"dc’  = qdt , 
bdc  + b'dc'  + b‘dc^  = — pdt, 
ede  -f-  f 'de'  -f-  c'dc*  = O , 

...-À 
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après  avoir  maltiplié  la  première  par  a,  la  seconde^ 
par  la  troisième  par  c,  on  trouve , à cause  des 
équations  de  condition  du  n*  56i , 

• dc-*=  (a<7  — bp) . dt. 

En  ajoutant  ces  mêmes  équations,  après  les  avoir 
multipliées  d’abord  par  a',  b' y c\  et  ensuite  par  et, 
V,  c"y  il  vient  > 

de'  = (o'g  — b'p)  dt,  de"  =:  (fl"q  — b’p) . dt. 

En  considérant  les  équations 

cdb  + c'db*  -f-  c"db"  = pdt , ' 

adb-\~a'db'  -f-  a“db°  = — rdt, 
bdb+b'db'  -^b"db"  = o, 

on  obtiendra  facilement  celles-ci  : 

db  = {q}—ar).dt,  dV ■=s{r'p—a'r).dt,  db' r=(^c"p—a’r),dti 

et  en  considérant  ces  autres  équations 

bda  4.  b'da'  $ h"da"  = rdt , 
eda  -f-  c da*  + c"da’  = — qdt , 

■ ada  -}-  a da' -f- a’da”  = o , 

on  en  déduira  de  même 

da=z{br-~cq).dt,  da'r={b'r—c'q).dt,  da‘z=s(b’r—c’q).dt.^ 
On  a encore  ces  trois  équations 

pda  qdb  rdc  ~o, 

pda  qdb'  -\-rdd  ■=  o , 

pda’ qdbf rdc' — O , 
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qui  se  vérifieht  aisément^  au  moyen  des  valeurs  de 

da^dh , de,  etc. , qiie  nous  venons  de  donner. 

r ^ * ■ ' i • r I , 

II.  Jÿjualions  du  mouvement  de  rotation. 

• * • * 

38a.  Tout  ce  qiii  pre'cède  étant  admis,  supposons  ^ 
maintenant  que  des  forces  accélératrices  données 
agissent  sur  tous  les  points  du  mobile , et  cherchons, 
en  ayant  égard  à ces  forces,  les  équations  de  son 
mouvement  de  rotation  autour  du  point  fixe  O. 

Désignons,  comme  précédemment,  par  dm  l’élé- 
ment de  sa  masse  qui  répond  aux  coordonnées  , 
jr^,  Z,,  parallèles  aux  axes  Ox^,  : quelles 

que  soient  les  forces  accélératrices  qui  agissent  sur 
ce  point  matériel,  on  peut  les  supposer  à chaque 
instant  réduites  h trois  forces  dirigées  suivant  ces 
trois  axes  mobiles;  soient  donc  X^,  U , Z,,  ces 
forces  données  : si  le  point  matériel  était  libre,  ces 
forces  augmenteraient  les  vitesses  parallèles  aux 
memes  axes,  de  X dt , Y dt^Z  dt , pendant  l’instant 
df,  mais  à cause  que  ce  pwnt  fait  partie  du  corps 
solide  qui  tourne  autour  du  point  O,  sa  force  accé- 
lératrice a pour  composantes  parallèles  à ces  axes, 
les  quantités/?^,  q,,r^,  du  n'  Syy  ; donc  les  augmen- 
tations de  vitesse  qui  ont  réellement  lieu  sont  pjdl, 
q/ll,  rjdt  ; par  conséquent  les  vitesses  perdues  par 
l’élément  dm,  dans  les  directions  des  trois  axes  Ox^, 
Oj,,  Oz^ , sont  exprimées  par  {X—p^  .dt,  ( — q^-dt, 

(Z^ — rj  .dt-,el  les  forces  motrices  qui  correspondent 
à ces  vitesses,  le  sont  par 


è 
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Il  y aura  donc  équilibre  dans  le  système  (n*53a),  ’ 
en  supposant  chaque  élément  du  corps  sollicité  par  ’ 
trois  forces  parallèles  aux  droites  QXif 

dont  les  intensités,  relativement  à l’élément  quel- 
conque d/n,  sont  exprimées  par  ces  trois  dernières 
quantités;  or,  dans  le  cas  d'un  point  fixe,  les  équa- 
tions d’équilibre  d’un  corps  solide  sont  au  nombre 
de  trois  ( n°  62  ) ; et  par  rapport  aux  forces  motrices 
perdues  que  nous  considérons,  ces  équations  auront 
cette  forme  : 

— O .d/n.dt—z,  (X,  —p).dm . dt]  = o , 

■ ' {^/  — q,).dm.dl  — y,  (.Z,  — r,).dm.dQ  =:  o ; 

' • .(  • 
les  intégrales  étant  relatives  à l’élément  d/n,  et  aux 

coordonnées  z,,  et  devant  s’étendre  à la  masse 

entière  du  corps.  . 

Ces  équations  se  déduisent  des  trois  équations  (5), 
(5),  (6),  du  n'  60,  en  y remplaçant  les  composantes 
P. cos. et,  P.cos.^,  P. cos. 5.,  parallèles  aux  axes,  et 
les  coordonnées  x,y,  z,  de  leur  point  d’application, 
par  les  composantes  (X, — p).dm.dl,  (U, — (f^.dm.dt, 

( — r^'j.dm.dt,  et  les  coordonnées  ,r^,  jr^,  z/, 

et  en  observant  que  le  signe  intégral  f marque  la 
somme  des  quantités  renfermées  entre  les  crochets , 
lelallveraent  à tous  les  points  du  corps. 

583.  Si  l’on  fait,  pour  .abréger, 

— J,  Y/)  -dm/^izN, 

, . fizX,~x^.,).dm=N'. 


Digitized  by  Google 


î58i  . TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 
on  poanra  écrire  les  trois  équations  précédentes  sous 
cette  foorme  plus  simple  : 

/(.Xfljlt  —yp/lt) . dm  = Ndt , 
f{z^pjdt  — x,Tjdt).dm  = N'dt, 

. dm  — N“dt. 

Or,  en  substituant  sous  les  signes  /,  les  valeurs  de 
p^dly  qjdl,  rjdty  trouvées  dans  le  n*  Syy,  et  cfièc- 
tuant  ensuite  les  intégrations,  les  premiers  membres 
de  ces  équations  renfermeront  les  six  intégrales 
fx;dm,  fy;dm,fz;dm,  fx,y^din,fx,z^dinyfjr;s^dm;  i 
est  donc  avantageux  de  prendre  , comme  dans  le 
n*  578 , les  trois  axes  principaux  du  corps  qui  se 
coupent  au  point  O,  pour  les  axes  Ox^,  Oa/, 
car  alors  les  trois  dernières  intégrales  seront  nulles, 
et  les  termes  qui  les  renferment  disparaîtront  dans 
les  équations  précédentes.  Je  fais  donc  les  substitu- 
tions des  valeurs,  de  pjdty  qjdt,  rdl  ; je  supprime 
tous  les  termes  qui  sont  multipliés  par  les  intégrales 
fx^jjdmj,  fxyjdm,  Jj-y^dm-,  et  de  cette  manière  je 
trouve 

. — y.PA^)  .dm  =dr.  /(x,‘  + y,') . dm 

’ ' +P9dt.f(,x;—y;').dm. 

f\zp,dt  — XJ, (U). dm  = dq  + x/)  .dw» 

+ — x,‘) . dm 

=dp.f(y,»  + z;).dm 

4-  qfdt-Ky*  — Z*). dm. 

Sàient  maintenant  A , By  Cy  les  trois  momens 
d’inertie* du  corps,  relatifs  aux  axes  principaux  Ox,y 
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J de  sorte  qu’on  ail 

C=:f(x;+y;).dm} 

op  aura  aussi  . . - • 

' nx*^y^.dm=B-A,  ' ‘ 

fiy;  — z;).dm  = C — ^i  ” • 

et  au  moyen  de  toutes  oes  valeuMt,  les  ttois  équations 
du  mouvement  deviennent  ,, 

. t , r* 

■ Cdr  + (_B  rr- X).pqdt=;  Jf4*»-: 

Bdq-^  -T  C)  . rpdt  • 

, . Adp  f \ç  - B).qrdt  = trdt^. 

384-  Observons  que  les  forces  X,,  , Z\y  qui 

praviennent  de  la  décomposition  des  forces  don- 
nées, suivant  les  axes  mobiles  Ox^,  Ojr^y  Oz^,  dé- 
pendront en  général  de  la  direction  de  ces  axes  dans 
l'espace,  ou  des  trois  angles  -\>f  9 et  9;  l«s  quî^ntités 
IV y JV',  N'  sont  donc  des  fonctions  de  ces  angles, 
donnés  dans  chaque  cas  particulier  ; par  conséquent 
le  problème  du  mouvement  de  rotation  d’un  corps 
solide  autour  d'un  point  fixe,  conduit  à six  équations 
différentielles  du  premier  ordre,  entre  les  six  incon- 
nues y , r,  4 > <P  et  8,  et  la  variable  <,  savoir,  les  • 

trois  équations  (a)  du  n*38o,  elles  trois  équations  (b) 
du  n*  précédent.  En  éliminant  les  trois  inconnues  p , 

<7,  r,  au  moyen  des  équations  (a),  on  pourrait  ra- 
mener le  problème  à trois  équations  difi'érentielles 
du  second  ordre,  entre  les  angles  4;  ? 8,  et  le 
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tems  t ; mais  il  est  plus  simple  de  conserver  les  8Î*> 
équations  du  premier  ordre. 

585.  Examinons,  en  particulier,  le  cas  où  la  pe> 
santeur  est  la  seule  force  qui  agisse  sur  les  points  du  ' 
mobile.  Prenons,  dgps  ce  cas,  l’axe  fixe  Oz  vertical 
et  dirigé  dans  le  çens  de  cette  force  constante , que 
nous  représenterons  par  g;  ses  trois  composantes 
suivant  les  axes  0^,j  Oz^,  seront  g'. cos. zOar,, 
cos. cos. sOaj  donc  onaura  (n*  374)  1 

X,  = ga«.  Y,^gb"l  Z=gc’-, 


et  si  l’on  désigne  ]|^r  A/,  la  masse  du  corps,  et  par  a, 
les  distances  de  son  centre  de’gràvité,  aux  trois 
plans  des  axes  principaux  Ox^,  sorte 

qu’on  ait  ' • . 


fxjîlm=:Ma,  ' fyjim-=zMC,  ftjdm^  My, 


ilcnxés^tera  ; , : i,  ,1-,,  . 

N'  . dm  — (ytY  — etc*)  .gM, 


,*î 


/ 


t ' 


donc,  dans  le  cas  d’un  corps  pesant,  les  équations  (4) 
se  changent  en  celles-ci  : ...  ,, 


Cdr  -f-  (B  — A).pqdt  ==  {ctb“  — fa") .gMdt, 
Bdq — C).rpdt  = (.yti" — 'euY).gMdt, 
Adp-{-  (C  — B). qrdt  = ( Ce"  — yb") .gMdt. 


586.  On  parvient  facilement  à intégrer  ces  équa- 
tions, lorsque  leurs  seconds  membres  sont  nuis,  ce 
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qui  .a  lieu  dans  le  cas  où  l’on  fait  abstraction  de  la 
pesanteur  et  dans  celui  où  l’on  suppose  que  le  point 
fixe  O est  le  centre  de  gravité  du  corps;  nous  nous 
bornerons  ici  à considérer  l’un  ou  l’autre  de  ces 
deux  cas , qui  reviennent  au  même  pour  le  calcul  ; 
nous  supposerons  donc,  oug=o,  ou  a=o,  é=o, 
^=0  ; et  alors  noos  aurons  à intégrer  ces  trois  équa- 
tions 

Cdr  + (£  — ji)  .pqdt  = o , \ 

Bdq  + — C).  rpdt  = o , > (c) 

Adp-Ç(^C — B^.qrdl—o.  j 

Or,  en  multipliant  la  prémière  par  r,  la  seconde 
par  la  troisième  parp,  et  les  ajoutant  ensuite,  il 
vient 

Crdr  -f-  Bqdq  + Apdp  = o ; 
en  intégrant,  on  a 

• Ci*^Bq^  + Af^  = h*', 

h*  étant  une  constante  arbitraire,  essentiellement 
positive. 

Si  l’on  ajoute  ces  mêmes  équations , 'après  avoir 
multiplié  la  première  par  CV,  la  seconde  par  la 
troisième  par  , on  trouve 

Ordr  + B*qdq  + A*pdp  = o ; 

d’où  l’on  conclut,  en  intégrant, 

CT*  + B'q*  + yf>*  = A*  ^ 

A*  étant  une  seconde  constante  arbitraire,  qui  sera 
toujours  une  quantité  positive. 
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En  résolvant  ces  deux  équations  intégrales,  par 
rapport  à «t  <f*,  on  en  tire  ' 

[_A—B).A  ‘ ^ ““  {^li—A).B 

• f 

substituant  les  valeurs  de/?  et  de  / dans  la  première 
des  équations  (c),  ètk  résolvant  ensuite  par  rapport 
à , il  vient 

^ \/'ÂB.Cdr  

[A*-- C) . Cr*]ï . lAh^—k^-\-{C—A) . Cr*]ï  ’ 

En  intégrant  le  second  membre  de  cette  équation , 
qui  est  de  la  forme  Fr.dr^  on  aura  la  valeur  de  t eu 
fonction  de  r;  d’où  l’on  conclura,  réciproquement, 
la  valeur  de  r en  fonction  de  t : les  valeurs  des  trois 
quantités  p,q,r,  en  fonction  de  cette  variable,  peu- 
vent donc  être  censées  connues,  xra  du  moins  elles 
ne  dépendent  plus  qued’une  seule  intégration  qui  se 
rapporte  à la  méthode  des  quadratures. 

L’intégrale  de  la  valeur  de  dt  ne  peut  s’obtenir 
sous  forme  finie,  par  les  règles  connues,  que  dans 
les  Cas  particnliers  où  deux  des  trois  quaUtités  A y 
ByC  Sont  égales  enttre  elles,  on  bien,  quand  on 
suppose  les  constantes  arbitraires  A et  A,  tdles qu’on 
ait  k'^Ah.*,  ou 

387 . Si  l’on  examine  avec  attention  la  forme  des 
équations  (c),  et  les  expressions  des  différentielles 
da,*db,  etc.,  données  dans  le  n*  38i,  on  parvient 
à découvrir  différentes  transformations  de  ces  équa- 
tions, qui  conduisent  ù de  SKmvelles  intégrales.  * 
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En  effet)  j’ajoute  les  équations  (c),  après  avoir 
multiplié  la  première  par  c,  la  seconde  par  b , la 
troisième  par  a,  ce  qui  donne 

[cdr+  (ça — ph) . rdt] . C-]-[bdq  + {pc — ra) . qdi^ . B 

— qc).pdt].A  = o ; 

mais  à cause  des  équations  du  n°  cité , savoir  : 

dc-={qa—pb).dt,  db-=i{pc—ra).dt,  da  = (rb — qc).dt , 

la  précédente  est  la  même  chose  que 

C.ef.rc  B .d.qb  A.d.pa-=zo\ 

on  aura  donc^  en  intégrant, 

Crc-\-  Dqb-\-Apa^=l', 

l étant  une  constante  arbitraire.  ' 

On  trouvera  de  la  même  manière  deux  autres  in- 
tégrales analogues  à celles-ci,  savoir  : 

Ctc  + Bqb'-\-  Apa  = t , Crc"  +Bqb“  + Apa”  = f}  # 

et  P étant  des  constantes  arbitraires. 

Ces  trois  intégrales  ne  sont  pas  des  équations  dis- 
tinctes entre  elles;  car  si  l’on  ajoute  leurs  carrés,  on 
trouve,  en  ayant  égard  aux  équations  du  n*  56 1 , 

CV -J- ^*<7*  + ; 

résultat  qui  rentre  dans  la  seconde  des  intégrales  du 
n*  précédent,  et  qui  donne,  entre  les  quatre  cons- 
tantes arbitraires  k,  l,  f,  2*,  l’équation  de  con- 
dition 

t‘+r*  -f-  r*  = k\ 
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Si  l’on  substitue  dàns  ces  trois  nouvelles  inte'-* 
grales,  à la  place  de  a,  A,  c,  etc.,  leurs  valeurs  en 
fonction  de  -vl, , S (n*  56i),on  aura  trois  équations 
entre  les  six  variables  ■4'j  O et  les  cons- 

tantes arbitraires  /,  T,  Z",  qui  seront  des  intégrales  des 
trois  équations  (a)  dun*38o  ; et  c’est  en  effet  ce  qu’il 
est  aisé  de  vérifier.  Comme  ces  trois  intégrales  n’é- 
quivalent qu’à  deux  équations  réellement  distinctes, 
il  s’ensuit  qu’il  doit  exister  une  troisième  intégrale  des 
équations  (a)  ; mais  avant  de  la  chercher,  il  est  né- 
cessaire de  voir  ce  que  signifient  les  dernières  équa- 
tions que  nous  venons  de  trouver. 

388.  En  les  comparant  aux  formules  du  n”  379, 
on  voit  qu’on  a 

I l r 

cos. mOx= — cos. mOyrez  — cos. mOz  = — jjr  ; 

et  puisque  les  quantités  Z,  Z',  Z*,  k,  sont  des  cons- 
tantes, il  s’ensuit  que  la  droite  Om  conserve  tou- 
% jours  la  même  position,  par  rapport  aux  axes  fixes 
Ox , OjTy  Oz;  donc  aussi  le  plan  principal  des  mo- 
ment, qui  est  perpendiculaire  à celle  droite,  doit 
rester  fixe  pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  Sa 
position  changera  par  rapport  aux  plans  mobiles  des 
coordonnées  x,,  z^;-  mais  on  la  retrouvera  à 

chaque  instant,  au  moyen  des  formules  du  n“  3y8, 
dans  lesquelles  on  peut  supposer  connues  les  va- 
leurs des.quantités  p,  tj , r ; de  sorte  qu'on  pourra 
assigner  à chaque  instant  la  trace  de  ce  plan  sur  la 
surface  du  mobile. 

Ainsi , toutes  les  fois  qu’un  coi'ps  solide  tourne 

autour 
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iiutour  d’un  point  fixe,  en  vertu  d’une  impulsion  pri- 
mitive, et  sans  qu’aucune  force  accélératrice  agisse 
sur  ses  points,  il  existe  un  plan  passant  par  le  point 
fixe  , qui  demeure  invariable  pendant  le  mouvement 
èt  dont  on  peut  déterminer  la  position , à chaque  ins- 
tant, par  rapport  aux  plans  mobiles  des  axes  princi- 
paux du  corps. 

Nous  aurons  occasion , dans  la  suite  , de  générali- 
ser ce  théorème  ; maintenant  il  va  nous  servir  à fa- 
ciliter la  recherche  de  la  troisième  intégrale  des 
équations  (a). 

38g.  Le  plan  principal  des  mometis  étant  fixe  , 
nous  pouvons  le  chpisir  pour  l’un  des  trois  plans  des 
coordonnées  Xyj^yZ;  supposons  donc  que  ce  plan 
soit  celui  des  x , jr y on  y ce  qui  est  la  même  chose, 
supposons  que  la  droite  Om  coïncide  avec  l’axe  Oz  ; 
nous  aurons 

coâ . m Ox^  = cos . 2 Ox,  = a", 
cos.mOy,~cos.zOy^  = b",  . , 

cos . m O2,  =:  cos . zOz^  = c"  j 

et  par  conséquent  ( n“  SyS) 


ou  bien  encore,  en  mettant  pour  a*,  c’y  leurs  va- 
leurs (n*  36i  ), 


tin.9.sin.ÿ 


u4p 

h ' 


sin . Ô . cos . ^ = 


Bq 

X* 


cos.B  = . — 


Cr 

T* 


équations  qui  s’accordent  entre  elles,  à 

3, 


cause  que 
10 
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A*=  A* P*  -j-  B'f]'  + C'i*,  et  qui  serviront  à détermi- 
ner les  angles  <p  etfl,  en  fonction  du  tems. 

Maintenant , si  l’on  élimine  la  dilTérentielle 
entre  les  deux  premières  équations  (a)  du  n*  38o  , 
on  trouve,  pour  résultat, 

*in’ . fl . = sin.9.sin.^.  pdt  + sin . fl . cos  ,^.qdt‘, 

d’où  l’on  lire , en  vertu  des  équations  précédentes, 


donc,  à cause  de  Ap^-\-B(j'-{-  Ct*  — h*j  on  aura 
■ J . h'—Cr^  ,, 


et  en  suLstiluanl  pour  dt  ^ sa  valeur  précédemmen  t 
trouvée  ( n°  586),  celle  de  d\,  prendi  a la  forme 
d\  = Fr.dr.  Ainsi,  en  intégrant  celte  formule 
parla  méthode  des  quadratures,  nous  aurons  la  va- 
leur de  4 fonction  de  r,  laquelle  valeur  renfer- 
mera une  constante  arbitraire,  et  sera  la  troisième 
intégrale  des  équations  (u).  Comme  la  valeur  de  r, 
en  fonction  de  t , est  censée  connue,  il  s'ensuit  que 
la  valeur  du  troisième  angle  4 j fonction  dateras, 
doit  aussi  être  regardée  comme  connue. 

3go.  Les  valeurs  des  six  variables  r,  4^0» 

<p , résultant  de  notre  analyse,  sont  des  fonctions  du 
tems,  qui  contiennent  en  outre  quatre  constantes 
.arbitraires,  savoir,  h,  k,  et  les  deux  constantes  qui 
«ci'ont  introduites  par  les  iutégrations  des  valeurs  de 
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dt  et  Les  Intégrales  cooiplètes  des  équations  {a) 
et  (c)  dont  ces  valeurs  dépendent,  devraient  conte- 
nir six  constantes  arbitraires;  mais  le  choix  que  nous 
venons  de  faire,  du  plan  principal  des  moniens 
pofir  celui  des  coordounées  x a fait  disparaître 
deux  de  ces  constantes  ; car  ce  choix  revient  à sup- 
poser droits  les  deux  angles  mOx,  rnOj",  d'où  il  ré- 
sulte /=o  et  /'=o  (n°588).  Nous  n’avons  plus, 
pour  achever  la  solution  générale  du  problème  qui 
nous  occupe,  qu’à  déterminer  les  constantes  res- 
tantes, d’après  les  conditions  initiales  du  mouve- 
ment. 

Pour  cela,  supposons  que  le  mobile  a été  mis  en 
mouvement  autour  du  point  O (fig  i5)  par  l’action 
d’une  force,  comme  le  choc  d’un  autre  corps,  ou  par 
l’action  simultanée  de  plusieurs  farces  qui  ont  une 
résultante  unique.  Soit  FE  la  direction  de  cette 
force,  E le  point  où  elle  rencontre  la  surface  du  mo- 
bile , NEN'  la  section  de  cette  surface,  faite  par  un 
plan  mené  par  le  point  O et  par  la  droite  FE-,  abais- 
sons de  ce  point  la  perpendiculaire  Oe  sur  la  droite 
FE y et  représentons  cette  perpendiculaire  par  f. 
Pour  mesurer  la  force  donnée  qui  agit  suivant  FE  y 
supposons  que  cette  force  est  capable  d’imprimer 
unevitesse  cà  tous  les  points  d’une  massent, que  l’on 
regarde  comme  entièrement  libre  : la  mesure  de 
cette  force  sera  alors  la  quantité  de  mouvement  jx-v 
(n*  3 1 5),  et  son  moment , par  rapport  au  point  O,  sera 
le  produit  Or,  quelles  que  soient  les  quantités 
de  mouvement  que  les  points  du  corps  que  nous 
considérons,ont  dù  prendre  dans  le  premier  instant  de 

10. . 
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son  mouvemcut,  ces  forces,  prises  en  sens  contraire 
de  leurs  directions,  font  équilibre  à la  force  dirigée 
suivant  (n°  335);  d’où  il  est  aisé  de  conclure  , 
1°.  que  le  plan  principal  de  leurs  moraens,  par  rapport 
au  point  O,  doit  coïncider  avec  le  planiV^jEiV',  qui  con- 
tient à la  fois  le  point  O et  la  direction  FE ; a°.  que 
leur  moment  principal  doit  être  égal  au  moment 
/xvf  de  la  force  donnée.  Mais  à un  instant  quelcon- 
que, le  moment  principal  des  quantités  de  mou- 
vement de  tous  les  points  du  mobile  , est  égal  à 
C'i*  (n°  079);  donc,  en  vertu  de 
la  seconde  intégrale  du  n*  386,  on  aura 
pour  la  valeur  de  la  constante  arbitraire  fc,  contenue 
dans  cette  intégrale. 

La  trace  N EN'  du  plan  principal  sur  la  surface  du 
mobile  étant  connue  à l’origine  du  mouvement,  si 
l’on  élève  par  le  point  O une  perpendiculaire  Om  à 
ce  plan , on  connaîtra  aussi  les  angles  que  cette  droite 
fait  avec  les  axes  principaux  du  mobile  qui  se  cou- 
pent en  ce  point;  et  si  l’on  suppose  que  Ox^,  Op,, 
Oz^,  sont  les  trois  axes,  et  A,B^Cy  les  niomens 
d'inertie  qui  s’y  rapportent,  on  aura  ( n°  389) 

Ap  = — A.  cos.  mOx,, 

Bq  = — k.  cos.  mOj’^ , 

Cr  = — k.  C08 . m Oz^. 

Ces  équations  détennineront  les  valeurs  de  p,  q,  r, 
qui  répondent  à l’origine  du  mouvement;  en  les 
substituant  dans  la  première  intégrale  du  n°  386,  on 
aura  la  valeur  delà  constante  arbitraire  A,  que  cette 
intégrale  renferme. 
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Quant  aux  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans 
les  valeurs  de  / et  de  4 j en  fonct%n  de  r,  l’nne  dé- 
pend de  l’époque  d’où  l’on  veut  compter  le  tems 
et  l’autre,  de  la  ligne  d'où  l’on  compte  l’angle  4-  On 
déterminera  leurs  valeurs,  dans  chaque  cas  particu- 
lier, aussitôt  qu’on  aura  choisi  arbitrairement  cette 
époque  et  la  position  de  celte*  ligne,  qui  doit  être 
menée  dans  le  plan  NEJSf\ 

391 . Appliquons  maintenant  celte  solution  géné- 
rale à un  exemple  particulier.  Supposons  que  le  mo- 
bile est  un  corps  homogène  terminé  par  une  surface 
de  révolution,  et  que  le  point  fixe  O est  situé  sur 
son  axe  de  figure,  qui  sera  Taxe  principal  Oz^.  Les 
momens  d’inertie  A et  B , relatifs  aux  deux  autres 
axes  principaux  Ox^  et  Oj-^ , seront  égaux  entre  eux  ; 
or,  en  faisant  A=B  ^ dans  la  dernière  équation  *du 
n”  386 , on,  en  lire 

» 

il  est  donc  nécessaire,  pour  que  la  valeur  de  ^ ne- 
soit  pas  imaginaire,  ^’on  ait 

k*  — Æ*  + {^A  — C).Cr^~ol 

mais  alors  les  formules  du  même  n°,  qui  donnent  les 

valeurs  de  p'  et  <7*,  prennent  la  formé  ^ : il  devient 

impossible  d’en  déduire  ces  valeurs,  et  l’on  est 
obligé  de  recourir  aux  équations  (c). 

La  première  de  ces  trois  équations  se  réduit  à 
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Cdr=o  ; d’où  l’on  tire  r=:n,  n étant  une  cons-  . 
tante  arbitraire  ||les  deux  autres  deviennent 


.Adq  + (y/ — C).npdt  = o,  Adp~\-  (C — A)  .nqdt=  o. 

D’après  leur  formCjOn  voit  qu’on  y satisfera  en  pre- 
nant 

p = a . sin . (;i't  4- >) > . coi.  (n't  -f-  7); 


a,  C,  J , «'  étant  des  constantes  indéterminées;  et  en 
effet,  en  y substituant  ces  valeurs,  il  vient 


(] — ACn  -f-  (_A  — C) . ctn3 . sin . (n't  -f-  >)  • — o > 

[+Aan-\-  (C  — A). Cn']. CO». {n't-{-y).dt=  o; 

équations  que  l’on  rend  identiques,  en  supposant 

♦ 

— " ACn  4“  C) , an  “ o,  A oui'  4-  — A)  .Cn=^o; 


d’où  l’on  tire 


_,_{A-C).n 
n= ^ 


et  C = «; 


par  conséquent 

P = ci.sin.(n't4-y)  , g = «.cos.(ift4-y), 

en  conservant  n pour  abréger.  Les  deux  constantes 
a et  y restent  arbitraires;  de  fcrte'que  les  valeurs  de 
P el  g sont  lesjiitégrales  complètes  des  deux  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre,  auxquelles 
elles  satisfont. 

Connaissant  ainsi  les  valeurs  de  q,  r,  il  reste  à 
déterminer  celles  des  trois  angles  4.,  6,  <p , d’où  dé- 
pend, à chaque  instant,  la  position  des  axes  princi- 
paux. Si  l’on  met  dans  les  équations  du  n*  38^,  à la 
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' place  de  y,  r,  leurs  valeurs,  et  à la  place  de  A,  le 
moment  ya.v/’ de  la  force  qui  a produit  le  mouvement, 
elles  deviennent 


sin.l 

iin. 


. sin . ^ = 
l.cos.ç  = 


(n't-t-  •>) 

’ 

A*,  coi.  (n'i  +y\ 

hyf 


co*.fl= 


Cn 

[iif 


L’angle 6 exprime, dans  ces  équations,rinclinaison 
du  plan  des  deux  axes  principaux  Ojc^  et  sur  le 
plan  principal  des  momens,  c’est-à-dire,  sur  le  plan 
NEN'y  mené  par  le  point  O et  par  la  direction  FE 
de  l’impulsion  primitive;  cette  inclinaison  est  donc 
constante,  d’après  la  troisième  équation;  et  comme 
elle  est  donnée  à l’origine  du  mouvement,  il  s’ensuit 
qu’elle  servira  à déterminer  la  constante  arbitraire  n: 
on  aura 

(JLvf.  COS . 9 ' 

n_  g . 

En  divisant  la  première  équation  par  la  seconde  j il 
rient 


tang.^  = tang.(n't-p  ^)  , ou  ^ = 

cetangle^est,  àun  instant  quelconque,  l’angle  com- 
pris entre  l’axe  principal  Ox^y  et  l’intersection  du 
plan  des  deux  axes  Ox^et  Oj^ , avec  le  plan  NEJV';  de 
manière  qu’en  supposant  queA^ON'  soit  cette  inter- 
section, on  a <p=i70x,.  L’angle  NOx^  est  connu  à 
l’origine  du  mouvement,  puisque  l’on  sait  à cet  ins- 
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tant,  suivant  quelle  droite  le  plan  donné  coupe 

le  plan  des  deux  axes  et  Of^;  en  comptant  donc 

le  tems  t à partir  de  celte  origine,  la  constante  arbi- 
traire sera  égale  à la  valeur  initiale  de  l’angle  NOx,, 
Quant  à la  constante  arbitraire  cl,  en  ajoutant  les 
carrés  des  deux  premières  équations,  on  trouve  , 


»in*.9 


A'a* 


ou 


et 


ft'  f.  fin . 9 

• 


Rnfin,  en  faisant  et  dans  la  valeur 

de  du  n*  38g,  on  a 


+ f}‘) 


ou  bien,  en  mettant  pour  p,  q,  n et  <t,  leurs  va- 
leurs , 

d4  = ^.dti 

et  en  intégrant 

• • • 

t étant  la  constante  arbitraire.  Ij’angle  4'  est  l’angle 
compris  entre  la  droite  ON  et  une  ligne  fixe,  telle 
que  Ox , menée  arbitrairement  dans  le  plan  NEN\ 
On  est  maître  de  prendre  pour  cette  ligne  Ox,  la 
position  de  la  droite  ON  à l’origine  du  mouvement: 
alors  on  aura  à la  fois  t=.o  et^j'^P,  et  par  consé- 
quent s=o. 

An  moyen  de  ces  valeurs  de  0,  <P,  4> 

' complètement  déterminées , on  pourra  assigner  à 
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chaque  instant  la  position  du  mobile  par  rapport  au 
plan  fixe  NEN'. 

D’après  la  valeur  de  l’intersection  ON  du  plan 
des  deux  axes  principaux  Ox^  et  Ojr^,  avec  le  plan 
fixe,  tourne  uniforme'ment  sur  ce  second  plan  avec 

une  vitesse  angulaire  égale  à la  valeur  de  <p  nous 

montre  que  Taxe  principal  Ox^,  tourne  aussi  unifor- 
mément dans  le  plan  mobile  xOy^y  avec  une  vitesse 

angulaire  égale  a n'  où.  k ; et , pendant  ce 

double  mouvement,  le  plan  x^Oy^  conserve  une  in- 
clinaison constante  sur  le  plan  fixa  NEN',  de  ma- 
nière que  l’axe  Oz^  décrit  un  cône  droit  autour  de  la 
ligne  Ont , perpendiculaire  au  plan  fixe. 

• 

Sga.  Si  nous  voulons  connaître  dans  ce. mouve- 
ment particulier,  l’axe  instantanée  de  rotation  et 
la  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe,  nous  aurons 
d’abord  pour  la  vitesse  ( n“  376  ) , 

Ce  qui  nous  montre  que  cette  vitesse  est  constante; 
en  la  représentant  par  a*,  et  mettant  pour  a.  et  n, 
leurs  valeurs , nous  aurons 


Les  formules  du  n°  SyS  donnent  aussi,  en  y substi- 
tuant les  valeurs  de  p,  <7,  r. 
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cos.  70*.  =- 


A . cos . è 


eos 


6’''‘.sia“.ô-t-  y7“.C03“.â 

g.cos.(o't-f~‘y^  C fin.6  roe.fn'f+T')  . 

Csin.(  sin. ("'/+■>)  ^ 

COS./Oc  = ^ = — -■  .>r r 

" C’.sin“.':4--7".cos“.8 


L’axe  instantanée  change  donc  de  position  dans  l’in- 
te'rieur  du  corps,  puisque  les  angles  qu’il  fait  avec  les 
axes  Ox^  et  0^\,  sont  variables  ; mais  l’angle  qu’il 
fait  avec  l’axe  Oa^est  constant;  par  conséquent  l’axe 
instantanée  décrit  un  cône  droit  autour  de  la  droite 
, et  l<?poiat  / où  il  rencontre  la  surface  du  mo- 
bile, trace  sur  cette  surface  un  cercle  qui  à son  centre 
dans  l’axe  Oz^. 

Lorsque  l’angle  9 est  nul , l’axe  Oz^  coïncide  avec 
la  droite  fixe  0/n;  Taxe  instantanée  devient  égale- 
ment iVnmobile,  et  le  corps  tourne  uniformément 
autour  de  son  axe  principal  Oz^,  comme  si  cet  axe 
était  fixe.  La  vitesse  de  rotation  se  réduit  à 


en  se  rappelant  que  C est  le  moment  d’inertie  du 
mobile , par  rapport  à l’axe  de  rotation  Oz^ , on  voit 
que  cette  vitesse  est  celle  que  nous  avons  trouvée  en 
considérant  le  mouvement  d'un  corps  autour  d’un 
axe  fixe.  Ce  cas  a toujours  lieu  quand  le  solide  de 
révolution  dont  nous  considérons  le  mouvement , est 
une  sp)iir.r  dont  le  centre  est  le  point  fixe  O;  car 


\ 
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alors  toates  les  droites  menées  par  ce  point  sont  des 
axes  principaux,  et  par  conséquent  on  peut  prendre 
la  droite  O/n,  quelle  qu’elle  soit,  pour  l’axe 


SgS.  Le  cas  dans  lequel  un  corps  de  figure  quel- 
conque tourne  à très-peu  près  autour  d’un  dès  axes 
principaux  Oj:^,  Ojr^yOz^y  mérite  d’être  considéré  en 
particulier  ; on  peut  dans  ce  cas  déterminer,  par  une 
approximation  suffisante  et  d’une  pianièrc  fort  sim- 
ple, les  petites  oscillation^  de  l'axe  instantanée  de 
rotation  autour  de  cet  axe  principal;  et  cette  déter- 
mination nous  conduira  à quelques  propriétés  des 
axes  principaux  qui  nous  sont  déjà  connues  ( n*  368). 

Soit  Oz^  l’axe  principal  dont  l’axe  instantanée  01 
s’écarte  très-peu  pendant  le  mouvement  du  corps; 
nous  avons  ( n°  376) 


sin . /Os, 


donc  l’angle  /O;,  étant  supposé  très-petit,  p q 
doivent  aussi  être  des  quantités  très-petites.  En  né- 
gligeant donc  leur  produit , I9  première  équation  (c) 
du  n°  586  se  réduira  à Cdr=0',  d’où  l’on  tire /•=//, 
H étant  une  constante  arbitraire  qui  représente  à très- 
peu  près  la  vitesse  de  rotation  du  corps,  ou  la  valeur 
de  la  quantité  Les  deux  autres  équa- 

tions (c)  deviennent 


Bdq  -}-  (^A  — C) . npdl  = o , Adp  {C  — B),  nqdl  ~ o ; 


en  les  intégrant  comme  précédemment,  on  aura 


P z=  ct.sin(^n't  + y)  , 9 — C.cos  («'/ -f- 7^)  ; 
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a et  y étant  les  constantes  arbitraires,  et  n et  deux 
constantes  délei-iniiie'es  par  ces  équations 

— BCn'  -f-  — C),a.n~o,  Axn'  -j-  (C  — D).Cn  = Of 

d’où  L’on  tire 


. /{A-C).A 

„_„Y et 


Les  valeurs  Ae p*  q,  r étant  connues , on  en  conclura 
celles  des  angles  >|/,  0 et  (p , comme  dans  l’exemple- 
précédent  J maiS  celles-ci  sont  inutiles  à l’objet  que 
nous  nous  proposons. 


5g4.  La  constante  a dépend  de  Tangle  à 

l’origine  du  mouvement;  si  cet  angle,  au  lieu  d’être 
seulement  très-petit,  était  rigoureusement  nul,  on 
aurait  à cet  instant  p=o  et  <7  = 0,  par  conséquent 
a=o  et  €=o  : les  valeurs  de  ^et  de  ^ seraient  donc 
toujours  Qulles,  et  l’axe  instantanée  coïnciderait  tou- 
jours avec  l’axe  Oz^.  Ainsi  les  axes  principaux  jouis- 
sent de  cette  propriété , que  si  le  mobile  a commencé 
à tourner  autour  de  l’un  d’eux,  le  mouvement  conti- 
nuera indéfiniment  autour  de  cet  axe. 

Pour  que  les  quantités  p et  </  soient  nulles  à l’ori- 
gine du  mouvement,  il  faut,  d’après  le  n'’  3ijo  , qu’à 
cel  instant  la  droite  Om  ait  coïncidé  aveq  l’axe 
ou  que  le  plan  NEN'  ait  été  perpendiculaire  à cet 
axe;  il  faut  donc  que  l’impulsion  qui  a mis  le  corps 
en  mouvement  autour  du  point  O,  ait  été  dirigée 
dans  'un  plan  mené  par  ce  point,  perpendiculaire— 
meut  à l’axe  Oz^i  cett^  coaditioa  étant  remplie,  le 
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môuvernent  commencera  autour  de  cet  axe  princi- 
pal , et  par  conséquent  il  continuera  de  la  même  ma- 
nière, comme  si  la  droite  Oz^  était  réellement  fixe. 

Au  reste,  il  n’y  a que  les  axes  principaux  qui 
puissent  demeurer  immobiles  pendant  le  mouvement 
du  corps  autour  du  point  O;  car,  pour  que  l’axe  ins- 
tantanée de  r<Jlalion  conserve  toujours  la  même  po- 
sition, il  faut  que  les  trois  quantités  p,  q , r,  soient 
constantes  (n*  on  doit  donc  avoir  dp~o  , 

Jq—o,  dir=zo-,  coqui  réduit  les  équations  (c)  à 

{B  — A).pqdt  — o,  {A  — C).rpdt=o,  (C  — F).qrdl  = o. 

Si  les  trois  momens  d’inertie  B,  C , sont  inégaux, 
il  faudra  supposer  nullesdeux  des  trois  quantités  p ^ 
q ,r,  pour  satisfaire  à ces  équations  ; et  alors  l’axe  de 
rotation  coïncidera  avec  l’une  des  trois  droites  \ 
Oz^.  Si  deux  de  ces  trois  momens  d’inertie  sont 
égaux,  que  l’ou  ait,  par  exemple,  À=.By  la  pre- 
mière équation  sera  identique,  et  l’on  satisfera  aux 
deux  autres  en  prenant  r=o;  l’axe  instantanée  sera 
donc  situé  dans  le  plan  des  deux«xes  principaux  Ox^ 
et  Oy^  \ mais  on  sait  que  dans  un  pareil  cas  (n°  565), 
toutes  les  droites  menées  dans  ce  plan  par  le  point 
i) y sont  des  axes  principaux  ; donc  l’axe  de  rotation 
sera  encore  un  axe  principal.  Enfin,  lorsqu’on  a 
A=B=C y les  trois  équations  sont  identiques,  et 
l’on  peut  prendre  les  valeurs  de  <7,  r,  comme  on 
voudra;  mais  aussi,  dans  ce  cas  particulier,  toutes 
les  droites  qui  passent  par  le  point  O sont  des  axes 
principaux  : donc,  dans  tous  les  cas,  l’axe  de  rota- 
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tion,  s’il  demeure  immobile^  ne  pgurra  être  qu’utt 

«xe  priacipal. 

SgS.  Supposons  mainlenant  que  l’axe  de  rotation 
s’e'cartait  un  peu  de  Taxe  à l’origine  du  mou- 
vement, de  manière  que  l’angle  initial  lOz^  soit 
Irès-pelit,  les  deux  constantes  a et  Ç seront  aussi 
des  quantités  très-petites;  mais  il  n’en  faut  pas  con- 
clure que  les  valeurs  de/»  et  y,  qui  ont  ces  constantes 
pour  facteur  , demeureront  toujours  très  - petites. 
Cette  circonstance  dépendra  de  la  nature  de  la  quan- 
tité n . 

En  effet,  lorsque  cette  quantité  sera  réelle,  les  va- 
leurs de  et  9 seront. exprimées  par  les  sinus  et  co- 
sinus de  l’arc  réel  n'/,  qui  sont  des  fonctions  pério- 
diques de  t ; ces  valeurs  ne  seront  donc  pas  suscep- 
tibles de  croître  indéfiniment  avec  le  teras;  et  au 
contraire, elles  resteront  toujours  très-petites,  comme 
à l’origiue  du  mouvement.  Mais  si  la  quantité  n'est 
imaginaire,  les  sinus  et  cosinus  de  l’arc  imaginaire 
n'i  se  changeront,  par  les  formules  connues,  en  ex- 
ponentielles dont  leu  exposans  seront  proportionnels 
à f ; CCS  expoi4entleltes,  et  les  valeurs  de /7  et  y,  qui 
les  renferment,  croîtront  indéfiniment  avec  le  teras; 
. de  manière  que  ces  valeurs,  quelque  petites  qu’elles 
soient  à l’origine  du  mouvement,  finiiont  par  de- 
venir aussi  grandes  que  l’on  voudra. 

Dans  le  cas  de  «'  réelle,  l’axe  ins’lantanée oscillera 
de  part  et  d'autre  de  l’axe  Oz^;  l’étendue  de  ses  oscil- 
lations sera  pioportionnelle  à son  écart  primitif,  et 
par  cooséqueut  très-petite.  Au  contraire,  dans  le  cas 
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de  n'  imaginaire , ces  deux  axes  s’écarteront  in- 
définiment l’un  de  l’antre.  Or,  d’après  la  .valeur 
n',  le  premier  cas  aura  lieu , quand  le  produit 
{^A — C).{B — C)  sera  positif,  c’est-à-dire,  quand 
C sera  le  plus  petit  ou  le  plus  grand  des  trois  momens 
d'inertie  A y B,  C;  et  lorsque  C ne  sera  ni  le  plus 
petit  ni  le  plus  grand  de  ces  trois  momens,  le  produit 
sera  négatif,  et  la  valeur  de  r',  imaginaire.  Si  donc 
le  mobile  tourne  autour  de  l’axe  Oz^,  son  mouvement 
subsistera  autom*  de  cette  droite,  tant  qu’il  ne  sera 
troublé  par  aucune  nouvelle  force  ; mais  si  une  cause 
quelconque  vient  a déranger  un  tant  soit  peu  sqn 
axe  de  rotation,  le  mobile  continuera  à tourner,  à 
très  peu  près,  autour  de  la  droite  ou  bien  U s’en 

écartera  indéfiniment,  selon  que  les  différences^ — C 
el  B — C seront  de  même  signe  ou  de^  sigi»e  con- 
traire. Ainsi,  le  mouvement  de  rotation  est  dans  un 
état  stable  y autour  des  axes  principaux  <qui' répon- 
dent au  plus  petit  et  au  plus  grand  moment'd’iner- 
tie,  et  ce  mouvement  n’est^^^us  stable  autouê  du  troi- 
sième axe.  U 'îr 

"ôtcf).  Comme  les  valeurs  de  et  ^ du  n®  SgS  ne 
•ont  qu’approchées,  on  pourrait  conserver  quelque 
doute  sur  la  stabilité  du  mouvement  autour  des  axes 
du  plus  petit  et  du  plus  grand  moment  ^ mais  au 
moyen  des  intégrales  ( ii°  586  ), 

Ap'  + Bq'-  -f.  Cr'  = h\  Ay  + B'q\ -f-  C f'  — k\ 

on  démontre  cette  stabilité  en  toute  rigueur  et  d’une 
manière  fort  simple. 
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En  effet,  en  multipliant  la  première  par  (7,  et  la 
retranchant  de  la  seconde , ou  a 

D désignant , pour  abréger,  la  quantité  constante 
A* — C/j*.  Si  donc  l’axe  instantanée  s’écarte  très-peu 
de  l’axe  Oz^  à l’origine  du  mouvement,  de  sorte  que 
les  quantités  pc^(]  soient  très-petites  à cette  époque, 
la  constante  D sera  auSsi  très-petite;  d’où  je  conclus 
que  les  valeurs  de  p et  q devront  rester  très-petites 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  lorsque  les 
deux  différences  A — <7  et  B-^C  seront  de  même 
signe;  car  il  faudra,  en  vertu  de  l’équation  {d)^  que 
les  carrés  p'  et  q'y  multipliés  par  des  coefliciens  de 
même  signe,  «t  ensuite  ajoutés,  donnent  constam- 
ment une  somme  très-petite.  On  peut  même,  dans 
ce  cas,  fixer  les  limites  des  valeurs  de  p et  <7,  et  l’on 
voit  qu’on  aura  toujours 

• t 

Mais,  si  les  différences  A — Cet  B — C,  sont  de 
signe  contraire^  et  que  la  constante  D soit  toujours 
supposée  très-petite,  on  conçoit  que  l’équation  (</) 
pourra  être  satisfaite , sans  que  les  valeurs  de  p et  <7 
soient  astreintes  à rester  constamment  Vès-petites; 
et  les  calculs  précédens  montrent  qu’effectivement 
ces  valeurs  ne  sauraient  être  supposées  très-petites 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 


CHAPITRE  V 
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CHAPITRE  V. 

DU  MOUVEMENT  D’UN  CORPS  SOLIDE  LIBRE. 

* • 

397.  Pour  nous  représenter  avec  plus  de  facilité 
le  mouvement  d’un  corps  solide  dans  l’espace,  nous 
lui  substituerons  deux  autres  mouvemens  simulta- 
nées, l’un  de  rotation  J autour  d’un  point  du  corps, 
regardé  comme  fixe,  l’autre  de  translation,  com- 
mun à tous  les  points  du  mobile.  Cela  revient  évi^ 
demment  à regai-der,  à un  instant  quelconque,  la 
vitesse  de  chaque  point,  comme  la  résulUnte  de 
deux  vitesses,  dont  l’une  soit  commune  à tons  les 
points,  égale  et  parallèle  à celle  du  point  que  l’on 
choisit  pour  centre  du  mouvement  de  rotation,  et 
dont  l’autre  soit  particulière  à chaque  point  .-  en 
ayant  seulement  égard  aux  vitesses  particulières , le 
corps  tourne  autour  du  centre  comme  autour  d’un 
point  fixe  ; et  en  vertu  de  la  vitesse  commune,  tous 
ses  points  sont  transportés  dans  l’espace,  d’un  mou- 
vement commun  qui  n’altère,  qn  aucune  manière, 
le  mouvement  de  rotation. 

Tant  qu’on  aura  seulement  pour  but  de  décom- 
poser le  mouvement  du  corps  en  deux  mouvemens 
plus  simples  et  plus  faciles  à concevoir,  on  pourra 
choisir  arbitrairement  le  centre  du  mouvement  de 
rotation  ; mais  lorsqu’il  s’agira  de  déterminer  ces 
deux  mouvemens,  nous  prendrons  pour  ce  point,  le 
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centre  de  gravité  du  mobile,  parce  que  sou  niouve- 
ment,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  peut  être  dé- 
terminé directement  et  indépendamment  de  celui  des 
autres  points  du  corps:  c’est  ce  que  nous  allons  d’a- 
bord faire  voir,  en  cherchant  les  équations  du  mou- 
vement de  ce  ccutre,  considéré  comme  un  point 
matériel. 

3g8.  Appelons  G le  centre  de  gravité  du  mobile  j 
ilf  sa  masse  ; (f//J  un  élément  quelconque  de  cette 
masse  ; fs,  les  coordonnées  de  ce  point  matériel , 
parallèles  à trois  axes  Axes  et  rectangulaires  ; z, 
des  coordonnées  du  point  G,  parallèles  aux  mêmes 
axes  ; on  aura,  d’après lespropriétés  connues  du  centre 
de  gfavité  (n"  gg),,  et  en  substituant  les  masses  aux 
poids, 

Mx = fxdm , My  — fydm , Mi  = fzdm  ; ' 

ces  trois  intégrales  devant  être  étendues  à la  masse 
entière  du  corps.  DifTéren lions  ces  équations,  par 
rapport  au  teras,  dont  l’élément  sera  représenté  par 
dtf  nous  aurons 

et  en  différentiant  une  seconde  fois,  de  la  mênae 
manière,  il  vient 

i 
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^ , 

h 1 

II 

II 

d^z 

rd'z  . 

M.-j  - = 

dt^ 

(î>) 


Ces  trois  dernières  équations  sont  celles  du  mouve- 
ment  du  point  G ; il  s’agit  de  les  rendre,  s’il  est  pos- 
sible, Indépendantes  des  coordonnées  x,  z,  des. 
autres  points  du  mobile. 

Or,  à la  (in  du  tems  quelconque  t,  les  vitesses  d« 

f dx 

dm  y parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  sont  , 
~ , à la’  fin  du  tems  t-i-dt,  ces  vitesses  de- 
viennent 


dx  , dx 


-A-d  — • 
dt  * 


i 


mais  si  l'on  décompose  parallèlement  à ces  axes,' 
toutes  les  forces  accélératrices  données  qui  agissent 
sur  cet  élément,  et  que  l’on  représente  par  AT,  K, 
Z,  les  sommes  de  ces  composantes,  respectivement 
parallèles  aux  axes  des  x,  des^  et  des  z,  on  aura* 
Xdty  Ydty  Zdty  pour  les  vitesses  qui  seraient  im- 
primées, pendant  l’instant  dty  à ce  point  matériel 
supposé  libre;  donc,  dans  cette  hypothèse,  les  vi- 
tesses parallèles  aux  axes  seraient  ' , 


1 1 . 
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à la  (In  du  tems  par  conséquent,  en  retran- 

chant les  précédentes  de  celles-ci,  on  aura 


Xdt—d 


dx 


A 


Ydt—d. 


pour  les  vitesses  perdues  par  l’élément  dm.  Le  corps 
solide  resterait  donc  en  équilibre,  en  imprimant  à 
ce  point,  les  quantités  de  mouvement 

(Kdt^.^dm. , (Ydt-^^.dm , (zdt^^^ . dm  , 

qui  correspondent  à ces  vitesses  perdues,  et  en  en 
faisant  autant,  par  rapporta  tous  les  autres  élémens; 
mais  ce  corps  étant  supposé  entièrement  libre,  cet 
équilibre  exige  que  la  somme  de  toutes  les  forces 
parallèles  à chacun  des  trois  axes,  soit  égale  à zéro; 
on  aura  donc,  en  prenant  les  intégrales  dans  toute 
l’étendue  de  la  niasse  du  corps , 

f(xdt-d.^).dm=o, 

^(rdt-d.^ydm^o, 
f(zdt-~d.^ydm  = 9; 
d'où  l’on  tire 

r^.dmz=fXdm,  J^-.dmT=/rdm,  j'^^.dm-x:zfZdm\ 
ce  qui  change  les  équations  (2)  en  celles-ci  : 
M.-^=fXdm,  M.^=xfYdm , M.~-=fZdm.  (3) 
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En  divisant  ces  équations  par  AT,  ef  les  comparant 
ensuite  à celles  du  mouvement  d’un  point  matériel 
libre  ( n*  aig),  on  voit  que  le  centrje  de  gravité  G 
se  ment  comme  si  la  masse  entière  ilf  .y  était  réunie, 
et  que  les  forces  motrices  de  tous  les  points  do  corps 
fussent  appliquées  h ce  point  G,  parallèlement  à leurs 
directions  respectives,  et  sans  changer  leurs  inten- 
sités. En  effet  les  intégrales  fXdm , JY dm , J7,dm^ 
sont  les  sommes  des  composantes  de  toutes  ces  forces, 
suivant  les  axes  des  jr,  des^  et  des  3;  de  manière 
qu^en  les  divisant  par  71/,  on  a les  forces  accéléra- 
trices, suivant  ces  axes,  d’un  point  matériel  dont  la 
masse  serait  A/,  et  qui  serait  sollicité  par  la  résultante 
des  forces  motrices  de  tous  les  points  du  corps. 

399.  Lorsque  les  forces  données  qui  agissent  sur 
les  points  du  mobile,  seront  des  attractions  dirigées 
vers  d’autres  points  fixes  ou  mobiles,  leurs  intensité» 
dépendront  des  distances  des  premiers  points  aux 
seconds,  et  les  quantités  X,  U,  Z,  seront  des  fonc- 
tions des  coordonnées  de  tous  ces  points.  Dans  ce 
cas,  les  équations  (5)  ne  pourront  pas  servir  à dé- 
terminer directement  les  coordonnées  a:,  Z,  dn 
point  G\  ou,  autrement  dit,  or»  ne  pourra  pes  déter- 
miner le  mouvement  de  ce  point,  indépendamment 
de  celui  des  autres  points  du  corps.  Mais  quand  ces 
forces  seront  constantes  en  grandeur  et  en  direct 
tion,  comme  la  pesanteur  dans  un  corps  de  dimen- 
sion ordinaire,  les  équations  (3)  feront  connaître 
immédiatement  le  mouvement  dn  centre  de  gravité  : 
ce  centre  se  mouvra  alors  comme  un  point  matériel 
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pesant;  son  rfouvement  horizontal  sera  uniforme  , 
son  mouvement  vertical,  uniformément  varié,  et  sa 
trajectoire,  une  parabole  dout  le  sommet  et  le  para- 
mètre dépendront  de  sa  position  et  de  sa  vitesse  ini- 
tiales (n°  239). 

400.  En  général  les  équations  différentielles  se- 
condes du  mouvement  d’un  point  matériel,  laissent 
indéterminées  les  coordonnées,  la  vitesse  et  la  di- 
rection du  mobile  à l’origine;'  ces  coordonnées  et 
les  composantes  de  cette  vitesse, parallèles  aux  trois 
axes,  sont  les  constantes  arbitraires  qui  complètent 
les  intégrales  de  ceséqualions,  etqui  doivent  être  dé- 
terminées dans  chaque  cas  particulier.  Or,  la  position 
initiale  du  coups  étant  censée  connue,  ou  aura,  sans 
dÜTiculté,  les  coordonnées  du  point  de  départ  de 
6on  centre  de  gravité;  et  quant  aux  vitesses  iiutiales 
,de  ce  point,  suivant  les  axes,  on  les  déterminera 
immédiatement,  d'après  les  intensités  et  les  direc- 
tions des  forces  qui  ont  agi  sur  le  corps  à l’origine 
du  mouvement. 

- En  effet,  quelles  que  soient  les  vitesses  initiales 
des  différens  points  du  corps,  il  faut  que  leurs  quan- 
tités de  mouvement,  prises  en  sens  contraire  des  di- 
rections de  ces  vitesses,  fassent  équilibre  aux  forces 
appliquées  à ces  points,  et  qu’on  regarde  comme 
données  (n®  ô53);  il  faut  donc,  puisque  le  corps  est 
entièrement  libre,  que  la  somme  de  ces  quantités  de 
mouvement,  suivant  chaque  axe  des  coordonnées  , 
soit  égale  à la  somme  des  composantes  des  forces 
.données,  suivant  le  même  axe  ; mais,  à un  instant 
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quelconque,  les  quantités  de  mouvement  de  l’élewi 
ment  dm,  sont  ^^'dm , ^^-dm  , , parallèle- 

mentaux  axes  des  x,j,z]  on.  aura  donc,  à l’origine 
du  mouvement, 

en  prenant  ces  intégrales  dans  toute  l’etendue  de  la 
masse  du  mobile,  et  en  représentant  par  A,B,C. 
les  sommes  des  composantes  des  forces  données, 
respectivement  parallèles  aux  axes  des  x,  des  jr  et 
des  Z.  Donc,  en  vertu  des  équations  (1),  on  aura 


et  en  divisant  par  M,  on  en  conclura  les  valeurs  ini- 

. , , d v dy  dz 

Ualesde 

401.  Ces  équations  montrent  que  la  vitesse  ini- 
tiale du  centre  de  gravité,  est  la  même,  en  grandeur 
et  en  direction,  que  si  la  masse  entière  du  corps  y. 
était  réunie,  et  que  les  forces  appliquées  en  différens 
points  du  mobile,  à l’origine  du  mouvement,  fussent 
transportées  à ce  centre,  parallèlement  à elles- 
mêmes  et  sans  changer  leurs  intensités. 

Si  donc  le  corps  solide  AA  A*  (fig.  16)  est  entiè» 
reraent  libre,  et  qu’on  applique  en  un  point  A , sui- 
vant la  direction  quelconque  B A , une  force  de  l’es- 
pèce de  celles  qui  agissent  instantanément  sur  les 
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iHobiles  : le  centre  de  f[^a^  ité  G-  de  te  corps  se  mou- 
vra suivant  la  droite  GC,  parallèle  h B À ; sa  vitesse 
sera  égale  à l’iiitensllé  de  celte  force,  divisée  par  la 
masse  du  Corps;  de  manière  que  riiUcnsilé  de  la 
force  étant  représentée  par  la  masse  du  mobile 
par  M , et  la  vitesse  de  son  centre  de  gravité  par  c, 
on  aura 

F 

' ■ 

. lia  grandeur  de  cette  vitesse  ne  dépend,  comme 
dn  voit,  ni  de  la  direction,  ni  du  point  d’applica— 
tlcfn  de  la  force  F-,  la  même  force,  appliquée  succes- 
sivement en  dilTércns  points  d'un  corps,  et  suivant 
différentes  directions,  in|primera  toujours  la  même 
vitesse  à son  centre  de  gravité;  propriété  qui  distin- 
gue ce  centre,  de  tous  les  autres  points  du  mobile. 

On  voit  aussi  que  si  des  forces  d 'nt  les  intensités 
sont  inconnues,  agissent  dans  des  directions  quel- 
conques sur  des  masses  données,  CCS  intensités  seront 
entre  elles  comme  les  produits  de  ces  masses  par  les 
vitesses  que  prendront  leurs  centres  de  gravité;  par 
conséquent,  quelle  que  soit  la  direction  d’une  force 
qui  agit  instantanément  sur  un  corps  solide  libre,  et 
quel  que  soit  aussi  le  mouvement  qu’elle  imprime  à 
ses  dilférens  points,  sonintensité  aura  pour  mesure 
le  produit  de  la  masse  de  cc  corps,  multipliée  par  la 
vitesse  de  son  centre  de  gravité. 

- Ce  résultat  complète  ce  que  nous  avons  dit,  dans 
le  II"  5i  5,  sur  la  mesure  des  forces  qui  agissent  ins- 
tantanément sur  les  mobiles  : nous  savions  qu’une 
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force  de  cette  nature  a pour  mesure  la  quirntité  de 
mouvement  qu’elle  imprime  à une  masse  quelcon- 
que, en  Supposant  que  tons  les  points  de  cette  masse 
prennent  des  vitesses  égales  et  parallèles;  mais  quand 
l'action  de  la  foree  produit  un  mouvement  de  rota- 
tion, de  manière  que  les  vitesses  des  difl'érens  points 
du  mobile  ne  sont  plus  les  mêmes,  il  restait  à dé- 
terminer par  laquelle  de  ces  vitesses  on  doit  mul- 
tiplier la  masse  du  corps  pour  avoir  la  mesure  de  la 
force  qui  a produit  le  mouvement:  or,  nous  voyons 
maintenant  que  l’intensité  de  cette  force  sera  tou- 
jours égale  au  produit  de  la  masse  du  mobile,  mul- 
tipliée par  la  vitesse  de  sou  centre  de  gravité. 

Le  choc  d’un  corps  en  mouvement  contre  un  corps 
en  repos,  est  une  force  qui  agit  instantanément  sur 
ce  second  corps,  ou  du  moins,  le  tems  pendant 
lequel  elle  exerce  son  action  est,  en  général,  si  petit 
qu’on  "en  peut  faire  abstraction  sans  erreur  sensible; 
l’intensité  de  cette  force  devfa  donc  être  représentée 
dans  le  calcul,  par  le  produit  de  la  masse  du  corps 
choqué , multipliée  par  la  vitesse  que  le  choc  im- 
prime à son  centre  de  gravité;  quant  à son  point 
d’application,  c’est  le  point  de  contact  des  deux 
mobiles,  et  sa  direction  est  toujours  la  normale  com- 
mune en  ce  point  aux  deux  surfaces.  I.orsqu’un  corps 
en  repos  sera  choqué  à la  fois  par  plusieurs  autres 
corps  en  mouvement,  l’intensité  de  chaque  force  de 
percussion  sera  égale  au  produit  de  la  masse  du  corps 
choqué,  multipliée  par  la  vitesse  que  prendrait  son 
centre  de  gravité,  si  cflte  force  agissait  seule. 
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40a.  Après  avoir  trouvé  les  équations  du  mouvé» 
ment  du  centre  de  gravité,  il  nous  reste  maintenant 
à déterminer  le  mouvement  de  rotation  du  corps 
autour  de  ce  point. 

Pour  cela,  imprimons  à tous  les  points  de  ce  mo- 
bile un  mouvement  égal  et  contraire  à celui  de  son 
centre  de  gravité  G;  ce  point  deviendra  immobile; 
l’un  des  deux  mouvemens  du  corps , celui  de  trans- 
lation, sera  détruit,  et  son  mouvement  de  rotation, 
autour  du  point  G,  ne  sera  aucunement  altéré.  Or, 
pour  produire  ce  mouvement  contraire,  il  est  évi- 
dent qu'il  faut  imprimera  tous  les  points  du  corps, 
1*.  une  vitesse  initiale,  égale  et  contraire  à la  vitesse 
initiale  du  centre  de  gravité;  2*.  une  force  accéléra- 
trice variable,  égale  et  contraire,  à chaque  instant, 
à la  force  accélératrice  du  point  G.  Voyons  d’abord 
ce  qui  résulte  de  la  première  condition. 

En  imprimant  ainsi  à tous  les  points  du  corps,  des 
vitesses  égales  et  parallèles  entre  elles,  il  en  résultera 
pour  tous  ces  points,  des  quantités  de  mouvement 
proportionnelles  à leurs  masses  et  de  même  direction  ; 
ou  bien,  si  l’on  partage  le  corps  en  clémeus  égaux 
en  masse,  tous  ces  élémens  auront  des  quantités  de 
mouvement  égales;  or,  la  résultante  de  ces  forces 
parallèles  et  égales,  passera  toujours  par  le  centre 
de  gravité  de  la  masse  entière  ; mais  dans  tout  mou- 
vement de  rotation  autour  d’un  point  fixe , on  peut 
négliger  les  forces  dont  la  résultante  passe  par  ce 
point  ; on  peut  donc  ici  faire  abstraction  de  ces 
forces  parallèles, puisque  le  C|ntre  de  gra\ilé  du  corps 
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esl  supposé  être  le  point  fixe.  Donc  le  mouvement  de 
rotation  initial  d'un  corps  solide,  autour  de  sou 
centre  de  gravité,  sera  produit  par  les  forces  don- 
nées qui  agissent  à l’origine  sur  difl’erens  points  de 
ce  corps,  et  ce  mouvement  sera  le  même  que  si  le 
centre  de  gravité  ne  prenait  lui-même  aucune,  vi- 
tesse initiale. 

Relativement  à la  seconde' condition,  j’oljserve 
qu’il  en  résultera,  ponr  tous  les  points  du  corps,  des 
forces  motrices  qui  seront  constamment  parallèles 
entre  elles,  et  proportionnelles  aux  masses  de  ces 
points;  on  pourra  donc  aussi  en  faire  abstraction, 
puisque  leur  résultante  passera  à chaque  instant  par 
le  centre  de  gravité  ; d’où  je  conclus  que  le  mou- 
vement de  rotation , autour  de  ce  centre , est  produit, 
à l’origine,  et  pendant  toute  sa  durée,  par  les  forcer 
.données  qui  agissent  sur  les  points  du  mobile,  et 
auxquelles  on  ne  doit  ajouter  aucune  autre  force. 
l'.onnaissantiCes  forces  et  leurs  directions,  dans  cha- 
que cas  particulier , on  formera  les  six  équations  dif- 
férentielles dif  premier  ordre,  ou  les  trois  équations 
du  second  ordre,  dont  ce  mouvement  de  rotation 
dépend  (n®  384);  en  les  joignant  aux  équations  (5) 
du  n°  3g8,  on  aura  toutes  les  équations  nécessaires 
pour  déterminer  les  deux  mouvemens  du  corps;mais 
ce  ne  sera  que  dans  un  très-petit  nombre  de  cas 
particuliers  qu’on  parviendra  à les  intégrer. 

/fO'5. 11  eslaisédeconcevoir,  d’aprèS  cela, comment 
on  déterminera  le  double  mouvement  de  rotation 
et  de  translation  d’un  corps  solide  entièrement  libre. 
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produit  par  l’actioa  simultanée  de  plusiebrs  forces 
données,  qui  agissent  instantanément  sur  ce  mobile. 
Supposons,  en  effet,  que  F,  F'^  F",  etc.,  soient,  les 
intensités  de  ces  forces,  et  qu’elles  soient  appliquées 
aux  points  A',  A",  etc. , d’un  corps  solide  libre 
(fig.  i6),  suivant  les  directions  A* y etc. 

Puisque  ces  intensités  sont  données,  on  est  censé 
connaître  la  vitesse  que  chaque  force  imprimerait  au 
mobile,  si  cette  force  agissait  seule  ; soit  donc  v la 
vitesse  qui  serait  due  à la  ibrce  Fy  v celle  qui  serait 
due  à F' y etc.,  et  désignons  par  d/,  la  masse  du  mo- 
bile : nous  aurons  ([1°  4oi) 

F=Mv.  r—  Mv,  *F"  = Mv\  etc. 

Or, Gétantlecculre  de  gravité  du  corps,  ce  point 
doit  se  mouvoir  comme  si  la  masse  M y était  réunie,  et 
que  les  forces i^, elc.  ,y  fusseutappliquées  pa- 
rallèlement à leurs  directions:  je  mène  donc,  par  le 
point  Gy  des  droites  CCy  GC,  tïC',etc. , parallèles 
aux  directions  B.iylï  A',  B"A"yCU:,y  sur  ces  droites, 
je  porte,  à partir  du  point  L-  y des  parties  qui  soient 
entre  elles  comme  les  forces  F,  F" y F’ y etc. , ou , 
ce  qui  est  la  même  chose,  comme  les  vitesses  v,  v', 
v"y  etc.;  je  prends  ensuite,  par  les  règles  connues, 
la  résultante  de  ces  t itesses,  et  cette  résultante  sera, 
en  grandeur  et  on  direction,  la  vitesse  du  point  G, 
Ainsi  le  centre  de  gravité  du  mobile  que  nous  con- 
sidérons , se  meut  d’un  mouvement  rectiligne  et 
uniforme,  avec  une  vitesse  égale  .à  la  résultante  de 
celles  qui  lui  seraient  communiquées  par  les  forcer 
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jP,  F' y si  chacuae  de  ces  forces  était  seule  ap- 
’ pliquée  au  mobile. 

Maintenant  le  corps  doit  tourner  autour  de  son 
centre  mobile,  comme  s’il  était  fixe,  et  que  lus 
mêmes  forces  données  Fy.F'^  F’,  etc.,  fussent  ap- 
plic^ées  au  mobile,  sans  rien  changer  à leurs  direc- 
tions et  à leurs  points  d’application;  je  regarde  donc 
le  centre  de  gravité  G,  comme  un  point  fixe  ; je  dé- 
termine, par  les  formules  du  premier  livre  (a“  86), 
le  moment  principal  des  forces  P,  F' y F" y etc. , re- 
lativement au  point  G,  et  la  direction  du  plan  auquel 
ce  moment  se  rapporte , lequel  plan  sera  celui  qui 
passe  par  le  point  G et  par  la  direction  de  leur  ré- 
sultante , quand  ces  forces  auront  une  résultante  uni- 
que : le  mouvement  de  rotation  autour  du  point  G, 
ne  dépend  que  de  la  direction  de  ce  plan  et  de  la 
grandeur  de  ce  moment,  et  connaissant  l’une  et  l’au- 
tre, on  peut,  dans  tous  les  cas,  déterminer  ce  mou- 
vement d’une  manière  complète  (n“  3qo).  ^ 

Lorsque  les  forces^JP,  F,  F",  etc. , se  réduiront 
à deux,  parallèles,  égales  et  dirigées  en  sens  oppo- 
sés , la  vitesse  du  centre  de  gravité  sera  nulle,  puis- 
qti’en  transportant  ces  forces  au  point  G,  elles  s’y 
feront  équilibre.  Dans  ce  cas , le  centre  de  gravité 
demeurera  immobile,  et  le  corps  aura  seulement  un 
mouvement  de  rotation  autour  de  ce  point.  Au  con- 
traire, quand  les  forces  Fy  F,  jF*,  etc.,  auront  une 
résultantè  unique,  passant  par  le  point  G,  il  n’y 
aura  pas'^de  mouVeixtent  de  rotation  ; tous  les  points 
du  corps  seront  transportés  dans  l’espace,  avec  une 
vitesse  commuQe,*égale  e t parallèle  ù celle  du  point  G.' 
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Mais,  en  général,  les  deux  mouvemeus  de  rota- 
tion et  de  translation  subsisteront  ensemble  et  se  dé- 
temiincrout  indépendamment  Tun  de  l’autre,  ainsi 
que  nous  venons  de  l'expliquer. 

4°4-  Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  le  Éio- 
blle  est  mis  en  mouvement , par  l’action  de  la  seule 
force  F,  et  que  le  plan  qui  renferme  à' la  fois  le 
centre  de  gravité  G et  la  direction  B /J  de  cette  force, 
est  perpendiculaire  à l’un  des  trois  ax-es  principaux 
du  corps  qui  se  coupent  au  point  C.  Cet  axe  resterait 
immobile,  et  le  corps  tournerait  uniformément  si  le 
point  frétait  réellement  uh  point  fixe  (n“  368  et  ; 
donc,  puisque  le  mobile  doit  tourner  autour  de  son 
centre  de  gravité,  de  la  même  manière  que  s’il  était,  • 
fixe  il  s’ensuit  que  l’axe  principal  sera  transporté 
dans  l’espace,  parallèlement  à lui-mème,  avec  le 
centre  de  gravité,  et  que,  pendant  ce  mouvement, 
ce  corps  tournera  uniformément  autour  de  cet  axe. 

En  désignant  toujours  par  il/,  la  masse  du  mobile  ; 
par  e,  la  vitesse  de  son  centre  de  gravité,  qui  sera 
parallèle  à la  directipn  B^  de  la  force  F;  par  J",  la 
perpendiculaire  Gffj  abaissée  du  point  G sur  cette 
direction  : le  produit  MvJ' sera  le  moment,  pris  par 
rapport  à ce  point,  de  la  force  qui  produit  le  mou- 
vement; et  si  l’on  représente  encore  par  C , le  mo- 
ment d’inertie  de  la  masse  M,  par  rapport  à l’axe  de 
rotation,  et  par  œ , la  vitesse  angulaire  autour  de  cet 
axe  régardé  coounc  fixe,  on  aura  (n“  345} 

Mvf 

et 


Digitized  by  Google 


# 


LIV.  ffl.  SUITE  DE  LA  DYîfAMIQUE.  175 

Cet  exemple  est  très-propre  à montrer  comment 
on  parvient  à déterminer  complètement , le  double 
mouvement  que  prend  un  corps  solide,  frappé  sui- 
vanf  une  direction  qui  ne  passe  pas  par  son  centre 
de  gravité. 

D’après  ce  qu’on  a démontré  dans  le  n“  SqS,  le 
mouvement  que  nous  considérons  sera  dans  un  état 
stable,  quand  la  quantité  C sera  le  plus  grand  ou  le 
plus  petit  des  trois  momens  d’inertie  relatifs  aux  axes 
principaux  qui  se  coupentau  point  G ; au  contraire, 
quand  elle  ne  sera  ni  le  plus  grand,  ni  le  plus  petit, 
ce  mouvement  manquera  de  stabilité;  par  consé- 
quent, lorsqu’on  voit  un  corps  solide  libre  tourner 
autour  d’un  axe  qui  reste  parallèle  à lui-même,  ou 
qui  s’écarte  très-peu  du  parallélisme,  en  faisant  des 
oscillations  très-petites  de  part  et  d’autre  d’une  po- 
sition moyenne,  on  peut  être  assuré  que  l’axe  de 
rotation  est  un  des  axes  principaux  du  mobile,  qui 
se  coupent  à son  centre  de  gravité,  et  que  le  mo- 
ment d’inertie  relatif  à cet  axe,  est  le  plus  petit  ou 
ie  plus  grand  des  trois  momens  d'inertie  principaux. 

, ^o5.  Lorsque  les  points  du  mobile  seront  sollicités 
par  la  pesanteur  ou  par  d’autres  forces  accélératrices, 
ces  forces  troubleront,  en  général,  les  deux  mouve- 
mens  du  corps  produits  par  l’impulsion  primitive 
qu’il  a reçue  ; mais  toutes  les  fois  que  les  forces  accé- 
lératrices auront  une  résultante  qui  passeia  cons- 
tamment par  le  centre  de  gravité  du  mobile,  elles 
n’influeront  aucunement  sur  le  mouvement  de  rota- 
tion autour  de  ce  centre,  et  l’on  pourra  en  faire 
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abstraction  quand  il  s’agira  de  déterminer  ce  mou-* 
vement.  Ainsi,  en  supposant  que  le  mobile  que  nous 
avons  considéré  dans  les  deux  n“  précédons,  soit 
un  corps  pesant,  son  mouvement  de  rotatiob  ne 
sera  pas  changé  : il  arrivera  seulement  que  son 
centre  de  gravité,  au  lieu  de  se  mouvoir  en  ligne 
droite,  décrira  une  parabole  dans  l’espace.  Si,  pir 
exemple,le  mobile  est  un  boulet  et  qu’on  le  suppose 
exactement  sphérique  et  homogène,  le  plan  mené  par 
le  centre  et  par  la  direction  de  l’impulsion  primitive, 
sera  toujours  perpendiculaire  à un  axe  principal , 
puisque  tous  les  diamètres  sont  des  axes  principaux  ; 
le  boulet  tournera  donc  uniformément  autour  du 
diamètre  perpendiculaire  à ce  plan;  ce  diamètre 
restera  constamment  parallèle  à lui-même,  pendant 
le  mouvement;  et  le  centre  décrira  ime  parabole  , 
contenue  dans  un  plan  vertical  et  dont  la  première 
tangente  sera  parallèle  à la  direction  de  l’impulsion 
primitive. 

4o0.  En  supposant  le  soleil  et  les  planètes  sphé- 
riques et  homogènes,  ou  composés  de  couches  ho- 
mogènes, l'attraction  du  soleil  sur  chaque  planète,  et 
la  réaction  de  cette  planète  sur  le  soleil , sont  des 
forces  constamment  dirigées  suivant  la  droite  qui 
joint  les  centres  de  ces  deux  corps;  donc,dans  celte 
hypothèse,  la  force  motrice  qui  retient  chaque  pla- 
nète dans  son  orbite  autour  du  soleil  (n°  5a i)  , pas- 
sera rigoureusement  par  le  centime  de  gravité  de  la 
planète  ; de  sorte  quelle  ne  troublera  pas  son  mou- 
vement de  rotation.  Gç  mouvement  aurait  donc  lieu 

autour 
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autour  du  diamètre  de  la  planète, perpendiculaire  au 
plan  qui  contient  le  centre  et  la  direction  de  l’impul- 
sion primitive,  lequel  diamètre  resterait  parallèle  à 
lui-méme,  tandis  que  le  centre  décrirait  une  ellipse 
autour  du  soleil.  Mais  les  planètes  sont  aplaties  vers 
leurs  pôles  de  rotation;  I9  résultante  des  attractions 
que  le  soleil  exerce  sur  toutes  leurs  molécules , ne 
passe  pas  exactement  par  le  centre  de  chaque  pla- 
nète, dans  toutes  ses  positions  par  rapport  au  soleil; 
et  pour  cette  raison,  l’attraction  solaire  influe  sur  les 
mouvemens  de  rotation  de  ces  corps. 

Relativement  à la  terre,  les  perturbations  de  son 
mouvement  de  rotation  sont  dues  à l’attraction  du 
soleil  et  à celle  de  la  lune;  ces  forces  n’altèrent  pas 
sensiblement  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre,  dans 
laquelle  l’observation  et  la  théorie  n’ont  fait  décou- 
vriraucune  variation  appréciable;  elles  ne  déplacent 
pas  non  plus  les  pôles  de  rotation  à la  surface  de  la 
terre , c’est-à-dire , que  l’axe  de  rotation  et  le  plan 
de  l’équateur  qui  lui  est  perpendiculaire , rencon- 
trent la  surface  de  la  terre  constamment  dans  les 
mêmes  points;  mais  ces  forces  font  varier  la  direc- 
tion de  l’axe  et  de  l’équateur  dans  l’espace , de  ma- 
nière que  cette  droite  et  ce  plan,  prolongés  indéfi- 
niment, rencontrent  le  ciel  en  des  points  qui  ne  sont 
pas  toujours  les  mêmes  : c’est  dans  ces  variations 
que  consistent  le  phénomène  de  la  précession  des 
é(juinoxes  et  celui  de  la  nutation  de  l’axe  tenestre. 
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CHAPITRE  VI. 

Dü  MOÜVEMENT  D’ÜTÏ  CORPS  SOLItTÉ  SCR 
UN  PLAN  FIXE. 


'407.  Cjonsidérows  un  corps  solide^  termine  par 
une  surface  continue  dont  l'ëquation  sera  donnée 
dans  chaque  cas  parücnlier;  supposons  que  tous  les 
points  de  ce  corps  sont  sollicités  par  des  forces  doa- 
nées  en  grandeur  et  en  direction , et  qu^en  vertu 
de  ces  forces , le  mobile  roule  sur  un  plan  fixe,  de 
manière  qu’il  le  touche  constamment  en  un  seul 
point,  dans  lequel  ce  plan  est  tangent  à la  surface  du 
mobile.  Ues  quantités  de  mouvement  perdues  à un 
instant  quelconque,  par  les  différens  points  du 
-corps,  devront  se  faire  équilibre  au  moyen  du  plaQ 
üxe;  ces  forces  auront  donc  une  résultante  unique 
passant  par  le  point  de  contact  et  perpë.ndiculaire 
au  plan  fixe ,-  ou  normale  à la  Surface  du  ■ mobile  ; 
laquelle  résultante  sera  détruite  par  la  résistance  du 
plan  et  exprimera  la  pression  qu’il  éprouve.  Comme 
cette  pression  devra  être  telle,  qu’elle  appuie  le  mo~ 
bile  sur  le  plan  fixe,  il  faudra  qu'elle  soit  dirigée 
suivant  la  partie  de  la  normale  à sa  surface,  qui 
tombe  hors  du  corps  ; la  résistance  du  plan  sera , 
au  contraire  , dirigée  suivant  la  partie  de  cette  nor- 
male, comprise  dans  l’intérieur  du  corps;  or,  si 
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l'on  ajoute  anx  forces  données,  qui  agissent  sur  Jo 
mobile,  une  force  agasant  suivant  cette  dernière  di- 
rection , et  qui  représente,  à chaque  instant , la  ré- 
sistance du  plan  fixe,  on  pourra  ensuite  faire  abs- 
traction de  ce  plan  , et  considérer  le  mobile  comme 
uu  corps  solide  entièrement  libre. 

Ainsi  le  centre  de  gravité  se  mouvra  de  la  raérao 
manière  que  si  la  masse  entière  du  mobile  y était 
réunie,  et  que  toutes  les  forces,  y compris  la  ré- 
sistance du  plan,  fussent  appliquées  à ce  point  pa- 
rallèlemcut  à elles- mêmes  et  sans  changer  leurs  in- 
tensités (n*  39S).  De  plus  on  formera  les  équations 
du  mouvement  de  rotation  autour  de  ce  centre  mo- 
bile, eu  le  considérant  comme  un  point  fixe,  et  en 
ayant  égard  aux  forces  données  et  à la  résistance  du 
pian  (n*  4^’’')»  équations  contiendront  donc 
quatre  quantités  inconnues,  savoir,  l’intensité  do 
cette  résistance  dont  la  direction  seulement  est  con- 
nue, et  les  coordonnées  de  son  point  d’applica- 
tion qui,  en  général,  change  de  position,  pendant  le 
mouvement,  sur  la  surface  du  mobile;  mais  on  aura 
quatre  autres  équations  de  condition  qui  complette- 
ront,  dans  tous  les  cas,  le  nombre  des  équations 
nécessaires  pour  déterminer  le  double  mouvement 
de  translation  et  de  rotation  du  mobile.  En  effet,  le 
point  d'application  de  la  force  Inconnue,  étant  le 
point  de  contact  de  la  surface  du  mobile  avec  le  plan 
fixe,  on  a d’abord,  entre  ses  trois  coordonnées , les 
équations  de  ce  plan  et  de  celte  surface  ; et  ensuite , 
on  en  a deux  autres  ponr  exprimer  la  condition  du 
contact. 

la. . 
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408.  Pour  former  ces  équations  de  conditionne* 
qu’il  y a de  plus  simple , c’est  de  choisir  le  plan  fixe 
pour  l’un  des  plans  des  coordonnées  ; menons  donc 
dans  ce  plan^  les  deux  droites  perpendiculaires  Ox 
et  Oj-  17), et  une  troisième  O2,  perpendiculaire 
à ce  plan;  soient  x,  z,  les  coordonnées  d’un 
point  quelconque  m du  mobilej  rapportées  à ces 
trois  axes  Hxes;  soit  aussi  G le  centre  de  gravité 
de  ce  corps,  et  j:,  z,  les  valeurs  de  2,  re- 
latives à ce  point;  supposons  que  Gx^ , Gz^, 
sont  les  trois  axes  principaux  qui  se  coupent  au  point 
G,el  désignons  par  a:, , X » */■>  coordonnées  du 
point  m,  parallèles  à ces  axes;  enfin  concevons  par 
le  point  fixe  O,  trois  axes  Ox^,  Oz^,  respecti- 
vement parallèles  aux  axes  mobiles  Gx^ , , Gz^  : 

en  conservant  aux  lettres  a,  by  c,  etc.,  la  même 
signification  que  dans  le  n°  36 1 , nous  aurons 

X = i + ax,  -f  + c*, , 
y = ÿ + (ïx,-i-b’y,+  o\, 
z = ï + o'x,  +b"y,  -h  c\  ; 

St  réciproquement 

x^—  û(x  --  x)  + a'(y  — y)  -f-  a*(z—  a)  , 

y,  = — + b'iy  —y)  + b\t  — I) , 

»,  — t(-c  — + c'iy  —y)  + c'(*  — a). 

Cela  posé,  la  surface  du  mobile  sera  définie,  dans 
chaque  cas  particulier,  par  une  équation  entre  les 
coordonnées  de  ses  différens  points,  rapportées  à des 
axes  fixes  dans  l’intérieur  du  corps  et  mobiles  aVec  loi; 
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nous  supposerons  que  ces  axes  sont  les  trois  droites 
Gx^y  Gj,,  Gz^y  de  manière  que  l’e'quaüon  de  la 
surface  soit  exprimée  au  moyen  des  trois  coordon-r 
néesÆ'^,^^,  et  L étant  une  fonction  de  ces  trois 
variables,  nous  représenterons  cette  équation  par 
L — o.  En  y substituant,  à la  place  de 
leurs  valeurs  précédentes,  L deviendra  une  fonctioa 
de  Xy  pcy  Zy  et  l’on  aura  l’équation  de  la  même  sur- 
ùccy  rapportée  aux  trois  axes  Ox,  Oj',  Ozÿ  par  rap- 
port auxquels  elle  change  de  position  pendant  le 
mouvement.  L’équation  du  plan  tan|pent  au  point  m, 
qui  répottlaux  coordonnées  x,^,z,  sera,  comme 
on  sait. 


dL 


dL 


J ) 


dL 


x\y y z'y  étant  les  coordonnées  d’un  point  quelcon-- 
que  de  ce  plan , parallèles  aux  axes  Oxy  Oj  et  OzJ 
Maintenant  si  l’on  suppose  que  m est  le  point  det 
contact  de  la  surface  du  mobile  et  du  plan  sur  lequel 
il  se  meut,  qu’on  a pris  pour  le  plan  des  x,  jTy  on 
aura,  par  rapport  à ce  point,  2 = 0,  et  par  con-v 
séquent^ 

a4-a'x,+  i*y^H-c\  = o;  (1) 

d’ailleurs  le  plan  tangent,  en  ce  point,  devant  coïn- 
cider avec  celui  des  Xyj'y  son  équation  devra  se 
réduire  à z'  = 0;  ce  qui  exige  qu’on  ait 

; idL  dL 

dy-°>  dx-°- 

Or,  sans  effectuer  la  substitution  des  valeurs  de 
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z^j  'dans  là' fonction  l’on  y’consLdère 

ces  Tariables  comme  des  fonctions  de  z,  ôn 

«ara  - . > ' 1 . , ■■  .■i.m  •j;>: 

• df._^dL:  i.x.'  dL.  dy;^dL  ds,,j^  , ■ 'i 

, . dL_^4L^-dxj  . d/j  rfy;,  4l<  “ i 

T4?V  dy  • '"dy'^  dt,/  dy'  . ...  . 


mais  d’après  les  valeurs  précédentes  de  os^ , 'z,, 

r\  miccî  ' '■  ■ *' 


on 


a aussi 


' ■ . : I f I 1 


dx^ 

dx 


— a éh^b'  ■ii.'—a'  éïi—b’  ^-~d- 

-®'  dx  y d^-'  dy  —y  dy  ' 


‘^y 


dy 


les  équations  ~z=.o  et  — 
être  remplacées  par  celles-ci  ; 


f y 


dL.:  , àh  , 'dL  ' 

ar;“ +,§;,■ 


dlj  ' h' -1-^^  r! 


(>T 


^dàris  lesquelles  on  a l’avantage  d’employer  la  quantité 
Ly  telle  qu’elle  est  donnée  immédiatement,^  c’est-à- 
dire,  en  fonction  de  x^y  j^y  z^. 

Ainsi  réquation  de  la  surface  Z = o , et  les  équa- 
tions (i)  et  (a)  ont  lieu  ensemble,  entre  les  coor- 
'doniiées  x^yj\,  s^,  du  point  de  contact  m.  Ce  sont 
ces  quatre  équations  qu’il  faudra  joindre  à celles  du 
mouvement  du  corps,  pour  avoir  le  nombre  des 
équations  nécessaires,  dans  chaque  cas,  à la  solution 
complète  du  problème. 
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/{09.  App^x^iyppÿ  piainteqant  ces  conside'ration» 
generales  à un  exemple  particulier. 

Supposons  que  le  mobile  est  un  ellipsoïde  homo^ 
gène , le  centre  de  gravité  G sera  son  centre  de 
figure,  et  les  axes  principaux  Gjc^,  seront 

ses  trois  diamètres  conjugués  rectangulaires  (n®  358); 
l'équation  de  Sa  surface,  rapportée  aces  trois a^es, 
sera  donc 

«tfv  + cL>yy;  + evx/ 


c , € , y,  étant  les  longueurs  des  trois  demi  - dia-> 
mètres  ; par  conséquent  on  aura  dans  ce  cas  , 

+,cy  'Xf  ^ ct’C'y^, 

d’où  l’on  tire  ' - - 

dL  . dL  dL  . 


dz. 


les  équations  (2)  deviennent  donc. 


C*y‘ax^  -f-  H-  €l‘C*cz^  = o » 

C^y^a'x^  + a.*y^b'y^  + ct^cz^  = o : 

or,  à cause  que  (n*  36 1) 

Cû"  + W"  + ce'  = o , c'a'  -f  b' b"  + c'e"  = o , 

on  salisfüt  à oes  équations,  en  prenant  < 

X,  = tt'c'u , y^  = C^b‘u , = yYu  ; 

étant  une  quantité  indéterminée.  En  substituant  ce» 
valeurs  danç  1 equatk>ade  UsivJÿce,  et  svppfweittki 
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facteur  a*f*^*,  commun  à tous  les  termes,  il  vient 

(>’c**  + G'-b‘^  + w*  = 1 ; 

ce  qui  donne 

U-=.dz  ■■■  ■■■;  L--  ' ■ . 

SI  l’on  substitue  ces  mêmes  valeurs  dans  l’équation 
(i),  on  trouve  en  réduisant 


Nous  supposerons  le  mobile  placé  au-dessus  du 
plan  des  a:,  et  nous  compterons  les  valeurs  po- 
sitives de  la  variable  3,  au-dessus  du  même  plan  ; alors 
l'ordonnée  s du  point  G sera  positive,  de  manière 
qu’on  devra  prendre  le  signe  — devant  la  valeur  de 
u;  on  aura  donc 


Telles  sont  l’expression  de  la  distance  du  centre  G- 
de  l’ellipsoïde  que  nous  considérons,  au  plan  desar, 
et  celles  des  coordonnées  de  son  point  de  contact 
m avec  ce  plan,  rapportées  à ses  diamètres  jwinci- 
paux.  Il  est  aisé  de  vérifier  ces  résultats,  en  obser« 
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vant  qne  (f,  b* y c’y  sont  les  trois  cosinus  des  angles 
t]ue  fait  la  perpendiculaire  à ce  plan,  avec  les  trob 
axes  Gx^y  Gjr^y  Gz^.  ' • • 

4^^-  Quant  aux  équations  du  mouvement  de  Cet 
ellipsoïde , elles  dépendront  des  forces  qui  lui  sont 
appliquées;  supposons  donc  que  la  pesanteur  est 
la  seule  force  accélératrice  qui  agisse  sur  les  points 
de  ce  corps , et  qne  le  plan  fixe  sur  lequel  Q roule  , . 
est  un  plan  incliné;  désignons  cette  force  par  g'y 
l’inclinaison  du  plan  par  « , la  masse  du  mobile  par 
‘My  et  par  R , la  résistance  du  plan  qui  agira  aii 
point  de  contact  m,  suivant  la  perpendiculaire  m Ai 
Si  nous  prenons  l’axe  Ox  horizontal,  ouy’ce  qui 
revient  au  même , le  plan  desjTy  z vertical,  la  com- 
posante de  la  force  g sera  nulle  parallèlement  à 
cet  axe,  et  ses  composantes  suivant  les  axes  Ojr^ 
et  Oz, seront  exprimées  par  g.  sin.e  et — g.cos.t} 
d’où  l’on  conclut,  en  ayant  égard  au  poids  du 
mobile  et  à la  résistance  du  plan  fixe  (n*  3g8),  ceS 
équations  du  mouvement  du  centre  de  gravité  : 


M.^z=-~-.Mg,co*.t  + R-,  (3) 

d’y  d^x 

dt  étant  l’élément  du  tems.  ' ' 

En  intégrant  les  deux  dernières,  on  a 
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E,  D , E\  désignant  les  coosiapie?  prbitraji'ef  ÿ 
dont  Us  valeurs  se  détermineront  au  moyen  dp 
la  vitesse  et  de  la  position  initiale  du  point  Q,  Çpp 
équations  montrent  déjà  que  le  mouvement  de  ce 
point,  parallèlement  au  plan  fixe  , ést  uniformément 
accéléré  ,'*  et  qu’il  serait  uniforme  si  ce  plan  était 
borizontÿl. 


y . 


dotniuie  la  valeur  dë  z ést  déià  connue'  en  fonc> 
tipn  dçs  quantifies^n,  c',  l’équation  servira  a - 
.déterminer  la  force  aü  moyen  deji  mêmes  xjuanr 
tité$,;dpQt  les  yaleuiï  ,’en  foncliop  d«a  tem?,  dé- 
pgqdent[du  mPWVJçn?iep,t  4ç  rotatipp^aütpur  du 
point  G. 


lOX. 


ZT 


D’après  les«formules  générales  dn**n“  585, 
les’ équations  de  èé  mouvement  de  rotation  doivent 
Contenir  les  composantes 'de  !a'>  force  R,  parai** 
lèlés  aux  axes  principaux  les  com- 

posantes du  poids  du  mobHe  n’y  enirént pas,  parce 
quB’  le  point  G eit  îioii'feentre  de  gravité;  or,  en 
multipliant  la  force  î? par  les  COèinus  a',  h",  (f; 
des  angles  que  fait  sa  direction  avec  ,ces  trois  axes, 
on  a Ra*j  Rb" y £(/,-;pour4ef  valews.de  ses  compo- 
santes ; et  les  équations  du  mouvemerH  de  rotation 
seront , d’après  lein*ncîté. 


Cdr  -I- (B  — A). pqdt  = . , 

Bdq  + (^  — £) . rpdt  = Riz/t"  — x,c')  .dt," 

4 lesTtrois_mcm>Pp5  d’ioerJtle  4e  l’el- 
lipsoïde, par  rapport  à ses  diamètres  principaux; 
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Pt^f  r'y  Veprésentent  les  quantite's  Vanables  dont 
dépend  la  position  de  l’axe  instantanée /jst  là  vitesat 
de  rotation  autour  de  oetaxe  (n‘’375);  âifin, 
s^jSont  les  coordonnées  du  point  de  contact  m,  dont 
nous  venons  de  donner  les  valeurs.'' En. les  substi- 
tuant dans  ces  équations,  elles  deviennent  * 


Cdr-\-  {B  — jf).pqdt  = - 


/t(f— 


-fi  l ‘ 

Bdq  + (A-C).r^,di=  «(-•— 


J" 

1‘ 


V^‘c“  -P  C‘b"‘ -+- u‘a‘ 


(4) 


.J  . ■/?(>*  — C*)iV. A , 


On  obtient  facilement  deux  intégrales  premières 
de  ces  trois  équations.  D’abord , en  les  ajoutant 
après  avoir  multiplié  la  première  parc*j  ladeaxièma 
par  la  troisième  par  a",  il  vient 
• C [c'dr  if  (qa’  — p6*)  .rdtj  + B ^b'dq  + ( pc'  — ra») . qdt^ 

rf-  £n^dp+(rb‘ — (je*) . pdQ^o  j 

Inais  il  existe  entre  les  quantités  a',  &*,  p,ç,  r,  les 
relations  (n"  38 1) 


iqa'—pb'^.dl—dd’,  {pc’-^étydt^tW,  {rl/-^d'').dlz=da\ 
qui  l'éduisent  l’équation  précédente  à 

4 * 

C.d.c“r B >d-b‘'q A.d^i^p'à^jf,  . ■ 

on  aura  donc , en  intégrant  ' ■ 

♦ / 

Ce  T B b* ç -f  Aq*p  — l\ 

l étant  la  constante  arbitraire. 

' J’ajoute  de  nouveau  les  éqaations-{4)  apres 
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•voir  multiplié  la  première  parr^  la  seconde  par^, 
la  troisième,  par  p et  en  ayant  égard  aux  relations 
qu’on  vient  de  citer,  je  trouve 

-T  rr  y yc- + 

= —R.dy  7‘£  ‘4-C*6'*+”a»a''* 


mettant  z à la  place  de  V>*c*‘+C*i'*-f-*'a** , et 
pour  Ity  sa  valeur  tirée  de  l’e'quation  (5) , on  a 

Crdr-\-Bqdq-\- Apdp  — — M.  — Mg.c.ot.i.dz\ 

«t  en  intégrant,  il  vient  ■ . • . - 


Cr*-f- Bq*  + Api^  + .cos .s .z~ Mh\  ^(5) 

h étant  une  constante  arbitraire  essentiellement  po- 
sitive. 

On  ne  saurait  trouver,  sous  forme  finie,  d’autres 
intégrales  des  équations  (’4)>  n™ais  la  dernière  suffit 
dans  un  cas  particulier  que  nous  nous  bornerons  à 
considérer. 

Ce  cas  est  celui  où  l’un  des  axes  principaux,' 
par  exemple.  Taxe  Gx^ , reste  constamment  horizon- 
tal. Il  suffit,  pour  qu’il  aitlieu,  que  le  plan  des  deux 
autres  axes  ait  qjé,  à l’origine  du  mouvement,  ver- 
tical et  perpendiculaire  au  plan  incliné,  et  que  l’im- 
pulsion primitive , si  le  mobile  en  a reçu  une,  ait 
etc  dirigée  dans  ce  plan  ; car  alors  tout  étant  par- 
faitement semblable  de  part  et  d’autre  de  ce  plan 
principal , il  n’y  a aucune  raison  pour  qu’il  s’in- 
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•dîne,  liî  d’un  côlé  ni  de  l’autre,  de  sorte  qu’il  de- 
meurera vertical  et  perpendiculaire  au  plan  incliné 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  Nous  sup- 
poserons donc  que  le  plan  desjr^,  coïncide  cons- 
tamment avec  celui  des  7*,  z.  L’axe  de  rotation  sera 
alors  l’axeGx^;  par  conséquent  il  sera  perpendiculaire 
aux  deux  autres  axes  principaux  Gy,  et  Gz,,  et  deux 
des  trois  quantités  p y q,  r,  savoir  ^ et  r,  seront 
nulles  (n*  37.')).  La  vitesse  de  rotation  qui  est,  en 
général,  se  réduira  donc  à pi  d'ail- 

leurs, si  l’on  mène  par  le  centre  de  gravité  G 
(fig.  18),  une  droite  Gs,  parallèle  à l’axe  fixe  Oz, 
et  qu’on  appelle  6 l’angle  variable  z,Gz  compris 
entre  l’axe  Gz,  et  cette  droite,  il  est  évident  que  la 

vitesse  angulaire  sera  le  coefficient  différentiel 
On  aura  donc  77  = on  aura  aussi  c'=  cos  . 0,^ 

i*  = cos.(ioo”T|-â)  = — sin.fl,  et  a"  = o,  puis- 
que ces  trois  quantités  a*,  i',  c",  sont  les  cosinus 
des  angles  compris  entre  les  axes  Gx^, 
et  l’axe  Oz,  ou  sa  parallèle  Gz. 

Au  moyen  de  toutes  ces  valeurs,  l’équation  (5) 
devient 

et  la  valeur  de  z se  réduit  à 

y'y“.coî‘.ti  4-  ff'.ain'.â; 

d’où  l’on  tire 

dz, (C^  — ^ . sin  .fl.cos.S  di 

*.cos‘.6 
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En  calcolaat  le  moment  d’inertie  de  l’ellipsoïde  ^ 
par  rapport  à l’axe  Gx, , on  trouve  (n*  549} 


e/t  ' 

Substitnant  donc  ces  valeurs  de  z,  ety^,dana 

l'équation  précédente , et  supprimant  le  Bicteur  M ^ 
il  viept 


I 


•Q.  («■+>•)  4 


— 7*)*.sin*.ô.cos’.fi“l 


dt' 


3g. cos. f. 


00 


Si  PoO  résout  cette  équation  par  rapport  à dt,  on 
aura  la  valeur  de  , sons  la  forme  : dtz=.f%  . d%  ; 
d’où  l'on  tirera , par  la  méthode  des  quadratures  , 
la  valeur  de  t en  fonction  de  0 , et  réciproquement 
la  valeur  de  8 en  fonction  de  t.  Puisqu’on  connaît 
l’ordonnée  z en  fonction  de  9,  on  aura  aussi  la 
valeur  de  celte  quantité  en  fonction  de  on  pourra 
donc  assigner  la  position  du  mobile  à chaque  ins> 
tant;  d’ailleurs  l’équation  (5)  fera  connaître  la  valeur 
de  i? , et  par  éonséquent  la  pression  que  le  plan 
' fixe  éprouve  ; ainsi  le  problème  peut  être  regardé 
comme  complètement  résolu , ou  du  moins  il  ne 
' reste  plus  qu’à  déterminer  les  constantes  arbitraires 
qui  entreront  dans  les  valeurs  de  t et  des  coordon- 
nées du  centre  de  gravité. 


4i3.  A cause  que  le  centre  G se  meut  dans  le 
plan  vertical  des  jr,  z,  sa  coordonnée  x doit  être 
constamment  mille;  par  conséquent  les  constantes 
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*rbitrairc4  E'  êt  U y <jui  entrent  dans  sa  valeur 
(n*4*o)»  seront  toutes  deux  égales  à zéro.  La  cons- 
tante E comprise  dans  la  valeur  de^,  dépend  de 
la  distance  initiale  du  point  G à l’axe  Oz , et  l’ou 
peut,  si  l’on  veut,  la  supposer  nulle;  de  même  la 
constante  arbitraire  qui  sera  introduite  par  l’inté- 
gration de  la  valeur  de  d(,  dépendra  de  la  valeur 
initiale  de  l’angle  9 ; quant  aux  constantes  A et  Z> , 
elles  se  détermineront  d’après  la  grandeur  et  la 
direction  de  l’impulsion  primitive,  ainsi  qu’on  va 
le  voir. 

Soit  FHla.  direction  de  cette  force;  v la  vitesse 
que  le  centre  de  gravité  aurait  prise  parallèlement  à 
cette  droite,  si  le  mobile  eût  été  entièrement  libre; 
/la  perpendiculaire  , abaissé»  du  point  G sur 
cette  droite;  ^ l’angle  Gi^iT, compris  entre  ladirec- 
.lion  FH  et  la  droite  FG.  L’intensité  de  cette  force 
sera  égale  au  produit  Mv  (n*  4°*)  > ^ura  Mvfy 
pour  la  valeur  de  son  moment  par  rapport  au  centre 
G;  et  en  la  décomposant  en  deux  forces,  dirigées 
suivant  FG  et  suivant  la  droite  FE  parallèle  au 
plan  fixe  , ses  composantes  seront  Mv  .cos. A et 
dft'.sin.A'.  Mais  à l’origine  du  mouvement,  le  plan 
fixe  éprouve  une  certaine  percussion  y due  à l’im- 
pulsion primitive , et  détruite  par  la  résistaùce  de 
ce  plan,  qui  lui  est  égale  et  contraire  ; cette  résis- 
tance s’exerce  au  point  de  contact /n , suivant  la  per- 
pendiculaire mK'y  nous  représenterons  sa  grandeur 
inconnue  par  P,  et  en  la  joigiiantà  la  force  ATt»,  nous 
pourrons  considérer  le  mobile  comme  un  corps  en- 
tièrement libre. 
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Ainsi,  I*.  la  vitesse  initiale  du  centre  de  gravité 
sera  la  même , en  grandeur  et  en  direction , que  si 
la  masse  M était  réunie  en  ce  point,  et  que  les  deux 
forces  Mv  et  P,  lui  fussent  directement  appliquées  ; 
on  aura  donc , pour  déterminer  les  valeurs  initiale* 

de  ^ et  ^ , ces  deux  équations 


i/.sin.ft,  $ = P — Mv.  coi.fi  1 

<M  dt 


mais  à un  instant  quelconque , on  a 


dy  ■ , , n dz  (C* — ')*).ain.fl.ctw.S  di 

-r-=g.tin.  t+D , -r-  = ^ - -r  ; 

dt  dt  p^'j,“.co8*.6'4"C*.sin*.(l  dt 


«opposant  donc  que  l’on  compte  letemsà  partir  de 
l’origine  du  mouvement,  et  désignant  par  e et  a les 

valeurs  de  6 répôndcnt  à cette  origine, 

de  sorte  qu’on  ait  à la  fois 


on  en  conclura 

_ . , _ „ , , Mé>(C*—y’‘).êin.e.co»,e 

D = v.nn.k,  P=Mv.coi.h-+- — ■ ■ ■■  ' — ; 

ce  qui  fait  déjà  connaître  la  valeur  de  D et  celle  de  P. 

a".  Les  forces  P et  Mv  impriment  à l’ellipsoïde  , 
autour  de  l’axe  principal  Gx,,  perpendiculaire  à leur 
plan,  la  même  vitesse  de  rotation  que  si  cet  axe  était 
■fixe;  or,  la  force  P étant  dirigée  suivant  la  droite 
mK , son  moment  par  rapport  au  point  G est  égal  à 

nj-j). 
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^ ) , jT  »'*t  / étant  les  distances  des  points  G et 
///,  à Taxe  Oz  ; d’ailleurs  le  moment  d’inertie  de 
l’ellipsoïde,  par  rapport  à l’axe  de  rotation,  est  égal  à 

; la  vitesse  angulaire  a»,  ou  la  valeur  ini- 
tiale  de  , sera  donc  déterminée  par  cette  équa- 


tion ,(  n"  344)  : 

f • (<î*‘+y)- = Piy-y) + (7) 

Mais  Z,  et^/étant  lés  coordoonées  du  point  m,  rap- 
portées aux  axes  et  Gj^ , on  a par  les  formules 
les  I plus  simples  de.  la  transformation  ; des  coor- 
données ,'.4.  j!  . 

y=sÿ +y,.co$.t  + z,.tin.ei  ' 

les  valeurs  de^,  et  z,  se  déduisent  des  formules  du 
n*4o9,  en  y faisant  «*=0,  — sin.e,  c*=sco».e, 

desorteque  ” - 

y*.co8.e 


r,  »,3X-f 


V/>“.co8*.e-t'C*.»in*.#  y^*.co8*.e+C*.ain*.** 

; .'a;  -1 

d’où  il  suit  • : ’ 

_ (y*  — C*).  sin.e. cos. « 

V^^’.cos*.e-f-C*.sin‘.e 

En  substituant  dans  l’équation  (7)  , cette  Talfor 
àejr—jr,  et  celle  de  P qu’on  vient  d’obtenir,  on 
trouve  ( - 

fi  (C* + >•')  + (C«-V»)VsinVe.cosVe-i 
Ls*"  - •y'.sin'.e -t- C*.co»*.e 

(■;* — C*)i/.côs.t.sîn.e.cos.e  ^ 

’*  t/y.sin’.e-|-C‘“,cos*.^* 
a.  i5  ^ • 


Diylî 
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équation  qui  servira  à déterminer  la  vitesse  ini- 
liale  U. 

Maintenant  si  l’on  fait  et  = dans  l’é- 
quation (6)  , et  que  l’on  y substitue  cette  valeur  de 
CD  y on  aura  la  valeur  de  la  constante  h que  cette 
équation  renferme. 

4i4*  Examinons  spécialement  le  cas  où  le  plan 
fixe  est  horizontal,  et  où  l’ellipsoïde  n’a  reçu  aucune 
impulsion  primitive  ; nous  aurons  alors  e=o,  v=zOy 
cw=o,  Z>=o;  la  valeur  de  y du  n®  4io  se  réduit 
à d’où  l’on  voit  que  le  centre  U demeurera  cons- 
tamment sur  la  même  perpendiculaire  au  plan  fixe , 
c’est-à-dire,  sur  la  même  verticale.  Soient  BGB' 
et  CGC  (fig.  ig)  , les  deux* axes  de  l’ellipsoïde  dont 
les  longueurs  sont  représentées  par  2^  etsy  ,et  qui 
tournent  autour  du  point  G , tandis  que  le  troisième 
axe  reste  horizontal.  Tant  que  l’une  de  ces  deux 
droites  coïncide  avec  la  verticale  OGz,  menée  par 
le  centre  G,  l’ellipsoïde  demeure  en  équilibre;  le 
mouvement  commence  aussitôt  que  l’on  incline  ua 
tant  soit  peu  l’axe  qui  était  vertical.  Représentons 
toujours  pare,  l’angle  initial  GGs,  augle  que  nous 
supposerons  très-petit,  de  manière  que  l’ellipsoïde 
soit  ti’ès-peu  écarté  de  la  position  d’équilibre  dans 
laquelle  l’axe  CGC  est  vertical. 

En  faisant  e=o,  6=:e,  ^=0,  dans  l’équation 

(6) , on  aura 

h=:ag.  v/>*.cos*.ë-f-C“.iin*.e; 

et  en  y substituant  cette  valeur  de  /<,  elle  deviendra 
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'■  •'  C*.cos“.fi4-^".Bin*.fl  J 

tr=  a ?.  >* . cos* . e-f-C* . sin* . e — ag.  V' y*. cos’ . 4-f-C* . sin* . 9. 

Le  premier  membre  est  une  quantité  essentiellement 
positive  ; la  valeur  du  second  membre  devra  donc 
rester  positive  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
ment ; or,  il  est  aisé  d’écrire  ce  second  membre 
sous  cette  autre  forme  ; 

2g  ■ (f * — y*)  ■ (ain* . e — sin* . <)  * 

V^y*.cos“.e  C*.sin*.e  + “.cos'.ô  * 

d’où  l’on  conclut  que  le  produit  des  deux  facteurs 
g» — y*  et  sin.'e  — sin.*0  sera  constamment  positif, 
ou  que  ces  deux  facteurs  auront  constamment  le 
même  signe.  Si  donc  on  a j.,  on  aura  aussi  0 < e 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement;  donc  alors 
l’axe  CG  oscillera  de  part  et  d’autre  de  la  verticale 
Gz , et  ne  s’en  écartera  jamais  d’un  angle  plus  grand 
que  e.  Si  l’on  a ^<3/, il  faudra  qu’on  ait  en  même 
tems  0>e;  par  conséquent,  quelque  petit  que  soit 
l’angle  initial  e,  l’axe  CG  ne  reviendra  pas  à la  po- 
sition verticale  dont  on  l’a  écarté,  et  au  contraire 
il  s’en  éloignera  davantage. 

On  voit  par  là  que  la  position  de  l’ellipsoïde , 
dans  laquelle  CGC  est  vertical,  est  une  position 
d’équilibre  stahU  ou  seulement  instantanée ^ selon 
que  cet  axe  est  plus  petit  ou  plus  grand  que  l’autre 
axe  BGB'.  Au  reste,  cette  stabilité  n’est  relative 
qu’aux  dérangemens  dans  lesquels  le  troisième  axa 
de  l’ellipsoïde  demeure  borûontal  ; pour  la  stabilité 

i5.. 
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absolue  J il  est  necessaire  y <1  apres  le  llieoreme  cite 
dans  le  n'  178,  que  l’axe  CGC,  qu’on  suppose  ver- 
tical, soit  h-la- fois  plus  petit  que  l’axe  BGE  et  plus 
petit  que  le  troisième  axe. 

4i5.  En  supposant  l’angle  e très-petit  et  5.  < ^ , 
il  est  facile  fie  déterminer  la  loi  des  oscillations  du 
petit  axe  CGC,  de  part  et  d’autre  de  la  verticale 
OGz.  En  effet,  si  l'on  tire  de  la  dernière  équation 

f/0*  » 

da.n®  précédent,  la  valeur  de^p  , et  quon  y né- 
gligé les  quatrièmes  puissances  des  angles  6 et  e, 
ainsi  que  le  produit  de  leurs  carres,  on  trouve 


1 fi(C^  — 


Je  fais,  pour  abréger  , 


la  quantité  l est  positive , et  en  résolvant  l’équatiou 
précédente  par  rapport  à il  vient 


je  mets  le  signe — devant  le  radical,  parce  que  je 
compte  le  tems  t à partir  de  l’origine  du  mou- 
vement, de  manière  que  l’angle 9 diminue,  quand 
le  tems  augmente.  En  intégrant  et  déterminant  la 
constante  arbitraire’,  par  la  condition  6 = »,  quand 
<=o,ona 
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& — e.cns.t 


Cette  valeur  de  9 montre  que  les  oscillations  du  petit 
axe  CGC',  suivent  la  même  loi  et  se  font  dans  le 
même  tems , que  celle  d’un  pendule  simple  d’une 
longueur  égale  à l (n“  371). 

Pendant  ce  mouvement , le  centre  G oscille  éga- 
lement sur  la  verticale  OGz  ; en  négligeant  la  qua- 
trième puissance  de  e dans  l’expression  de  son 
ordonnée  verticale  , on  a 


;=  p^y-‘.cos“.â  + f*.sin*.5  = y -j- 


2> 


en  mettant  pour  6 sa  valeur , et  observant  que 

cos.*  = - + -.cos.2 , il  vient 
a ' a 


+ 4 • /■  v!î 

d’où  l’on  peut  conclure  que  le  centre  G sera  le 
plus  haut,  toutes  les  fois  que  l’angle  2/ sera 


un  multiple  pair  de  la  demi -circonférence , et  le 
plus  bas , quand  ce  même  angle  en  sera  un  multiple 
impair.  La  différence  entre  la  plus  grande  et  la 
plus  petite  hauteur,  ou  l’ampllludc  de  chaque  oscilla- 


tion, est  égale 


Vÿ 


et  sa  durée  est  moitié  de 


celle  des  oscillations  du  petit  axe;  de  màniérë  que 
le  centre  fait  deux  oscillations  entières  sur  la  ver- 
ticale OG2,  pendant  que  le  petit  axe  en  achève  une 
seule,  de  part  et  d’autre  de  celte  ligne. 
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415.  Pour  second  exemple  du  mouvement  d’un 
corps  sur  un  plan  Cxe , nous  nous  contenterons 
d’indiquer  le  mouvement  d’une  sphère  pesaute  et 
non  homogène , qui  roule  sur  un  plan  incliné.  Cha- 
cun peut  facilement  appliquer  à cet  exemple  une 
analyse  semblable  à celle  dont  nous  venons  de  don- 
ner tons  les  détails  , relativement  à l’ellipsoïde  ho- 
mogène , et  l’on  sera  conduit  à des  résultats  tout-à- 
fait  analogues. 

Nous  avons  supposé  jusqu’ici , que  le  point  de 
contact  du  mobile  et  du  plan  fixe  pouvait  varier 
pendant  le  mouvement , sur  la  surface  du  corps  ; 
mais  il  arrive  quelquefois  que  le  plan  fixe  touche  le 
mobile,  constamment  en  un  même  point  de  sa  sur- 
face j dans  cette  hypothèse,  il  n’est  plus  nécessaire 
que  l’équation  de  cette  surface  soit  donnée,  et  elle 
peut  même  n’ètre  point  assujétie  à la  loi  de  con- 
tinuité : il  suffit  de  connaître  la  position  du  centre 
de  gravité  , la  direction  des  trois  axes  principaux 
qui  se  coupent  en  ce  point , et  les  valeurs  des  trois 
momens  d’inertie  relatifs  à ces  axes.  C’est  ce  cas 
particulier  que  nous  allons  considérer  dans  la  ques- 
tion suivante  , où  il  s’agira  de  déterminer  le  mou- 
vement d’un  corps  pesant  terminé  par  une  pointe  , 
et  qui  touche  constamment  le  plan  fixe,  par  l’extré- 
mité de  cette  pointe  : le  jeu  de  la  toupie  présente 
un  exemple  de  ce  mouvement. 

416.  Soit  m (fig.  20)  l’extrémité  de  la  p*binte  ; 
G le  centre  de  gravité  du  mobile,  et  l la  distance 
üm.  Pour  simplifier  la  question,  supposons  que 
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Gm  est  un  des  axes  principaux  du  mobile,  qui  se 
coupent  au  point  G.  Soient  Gx^  et  Gj^^  les  deux 
' autres  axes;  désignons  par  les  coordon- 

ne'es  d’yn  point  quelconque  du  mobile , parallèles 
aux  trois  axes  Gx^y  > dont  le  troisième  est 

le  prolongement  de  Gm;  relativement  au  point  m, 
nous  aurons  z^=o,  jr  ~Oy  z,= — t;  par  conse'- 
quent  les  trois  équations  du  mouvement  de  rota- 
tion autour  du  centre  de  gravité  , données  précé- 
demment (n*  4*  1),  et  qui  conviennent  à un  corps 
pesant  de  forme  quelconque,  deviendront , dans  la 
cas  actuel, 

Cdr  +(B  — jf)  .pqdt  = o , 

Bdq  + (y/  — C) . rpdt  = — Rla" . dt, 
j4dp-{-  (C  — B).qrdtz:=  Rlb",dt  : 

jéy  By  C sont  les  raomens  d’inertie  relatifs  aux 
axes  Gx^y  Gjr^y  Gz/,  R est  la  résistance  du  jjlaa 
Cxe  qui  s’exerce  au  point  m , suivant  la  perpendi- 
culaire mK  élevée  sur  ce  plan  ; a"  et  b"  sont  les 
cosinus  des  angles  que  font  les  axes  Gx^  et  Gjr^y  aveo 
celte  droite  , ou  avec  sa  parallèle  Gz  ; enfifi , les 
quantités  />,  7,  c,  ont  ici  la  même  signification  qua- 
dans  le  n“  375. 

Menons  par  un  point  O,  pris  arbitrairement  dans 
le  plan  fixe,  trois  axes  fixes  et  rectangulaires  Ozy  Oj-y 
Oxy  le  premier  perpendiculaire  au  plan,  et  les  deux 
autres  dirigés  dans  le  plan  même;  supposons  l’axe, 
Ôx  horizontal;  représentons  par  6 l’inclinaison  du 
plan  fixe  sur  un  plan  horizontal  , par  g la  pesan- 
teur, et  par  Z,  les  coordonnées  du  centre  de 
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gravité  Gy  rapportées  à ces  trois  axes  fixes.  Nous 
trouverons,  comme  dans  le  n*  4io, 


n 


t désignant  le  tems  écoulé  depuis  l’origine  du 
mouvement , et  D et  17  des  constantes  arbitraires 
qui  dépendent  de  la  vitesse  initiale  du  point  G : je 
supprime  les  constantes  E et  E',  ce  qui  revient  à 
supposer  qu’à  l’origine,  l’axe  Oz  passait  par  le 
point  G.  Quant  à la  troisième  coordonnée  z , du 
centre  de  gravité , nous  avons  évidemment 


en  appelante',  le  cosinus  de  l’angle  KmGy  ou  zGz^. 
Substituant  cette  valeur  de  z dans  l’équatiou  (5), 
du  n*  cité,  on  aura 

d*c“ 

R-=.Mg.  C08.  i , 


M étant  la  masse  du  mobile  ; et  si  l'on  élimine  main- 
tenant l'inconnue  /?,  contenue  dans  les  équations 
précédentes,  elles  serviront  ensuite  à déterminer  le 
mouvement  de  rotation  autour  du  point  G. 

417.  D’après  la  remarque  générale  du  n’  58o,  les 
A’éritables  inconnues  du  mouvement  de  rotation 
sont  les  trois  angles  d’où  dépend  à chaque  instant 
la  direction  des  axes  principaux  du  mobile,  par 
rapport  à trois  axes  fixes.  Concevons  donc,  par  le 


Digitized  by  Google 


LIV.  in.  SUITE  DE  LA  DWAMIQUE.  aot 
point  O y trois  axes  Ox^y  Oj^y  Oz^y<\\x\  demeurent 
constamment  parallèles  aux  axes  principaux  dx^y 
Oy,y  Gz/,  s6i\.  NON'y  l’intersection  du  plan  mobile 
æjOy^y  avec  le  plan  ûxe  xOfy  faisons,  comme  dans 
le  n*  56 1 , 

*Oz^  = 9,  A'Ox=e4>  NOx^  = Pÿ 

la  direction  des  trois  axes  mobiles  dépendra  de  ces 
trois  angles  ® > <P  » dont  les  valeurs  seront  dé- 
terminées au  moyen  des  quantités  r,  par  les 
trois  équations  (fl)  du  n*  58o , savoir  ; 

pdt  = âin.^ .sin.ô.d-J.  — coa.tp.dB  , 

ijdt  =cos.^.sin.8.d->{'  "b  sîo.^.dfl , 
rdt  =<iSp  — cos.9.d4‘ 

Nous  aurons  aussi  (n*  36 1) 

0*3=  — sin.9.sin,9,  i*  = — sIn.9.cos.9,  c*=:cos.9j 

de  sorte  qu’en  substituant  ces  valeurs  de  fl*,  6',  c*, 
dans  les  équations  du  n°  précédent,  6t  les  Joignant 
ensuite  aux  équations  (a),  on  aura  les  six  équation* 
diflerentielles  nécessaires  pour  déterminer  les  in- 
connues pyqyT,  y B ct  ^ ^ foncliou  du  tems. 

4i8.  On  trouve  facilement  deux  intégrales  pre- 
mières des  équations  du  n*  savoir: 

jtpG  B(^h^  q*  Ctc  a, 

Ap^+Bq*-\-  Cl*  4-  -f-3J/gi.coi.«.c*=A; 

ür  et  A étant  les  constantes  arbitraires.  La  première  - 
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s’obtient  en  multipliant  ces  e'quations  par  l'y 
les  ajoutant  ensuite,  réduisant  et  intégrant,  comme 
dans  le  n*’4n;  1^  seconde,  en  les  ajoutant  après 
les  avoir  multipliés  par  r,p  y q y ce  qui  donne 

Apdp  -f-  Bqdq  + Crdr  — RI  (^pb“  — qa" 

puis  en  mettant  pour  R sa  valeur  (n*  416) , obser- 
vant que  — pb’).dl=dc,  et  intégrant. 

Ces  deux  intégrales  su/Ilsent  pour  résoudre  le 
problème  dans  un  cas  particulier  fort  étendu  : dans 
le  cas  où  les  deux  momens  d’inertie  A B sont 
égaux , et  où , par  conséquent , toutes  les  droites 
menées  par  le  point  G et  perpendiculaires  à l’axe 
Gtriy  sont  des  axes  principaux.  Cette  hypothèse  a 
lieu,  quand  le  mobile  que  nous  considérons  est 
un  solide  de  révolution , dont  Gm  est  l’axe  de  figure  ; 
ou  bien  , quand  ce  corps  est  une  pyramide  dont 
m est  le  sommet , et  qui  a pour  base  un  polygone 
régulier  d’un  nombre  quelconque  de  côtés  ; et 
enfin , relativement  à un  ^grand  nombre  d’autres 
solides. 

En  faisant  Az=.By  la  première  des  équations  du 
n*  4*6,  se  réduit  à Cdr=.  o j d’où  l’on  tire,  en  in- 
tégrant, r—ny  n étant  une  constante  arbitraire.  Le» 
deux  intégrales  précédentes  deviennent 

A(,pa“  + qb")+ Cnc"  z=k, 

Alp!‘  + q')  + +aMgl. cos. $.c'=h — 

OT , on  a c'=cos.fl,  <?<;*=— sin. 9. dÔ,  et  en  veittt 
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«des  équations  (a) , 

pa‘'+<7t"=-sin*.fl.  P*  + g'=sin\6.(^)  +(§)  *. 

par  conséquent. 


— ^,sin*.6.^  + Cn. CO». 8 — k , 

{A+Mt‘.»m*.8).^+A.&m'.8^-¥-^Mgl.co».t.co».8-=h: 


(*) 


je  comprends,  ce  qui  estpermis,la  constante  — C/i% 
dans  la  constante  arbitraire  h.  Eliminant , entre 
ces  deux  équations , on  trouve 


smV8+^J»//V8in<.6).^]=  aiWk/.cos.i.co8.e) 

_(/i— Cn.cos.ô)*,  (c) 


Si  l’on  résout  celle-ci  par  rapport  a dl^  on  en  tirera 
une  valeur  de  cette  forme  :dt=F^.d^',  d’ou  Ion 
conclura,  par  la  méthode  des  quadratures,  la  valeur 
de  t en  fonction  de  Ô,  et  réciproquement,  celle  de  9 
en  fonction  de  t.  En  mettant  pour  rf/,  sa  valeur  dans 
la  première  des  équations  (b) , on  aur:^  la  valeur  de 
d-\,  sous  la  même  forme  ; intégrant  donc,  on  en  dé- 
duira la  valeur  de -4/ en  fonction  de  0.  De  meme,  si 
l’on  met  les  expressions  de  rf/  et  <i>j/,dans  la  troisième 
des  équations  (a),  et  qu’on  y fasse  r=/i,  on  aura 
la  valeur  de  dtp  sous  la  forme  : d(p=/B.dB;  par  con- 
séquent , par  une  troisième  intégration , l’angle  <p 
sera  aussi  déterminé  en  fonction  de  6.  Ainsi  la  so- 
lution du  problème  est  riynenée  à inlégrer  trois 


>y  $)gle 
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formules  dlflerenlieUes  dépendantes  d’une  seule  ya- 
riable,  savoir,  de  l’angle  0;  mais  ces  formules  ne  sont 
pas  du  nombre  de  celles  dont  on  connaît  les  inté- 
grales sous  forme  finie. 

Les  constantes  arbitraires  qui  seront  introduites 
par  les  intégrations  des  valeurs  de  Ht, 
se  détermineront  immédiatement  d’après  les  valeurs 
des  trois  angles  P>  à l’origine  du  mouvement, 
époque  d’où  l'oii  comptera  le  itms  t.  Les  trois 
constantes  n,  k,  h y qui  entrent  dans  ces  expressions 
dilTérentiellcs,  ainsi  que  D et  LX  qui  sont  contenues 
dans  les  valeurs  de  jr  et  Xy  dépendront  de  a 
grandeur  et  de  la  direction  de  l’impulsion  primi- 
tive que  lemebile  a pu  recevoir;  on  les  déterminera 
en  ayant  égard  à la  percussion  qile  le  plan  fixe 
éprouve  à l’origine  du  mouvement,  ou  à la  résis- 
tance de  ce  plan,  qui  détruit  cette  percussion;  mais 
nous  n’insislerons  pas  sur  cette  détermination  , qui 
ne  présente  ni  une  grande  difficulté,  ni  un  grand 
intérêt. 

419.  Soit  (X  la  valeur  initiale  de  l’angle  0,  c'est- 
à-dire,  l'angle  compris  à l’origine  du  mouvement , 
entre  ïaxe'mG  du  mobile  et  la  perpeudiculaii  e mjfC 
au  plan  fixe.  Pendant  un  certain  intervalle  de  tems  , 
l’angle  6 diiTcrerapcu  de  a;  or,  si  l’on  fait  0=a-t-a, 
on  déterminera  aisément  une  valeur  de  u,  qui  sera 
suffisaniment  approchée,  tant  que  cette  quantité  de- 
meurera très- petite;  par  ce  moyen,  on  pourra 
reconnaître  s’il  est  possible  que  l’angle  0 reste  à peu 
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près  constant  pendant  toute  la  durée  du  mouvement, 
et  dans  quel  cas  cette  circonstance  aura  lieu. 

En  etTet,  nous  aurons  d^—du;  en  mettant  dans 
l’équation  (c),  a-^uh  la  place  de  0,  elle  donnera 


du 


la  valeur  de  en  fonction  de  u,  et  en  dévelop- 


pant cette  valeur  suivant  les  puissances  de  u,  on 
aura  un  résultat  de  cette  forme  : 


du' 


= a -t-  aiu  — eu*  + etc.  ; 


a,  b,  c,  etc.,  étant  des  coeiïiciens  constans.  Je 
néglige  la  troisième  puissance  de  u;  je  résous  cette 
équation  par  rapport  à dl^  et  j’ai 


dt  = 


du 


V^c  -f-  ubu  — eu*  ‘ 

d’où  l’on  lire  en  intégrant 


t \/c-l-C  = arc.  ^5În.  = ^ 


y h*  ac^ 

Ç,  désignant  la  constante  arbitraire.  Si  l’on  compte 
le  tems  t à partir  de  l’origine  du  mouvement,  on 
aura  à-la-fois  6 = o et  w=.  o,  ce  qui  déterminera  la 
valeur  de  la  constante;  mais,  pour  simplifier,  nous 
conserverons  la  lettre 
Celte  intégrale  donne 


Quand  la  quantité  c sera  négative,  y/e  sera  imt- 


big.:-- 


y 
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ginaire,  et  le  sinus  de  t V^c+  se  changera,  par 
les fonnules  connues,  en  exponentielles  réelles;  d’où 
l’on  pent  conclure  qu’il  est  nécessidre  et  qu’il  suf- 
pour  que  la  valeur  de  u reste  constamment  très> 

petite,  que  les  quantités  ~ et  soient  l’une 

«t  l’autre  très-petites , et  que  c soit  positive. 

430.  Lorsque  les  deux  premiers  coefficiens  <z  et  ^ 
seront  nuis,  la  valeur  de  u sera  aussi  égale  à zéro  ; 
donc  alors  l’angle  6 sera  rigoureusement  constant 
pendant  toute  la  durée  du  moiuvement,  de  manière 
^ue  l’axe  -mG  et  le  plan  qui  lui  est  pcirpendi- 

culaire,  conserveront  une  inclinaison  constante  siu'  * 
le  plan  fixe.  En  meme  tems  la  droite  NON' , pa- 
rallèle à l'int^section  mobile  de  ces  deux  plans, 
tournera  uniformément  autour  du  point  O;  car, 
d’après  la  première  équation  (jb) , si  l’angle  6 est  in- 
variable, la  valeur  de  ^ l’est  aussi,  et  l’angle  ->1, , ou 

NOxy  croit  propiontionneUemeut  au  tems. 

Quand  la  valeur  de  usera  seulement  très-petite  , 
l’inclinaison  de  l’axe  mG  et  celle  du  plan  oefiy^ , 
sur  le  plan  fixe^  oscilleront  pendant  le  mouvement, 
de  part  et  d’autre  d’un  état  moyen.,  dont  elles  s’écar- 
teront d’autant  moins,  que  le  coelficient  y/“H~ 

sera  supposé  plus  petit.  Le  mouvement  de  la  droite 
NON'  autour  du  point  G,  sera  également  variable, 
et  l’on  déterminera  l’inégalité  de  ce  mouvement 
qui  correspond  à la  variation  de  l’angle  en  subs-* 
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btuant  a-f-uà  la  place  deâ,  dans  la  première  équation 
(b).  Si  l’on  néglige  le  carré  de  et  qu’on  mette 
pour  U sa  valeur,  il  est  évident  qu’on  aura 

d^=a'dt  + b' y^c+C).dt , 

a'  et  b'  étant  des  coefHciens  constans  ; d’où  l’on  tire, 
eu  intégrant, 

4 = a't — ^.co».  (<  + + 

yc 

y désignant  la  constante  arbitraire.  La  troisième 
équation  (a)  donnera  de  la  même  manière , la  valeur 
approchée  de  l’angle  ; au  moyen  de  ces  valeurs 
de  6,  4 fonction  du  tems,  on  pourra assi* 

gner  à chaque  instant  la  direction  des  axes 
Oj, , Oz^ , parallèles  aux  trois  axes  principaux  Gx^, 
Gj^,  Gz/,  d’ailleurs  les  coordonnées  x et^  du  point 
G sont  connues;  sa  troisième  coordonnée  z l’est 
aussi  , pvusqu’on  a ^n*  4^®)  le*c=  l.cos.S  ; 
par  conséquent  le  double  mouvement  de  rotation 
et  de  translation  du  mobile,  est  complètement  dé**, 
terminé. 


4L. 
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CHAPITRE  Vn. 

pu  CHOC  DES  CORPS. 

g.  I«r-  Choc  de  deux  corps  sphér  'ujues  'et  homogènes. 

421.  Tous  les  corps  de  la  nature  sont  plus  ou 
moins  compressibles  ; et  quand  une  cause  quelconque 
les  a comprimés , ils  tendent  tous,  plus  ou  moins , 
à reprendre  leur  figura  primitive.  Cette  tendance  est 
ce  qu’on  épelle  l'élasticité.  Un  corps  est  parfaite- 
ment élastique,  lorsqu’il  reprend  exactement  sa  figure 
primitive,  aussitôt  que  la  causé  qui  l’a  comprimé 
vient  à cqsser  d’agir  sur  lui.  L’élasticité  n’est  point 
en  raison  de  la  compressibilité  : l’air  et  le  gaz  sont 
les  corps  le?  plus  comprtçssibles , et  ils  sont  aussi 
parfaitement  élastiques  ; ipais  il  y a tel  autre 
corps  très-compressible,  qui  est  à peu  près  dénué 
d’élasticité,  et  tel  autre,  très -peu.  compressible , 
dans  lequel  on  observe  une  élasticité  parfaite. 

Nous  allons  exposer  les  lois  de  la  communication 
du  mouvement,  d’abord  entre  'des  corps  que  nous 
regarderons  comme  dénués  d’élasticité,  et  ensuite 
entredes  corps  parfaitement  élastiques;  et  pour  com- 
mencer par  le  cas  le  plus  simple,  les  mobiles  que 
nous  considérerons  dans  ce  premier  paragraphe, 
seront  des  sphères  homogènes  , dont  les  centres  se 
meuvent  sur  une  même  driÉte , et  dont  tous  les 

points 
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points  décrivent  des  parallèles  à cette  droite.  Tout 
étant  semblable  autour  de  cette  droite,  il  est  évident 
que  le  choc  ne  saurait  imprimer  aucun  mouvement 
de  rotation  à de  semblables  mobiles , de  manière 
qu’aprcs  le  choc,  leurs  différens  points  continueront 
de  décrire  des  droites  parallèles,  avec  une  vitesse 
commune  qu'il  s'agira  de  déterminer. 

422.  Soient  A cl  A'  (fîg.  21)  deux  sphères  ho- 
mogènes et  non  élastiques;  c et  c'  leurs  centres; 
BD,  la  droite  sur  laquelle  ces  deux  points  se  meu- 
vent. Pour  fixer  les  idées,  supposons  que  les  deux 
corps  s’avancent  du  point  B vers  le  point  D,  et  que 
la  vitesse  de  A est  plus  grande  que  celle  de  A'.  Le 
mobile  A finira  par  atteindre  le  mobile  A';  or , 
quand  deux  corps  compressibles  viennent  à se  ren- 
contrer, ils  se  compriment  mutuellement,  en  vertu 
de  leur  différence  de  vitesse;  la  compression  con- 
tinue jusqu’à  ce  que,  pour  ainsi  dire,  leurs  vitesses 
se  soient  mises  de  niveau;  ce  qui  arrive  dans  un 
tems  d'autant  plus  court,  que  les  corps  sout  moins 
compressibles,  ou  qu’ils  approchent  davantaged’ètre 
parfaitement  durs.  Il  faut  toujours  admettre  dans 
les  corps  les  plus  durs  qu’on  puisse  trouver,  un 
certain  degré  de  compressibilité,  et  supposer  qu’en 
se  choquant  ils  se  compriment  pendant  un  tems 
dont  la  durée  sera  quelquefois  Inappréciable.  Ainsi, 
dans  le  choc,  la  vitesse  de.^sera  diminuée,  et  celle 
de  A'  augmentée,  jusqu’à  ce  qu’elles  soient  deve- 
nues égales  ; alors  les  deux  mobiles  cesseront  d’agir 
l’un  sur  l’autre;  puisque  nous  les  supposons  déuuç's 
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d’élasllcité,  ils  conserveront  la  forme  que  la  com- 
pression leur  aura  donnée  ; ils  continueront  donc  à 
SC  mouvoir  avec  une  vitesse  commune , comme  s’ils 
ne  formaient  qu’un  seul  et  même  corps.  Désignons 
par  U cette  vitesse  après  le  choc  ; par  e la  vlfcSse 
cle  et  par  / celle  de  A',  avant  le  choc  j pâr  'm  et  m 
les  masses  de  ces  deux  corps.  Nous  aurons  v — Uy 
pour  la  vitesse  perdue  dans  le  choc  par  le  corps 
II  — pour  la  vitesse  gagnée  par  A';  donc, 
d’après  le  principe  de  D’Alembert,  l’équilibre  doit 
exister  entre  les  deux  masses  m et  m\  animées  des 
vitesses  v — u et  u — /.  Or,  la  notion  que  nous 
avons  de  la  masse  des  corps , suppose  que  les  masses 
de  deux  mobiles  sont  en  raison  inverse  des  vitesses 
avec  lesquelles  elles  se  font  équilibre  dans  le  choc 
(n*  3 12);  nous  aurons  donc  cette  équation 

m{y  — u)  = 7u'(u  — v"), 

qui  servira  à déterminer  la  vitesse  iz,  an  moyen  de» 
vitesses  t»  et  et  d’où  l’on  tire 

mv  + m'v 

• u = ; 

m + ni 

Par  un  raisonnement  semblable , et  que  je  me 
dispenserai  de  répéter,  on  trouvera,  pour  la  vitesse 
après  le  choc , 

mv  — mv 

u= — -r~  , 

m + m 

dans  le  cas  où  les  deux  mobiles  , au  lieu  de  se  mou- 
voir dans  le  même  sens,  iront  au  contraire  l’un  au- 
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devant  de  l’autre,  avec  des  vitesses  t' et  v . Le  mou- 
vement des  deux  masses  re'unies  aura  lieu,  après  le 
clioc,  dans  le  sens  du  mouvement  de  m , ou  dans 
celui  du  mouvement  de  /«',  avant  le  choc, selon  qu’on 
aura  ou  inv'^mv.  Au  reste,  cette  se- 

conde valeur  de  u peut  être  comprise  dans  la  pre- 
mière, en  convenant  de  regarder  comme  positives, 
les  vitesses  dirigées  dans  un  sens,  par  exemple , de 
B vers  D,  et  comme  ne'galives,  les  vitesses  dirige'es 
dans  le  sens  opposé , ou  de  Z>  vers  B. 

423.  Il  est  important  d’observer  que  le  seul  effet 
du  choc  mutuel  de  deux  corps  non  élastiques , est 
de  réunir  leur  masse  en  une  seule,  qui  se  trouve 
avoir  la  mèmè  vitesse  que  si  les  forces  qui  ont  mis 
ces  deux  corps  en  mouvement , agissaient  simul- 
tanément sur  cette  masse  totale.  En  efl'et,  soit  F 
la  force  qui  Imprime  la  vitesse  à la  masse  m\ 

cette  même  force  communiquera  une  vitesse  — 

à la  masse  rn-i-m'  (n*  3i5);  soit  aussi  F,  la  force 
qui  a comniuniqüé  la  vitesse  v',  à la  masse  nt;  agis- 
sant sur  la  masse  /w-f-  /n',  elle  lui  communiquera 

f 9 

la  vitesse  la  vitesse  de  due  à l’action 

m +ni 

simultanée  dés  deux  forces  F et  F,  sera  donc  égale 
à la  somme  —^7^ — > + , quand  F cl  F seront 

dirigées  datts  le  ii'ième  Sens;  elle  sera  égale  à la 
dinércnce  — lorsque  leurs  directions 

rn  -f-rh 

seront  contraires,  et  dans  ce  cas,  cette  vitesse  sera 

14.. 
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dirigée  dans  le  sens  de  la  plus  grande  de  ces  deux 
forces,  qui  répond  à la  plus  grande  des  deux  quan- 
lllés  tw  et  tnv'.  Or,  dans  les  deux  cas,  la  vitesse 
de //i+m'  coïncide  avec  celle  qui  résulte  du  choc 
des  deux  masses  m et  m. 

- 424.  Si  l’uua  des  masses  rn  et  wi',  par  exemple  la 
masse  m',  est  en  repos  avant  le  choc,  et  qu’elle  soit 
extrêmement  grande  par  rapport  à la  masse  m,  qui 
vient  la  frapper,  on  aura  v'=o,  et  la  vitesse  après 

le  choc  se  réduira  à — quantité  extrêmement 

m-\-m  ' ^ 

petite,  que  l’on  peut  souvent  regarder  comme  nulle. 

Dans  la  nature  , il  n’existe  aucun  point  absolu- 
ment Gxe  ; il  n’existe  que  des  masses  qui  sont  comme 
infinies  par  rapport  à celles  des  corps  en  mouve- 
ment ; de  manière  que  ces  grandes  masses  détrui- 
sent le  mouvement  des  autres  corps,  sans  prendre 
une  vitesse]  appréciable.  C’est,  par  exemple,  ce  qui 
airive  par  rapport  aux  différens  mobiles  qui  viennent 
frapper  la  surface  de  la  terre. 

425.  Lorsqu’on  veut  évaluer  l’effet  d’une  ma- 
chine, ou  comparer  entre  eux  les  effets  que  l’on  peut 
attendre  de  différentes  machines,  on  a besoin  de 
considérer  le  produit  de  la  masse  qu’il  s'agit  de 
mouvoir,  multipliée  par  le  carré  de  sa  vitesse.  Ce 
produit  est  ce  qu’on  appelle  une  force  vive. 

C’est  une  règle  générale  que  toutes  les  fois  que 
le  mouvement  d’un  système  de  corps  éprouve  un 
changement  brusque,  il  en  résulte  une  diminution 
dans  la  somme  des  forces  vives  de  tous  ces  corps. 
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D’après  un  théorème  que  l’on  doit  à M.  Camot  , 
cette  diminution  est  équivalente  à la  somme  des 
forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues  ou  gagnées 
par  les  mobiles.  Pour  le  vérifier  dans  le  choc  de 
deux  corps  durs  , j’observe  qu’on  a alors  (n*  422  ) 
(m -f- n»' ) . M = niw  di  mi/ ; 

multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par 
2u,  et  la  retranchant  ensuite  de  l’équation  iden- 
tique : 

mi^,  4-  jnv'  -f.  ( m + m'  ) . u’  = mv*  + m'v'*  + ( m •{-  m'  ) . 
il  vient 

m'v'* — (m  + m') . u*  = mv’4-  m'v'*—  au.  (mv  ±. m'v'  ) 

m').u*, 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose , 

jn'v'*  — mu*  — m'u*  = m{_v — uY+m' (^w:^v'y  : 

équation  qui  coïncide  évidemment  avec  1 énoncé  du 
théorème. 

• 

426.  Connaissant  les  lois  du  choc  des  corps  dé- 
pourvus d’élasticité,  il  est  facile  d’en  conclure  celles 
du  choc  des  corps  parfaitement  élastiques.  Exami- 
nons d’abord  ce  qui  arrive  lorsqu’un  corps  de  cette 
espèce  vient  frapper  un  plan  fixe  , dans  une  direc- 
tion perpendiculaire  à ce  plan.  L’observation  nous 
apprend  qu’alors  le  corps  se  comprime  contré  le 
plan , c’est-à-dire  , que  son  diamètre  perpendicu- 
laire à ce  plan  diminue  successivement,  tandis  qu& 
que  sa  section  parallèle  s’élargit  ; en  se  comprimant 
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ainsi,  le  mobile  perd  gradaeUement  sa  vitesse,  et 
la  compression  cesse  aussitôt  que  celte  vitesse  est 
détruite;  à cet  instant,  le  corps  commence  à retour- 
ner vers  sa  forme  primitive;  son  diamètre  perpen- 
diculaire augmente  j et  sa  section  parallèle  au  plan 
fixe  se  rétrécit;  pendant  ce  retour,  la  vitesse  qu’il 
a perdue,  lui  est  restituée  en  sens  contraire  et  par 
les  mêmes  degrés  qu’elle  lui  a été  enlevée  ; de  nia- 
hièré  que  , si  l’élasticité  est  sïipposée  parfaite , le 
corps  reprend  une  vitesse  exactement  égale  et  con- 
traire à sa  vitesse  primitive.  Ainsi  l’effet  général,  de 
l’élasticité  est  de  rendre  aux  corps  une  vitesse  égale  et 
contraire  à celle  quela compression  leur  afaitperdre. 

S'il  s’agissait,  par  exemple,  d’un  corps  pesant, 
abandonné  à Ini-mèine  et  tombant  dans  le  vide  , 
d'une  certaine  hauteur,  sur  un  plan  horizontal  : la 
compression,  produite  par  le  choc,  lui  enlèverait 
d’abord  toute  la  vitesse  acquise  pendant  sa  chute  ; 
ensuite  l’élasticité  parfaite  lui  rendant  une  vitesse 
e'gale  et  contraire^  le  corps  remonterait  à la  hauteur 
d’où  il  est  tombé  (n®  190).  Dans  le  cas  d’une  élas- 
ticité imparfaite,  la  vitesse  rendue  serait  plus  petite 
que  la  vitesse  perdue j par  conséquent,  le  mobile 
remonterait  à une  hauteur  plus  petite  que  «relie  de 
sa  chute;  d’où  il  résulte  un  moyen  fort  simple  de 
comparer  entre  dix  les  degrés  d’élasticité  de  diffé- 
rent corps. 

427.  Considérons  prcseulemcnl  les  deux  corps 
j4  et  comme  parfaitement  él.'istiqiies,  et  cher- 
chons les  vitesses  de  chacun  d'eux,  après  leur  choc 
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mutuel.  Soient  toujours  m et  ni,  leurs  masses , et 

V et  V leurs  vitesses  avant  le  choc.  Supposons  d’a- 
bord que  ces  deux  corps  vont  au-devant  l’iin  de 
l’autre^  avec  des  vitesses  telles,  qu’ils  se  feraient 
équilibre  s’ils  étaient  dénués  d’élasticité,  c’est-à-dire, 
supposons  mv—mv.  Soit  aussi£'(fig.  aa),  lepoinlde 
la  droite  où  les  deux  mobiles  .se  joignent;  con- 
cevons par  ce  point , un  plan  d/iV,  perpendiculaire 
à la  droite  BD-,  nous  pouvons  regarder  ALY  comme 
un  plan  Gxe , contre  lequel  les  deux  masses  m et 
in  viennent  se  comprimer,  et  perdre  leurs  vitesse^ 

V et  V \ en  reprenant  leur  forme  sphérique,  l’élasli- 
citc  leur  restituera,  en  sens  contraire,  des  vitesses 
égales  àcelles  qu’ils  auront  perdues;  par  conséquent, 
dans  ce  premier  cas , les  deux  mobiles  rétrograde- 
ront après  le  choc,  avec  des  vitesses  égales  à celles 
qu’ils  avaient  auparavant. 

Quelles  que  soient  maintenant  les  vitesses  <«  et  v' 
des  deux  mobiles  avant  le  choc , nous  pouvons  par- 
tager chaque  vitesse  en  deux  autres,  l’une,  qui  sera 
la  même  pour  les  deux  mobiles  et  que  lyaus  déter- 
minerons comme  nous  le  jugerons  convenable  , et 
l’autre,  égale  à l’excès  de  la  vitesse  donnée,  sur  cette 
première  vitesse  arbitraire.  Désignons  celle-ci  par 
«,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose  , remplaçons  par 
«4-(v — u)  et  U — (u — v')y  les  deux  vitesses  v et  v'. 
Soient  aussi  V et  les  vitesses  de  /f  et  À'  après  le 
choc,  et  afin  de  n’avoir  pas  à distinguer  les  diflé- 
rens  cas  que  peuvent  présenter  les  directions  des 
mobÜBs,  avant  et  après  le  choc,  convenons  de  re- 
garder comme  positives,  les  vitesses  dirigées  dans  le 
sens  du  mouvement  de  avant  le  choc,  cl  comme 
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îiégalîves , les  viles.ses  dirigées  en  sens  opposé;  de 
cette  manière  v sera  toujours  une  quantité  posi- 
tive; V,  U,  V et  V , pourront  être  des  quantités  posi- 
ti\es  ou  négatives.  • 

11  est  évident  que  les  deux  corps  sont  dans  le 
même  état  que  s’ils  allaient  l’un  au-devant  de  l’autre, 
avec  des  vitesses  c — u et  u — v\  et  qu’en  même 
tenis  la  droite  BD  que  leurs  centres  parcourent, 
fût  clle-njême  en  mouvement  avec  la  vitesse  m;  or, 
le  mouvement  de  cette  droite  ne  saurait  avoir  au- 
cune influence  sur  le  choc  de  ces  deux  corps;  fai- 
sons donc  abstraction , pour  un  moment , de  ^ 
vitesse  u ; de  plus,  supposons  la  quantité  u détermi- 
née par  l’équation  * 

m (r  — u)  =:  m'  (u  — v'  ) ; 

de  manière  que  v — u et  u — v soient  les  vitesses  avec 
lesquelles  les  masses  w et /n' se  feraient  équilibre,  si 
elles  n’étaient  point  élastiques.  D’après  ce  qu’on  vient 
de  dire,  ces  vitesses  seront  détruites  dans  le  choc  ; 
maisen  veçtu  de  l’élasticité , les  deux  mobiles  rétro- 
graderont l’un  et  l’autre,  savoir,  A avec  la  vitesse 
V — «,  et  A\  avec  la  vitesse  u — c';  d’où  l’on  con- 
clut, en  rétablissant  la  vitesse  «,que  ‘celle  de  A après 
le  choc , sera  égale  à u diminuée  de  c — «,  et  celle 
de  A'  égale  à augmentée  de  u — 1<';  par  consé- 
quent on  aura,  pour  les  valeurs  de  et  V , 

V—U — V,  = u + (u — v'. 

U’équalion  précédente  donne  ♦ 

mt'  -+•  m'i'' 

m + m'  ‘ 
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substituant  cette  valeur  dans  celles  de  V et 
elles  deviennent 

(m  — iv!').v  4-  amV  {w! — m) .v  + amv 

m -i~  rn  ’ * ^ + ni' 

4a8.  Il  se  présente  plusieurs  conséquences  à dé- 
duire de  ces  formules  : 

I*.  Quand  on  a /n=m',  les  dernières  valeurs  de 
^et  deviennent  : 

r=v',  ^'  = v, 

ainsi,  dans  le  cas  particulier  où  les  masses  sont 
égales  , il  arrive  qu’après  le  choc,  chacun  des  mo- 
biles a la  vitesse  de  l’autre  avant  le  choc. 

a*.  Les  deux  valeurs  ^==  an — 1>,  Vz=^olu — v', 
donnent  immédiatement  : 

r—v  = v'  — v, 

ce  qui  signiOe  que  dans  tous  lés  cas  la  vitesse  re- 
lative des  deux  corps  après  le  choc , est  égale  et  de 
signe  contraire  à leur  vitesse  relative  avant  le  choc. 
On  entend  en  général  par  vitesse  relative  de  deux 
mobiles,  la  dilTérence  de  leurs  vitesses  absolues. 

3*.  Ces  mêmes  valeurs  de  y et  y\  donnent 
aussi  : 

y* — 4“  (jnv-\-m'v  )-f-m 

En  ayant  égard  à la  valeur  de  n,  on  voit  que  le 
second  membre  de  cette  équation  se  réduit  à 
on  a donc 

mV*  -H  m'y*  = mv  * -f  m'v* } 
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par  conséquent^  dans  le  choc  de  deux  corps  par- 
faitement élastiques,  la  somme  de  leurs  forces  vive? 
est  la  même  avant  et  après  le  choc.  Les  corps  ne 
sont  jamais  ni  parfaitement  élastiques,  ni  entière- 
ment dénués  d'élasticité  ; c’est  pour  celte  raison 
qu’il  y a toujours  une  perte  de  force  vive  dans  le 
choc  de  deux  corps;  mais  cette  perte  est  moindre 
que  celle  qui  a été  trouvée  dans  le  u”  4^5,  et  elle 
est  d’autant  plus  petite  que  les  deux  corps  apprck* 
chent  davantage  d’être  parfaitement  élastiques. 

439.  Ije  choc  des  corps  durs  et  celui  des  corps 
élastiques , ont  une  propriété  commune  qui  n’est 
qu’un  cas  particulier  d'un  principe  général  de  mé- 
canique, connu  sous  Je  nom  de  principe  de  la  con- 
seri’alion  du  mouvement  du  ccntt'c  de  gravité.  Il  con- 
siste en  ce  que  l'action  réciproque  de  différens 
corps  d’un  même  système,  qui  agissent  les  uns  sur 
les  autres,  soit  en  se  choquant,  soit  de  toute  autre 
manière,  n’altère  pas  le  mouvement  du  centre  de 
gravité  du  système  entier.  Nous  en  donnerons  la 
démonstration  dans  le  chapitre  suivant  : il  ne  s’agit 
ici  que  de  vérifier  ce  théorème , dans  le  cas  du  choc 
de  deux  corps. 

Pour  cela,  je  conserve  les  dénominations  du»°427; 
de  plus,  je  représente  par  e et  e'  les  distances  varia- 
bles des  centres  des  deux  mobiles,  au  point  fixe  Z?, 
choisi  arbitrairement  sur  la  ligne  qu’ils  décrivent, 
et  par  a:,  la  distance  du  centre  de  gravité  de  ces 
deux  corps  au  même  point.  En  observant  que  les 
poids  sont  proportionnels  aux  masses , qn  aura  pour 
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délermiiier  x , 

(nj  + ® • 

,Si  l’on  diflërcnlie  celto  équation  par  rapport  au 
tems , que  nous 'appellerons  /,  il  vient 


(m+  ni'). 


(f.V 

di' 


de  , de' 


rr 


dt 


dt 


or,  ^ et  ^ expriment  les  vitesses  des  deux  mobiles 

au  bout  du  tems/,  et  — exprime  la  vitesse  correspon- 
dante de  leur  centre  de  gravité  ; on  obtiendra  doue  la 
valeur  de  cette  vitesse  avant  le  choc,  en  mettant  i>  et  v 

à la  place  de  ^ et  ^ , dans  la  dernière  équation; et 

pour  avoir  la  vitesse  du  même  point, après  le  choc , il 
faudra  mettre,  dans  cette  équation,  et  à la 

place  de  ^ et  Soient  «lotte  y et  ces  deux 
vitesses  du  centre  de  gravité,  nous  aurons 


mv  -4-  ni'/ 

m -4-  m' 


, mr+  m'V' 

V — 7 — • 

- m -f-  tu 


Celte  valeur  de^  n’est  autre  chose  que  celle  de  la 
quantité  que  nous  avons  désignée  précédemment 
par.  u;  mais  dans  le  cas  où  les  deux  mobiles  ne 
sont  point  élastiques,  les  vitesses  et  T^'  après  le 
choc , sont  égales  entre  elles,  et  l’on  a ==.  f^=  U', 
d’où  il  résulte  y'^=^u  , et  par  conséquent  . Si, 

au  contraire-,  ces  deux  corps  sont  parfaitement  élas- 
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tiques,  on  a 2t' — «,  V =.2y — m;  substituant 

ces  valeurs  dans  celle  de^',  et  comparant  celle-ci 
à la  valeur  de^,  on  lrouve^'=2;' — u;  par  consé- 
• quent^'=j-,  à cause  àejr=u.  ^ 

Ainsi,  la  vitesse  du  centre  de  gravite  est  la  même 
immédiatement  avant  et  après  la  rencontre  des  deux 
mobiles  ; de  manière  que  le  choc  de  deux  corps  , 
qui  change  la  vitesse  de  chacun  d’eux,  n’apporte 
cependant  aucune  alteration  dans  la  vitesse  de  leur 
centre  de  gravité. 

§.  II.  Choc  de  deux  corps  de  forme  quelconque. 

• 450.  Le  mouvement  d’un  corps  solide  dans  l’es- 
pace est  déterminé  lorsqu’on  connaît  à chaque  ins- 
tant : I*.  la  vitesse  et  la  direction  du  centre  de  gra- 
vité; 2'.  la  direction  de  l’axe  instanianée  de  rotation, 
passant  par  ce  point;  3°^a  vitesse  angulaire  de  ro- 
tation autour  de  cet  axe.  L’efTet  du  choc  mutuel  ' 
de  deux  corps  en  mouvement  est,  en  général,  de 
changer  brusquement  ces  divers  élémens;  le  pro- 
blème qui  va  nous  occuper,  consistera  donc  à dé- 
terminer ces  changemens , par  rapport  à l’un  et  à 
l’autre  mobile;  de  sorte  qu’en  supposant  ces  élémens 
connus  à l’instant  du  choc,  nous  nous  proposerons 
de  trouver  ce  qu’ils  seront  devenus  immédiatement 
après. 

Or,  si  l'on  fait  d’abord  abstraction  de  l’élasticité 
des  deux  mobiles,  il  faudra,  d’après  le. principe  do 
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D’Alembert,  que  l’e'quiUbrc  ait  lieu  entre  les  quan- 
tités de  mouvement  perdues  ou  gagnées,  dans  leur 
choc  mutuel , par  toutes  leurs  molécules.  Soient 
donc  il/ et  d/' (fig.  a3) , les  deux  mobiles;  suppo- 
sons qu’à  l’iiislaut  du  choc  leurs  surfaces  ont  un 
seul  point  de  contact  : soit  ft  ce  point;  soit  aussi 
K/jiK\  la  normale  commune  aux  deux  surfaces,  la 
partie  Kf/.  étant  comprise  dans  l’intérieur  de  et 
l’autre  partie  K'fJi,  dans  l’intérieur  de  M'.  Dans  le 
choc,  ces  deux  corps  s’appuieront  l’un  contre  l’autre, 
par  le  point  de  contact  ft.;  si  donc  on  veut  que  des 
forces  quelconques,  appllquéesauxdiirérens  points  de 
ü/etde  A/',  se  fassent  équilibre  au  moyen  de  ce  point 
d’appui,  il  sera  nécessaire  que  toutes  les  forces  appli- 
quées au  corps  M se  réduisent  à une  seule,  dirigée 
suivant  la  normale  KfxK\  du  pointai  vers  le  point 
K',  et  que  toutes  celles  qui  agissent  sur  3/',  se  rédui- 
sent de  même  à une  force  égale  à la  première  résul- 
tante et  dirigée  en  sens  contraire,  c’est-à-dire  du 
point  fÀ.  vers  le  point  K.  Les  quantités  de  mouve- 
ment que  le  choc  fait  perdre  ou  gagner  à toutes  les 
molécules  de  chacun  des  deux  corps  auront  donc 
une  résultante  unique,  dirigée  suivant  la  normale, 
au  point  de  contact  fi  ; la  grandeur  de  celte  force 
sera  la  meme  pour  les  deux  mobiles , et  elle  sera 
pour  chaque  mobile,  égale  et  contraire  à la  percits- 
iion  qu’il  éprouve,  laquelle  percussion  s’exerce  sur 
le  corps  M,  suivant  la  direction  fJ.K , et  sur  le  corps 
M'y  suivant  la  direction  /jlK'.  En  appliquant  donc 
à l’un  et  à l’autre  une  force  inconnue  en  grandeur. 


ét 
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qui  reprcseiileia  celle  percussion,  et  que  j’appelle- 
rai N y on  pourra  ensuite  considérer  chaque  mobile 
isolement;  par  conséquent  on  aura,  par  rapport  à 
chacun  des  deux  corps,  un  certain  nombre  d’équa- 
tions d’équilibre  entre  la  force  N et  les  quantités  de 
mouvement  perdues  par  ses  molécules,  savoir,  six 
équations  , quand  le  mobile  sera  entièrement  libre, 
et  un  moindre  nombre,  quand  il'sera  retenu  par  un 
point  Ou  un  axe  fixe. 

Nous  allons  d’abord  former  ces  équations  d’équi- 
libre, dans  lecasoù  les  mobiles  ne  sont  retenus  par 
aucun  poinî  flxe;  nous  vendons  ensuite  si  elles  suffi- 
sent à la  détermination  complète  du  mouvement  des 
deux  corps  après  le  choc , puis  nous  examinerons 
comment  ces  résultats  sont  modiliés  par  l’élasticité. 

45 1 . Menons  par  le  point , centre  de  gravité  de 
M,  trois  axes  rectangulaires  Gx^,  Gy^,  Gz^,  fixes 
dans  l’intérieur  du  corps,  et  mobiles  avec  lui  dans  l'es- 
pace. Soit  t/ la  vitesse  du  point  G,  et  GII\&  direction 
de  cette  vitesse  à l’instant  du  choc;  appelons  e,y',g,les 
cosinus  des  angles  IIGx,,  HGjr^y  HGz^,  que  iait 
cette  direction  avec  les  trois  axes,  de  manière  que 
vf,  fg,  soient  les  composantes  de  la  vitesse  l’j 
suivant  les  droites  Gx^,  Gz,.  Soient  aussi,  au 

même  instant,  G/ la  direction  de  l’axe  instantanée  do 
rotation,  et  a>  la  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe; 
désignons  par  /,  /«,  «,  les  produits  de  cette  vitesse 
par  les  cosinus  des  UÈiglcs 2Gj\,  IGz^y  c’est- 
à-dire,  faisons 
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» , cos . rCx^  — I % *>■  cos . IGy^  = m , • . cos . IGz^  ~ ; 

ensorte  que  /,  m,  n soient,  à l’instant  du  choc  , les 
valèurs  des  quantités  />,  <7,  /’,  que  nous  avons  consi- 
dérées dans  le  n®  575.  Nons  savons  qu’au  moyen  de 
ces  quantités  on  peut  exprimer  d’une  manière  fort 
simple,  les  vitesses  des  différens  points  du  mobile, 
dues  à son  mouvement  de  rotation  autour*du  point 
G regardé  comme  fixe  : */>  étant  les  coor- 

données d’un  point  quelconque  , parallèles  aux  axes 
Gx^f  Gj\j  les  composantes  suivant  ces  axes  , 
de  la  vitesse  de  ce  point,  seront,  d’après  le  n*  577, 

— 'D'/  — ^2/  • 6*/  — ; 

or , le  mobile  ayant  un  mouvement  de  translation 
dansl’espace  et  un  mouvenientde  rotation  autour  du 
point  G,  la  vitesse  absolue  de  chacun  de  ses  points, 
est  la  résultante  de  la  vitesse  du  point  G,  combinée 
avec  celle  du  mouvement  de  rotation  (n®  397);  donc 
puisque  w,  ij',  vgy  sont  les  composantes  de  la  vi- 
tesse du  centre  de  gravité,  celles  de  la  vitesse  abso- 
lue d’un  point  quelconque  seront 

ve  -f-  7T1S,  — n V, , vf  +nx,  — h, , vg  -1-  ^ \ 

la  première  suivant  la  droite  la  seconde  sui- 
vant Gj-^ , la  troisième  suivant  Gz^. 

Maintenant  supposons  que  Gi  soit  la  direction  de 
l’axe  instantanéc,et  Gh  celle  du  mouvement  du  point 
•G,  immédiatement  après  le  dioc;  désignons  par  u 
et  0',  ce  que  deviennent  les  vitesses  t>  et  aussi  après 
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le  choc;  par  x z,  les  cosinus  des  angles  inconnns 

hGx^ , hGjr^y  hGz^ ; faisons 

6.COS.  jCx,  = />,  6. cos.  iGy ^ = (f , 9.cos.»Gs,=  r: 

les  composantes  de  la  vitesse  d’un  point  quelconque 
deviendront  après  le  choc 

ux-  4--  , uy-h  Vx,  — ps, , ut  + py,  — çx,  ; 

donc, en  désignant  par  dm  l’élément  de  la  masse  dtt 
corps  qui  répond  aux  coordonnées  , nous 

aurons  , 

lce—iix+t,(m—q)  —yXn  — r)2.dm., 

[yf—uy  + xXn  — r)  — zyi  —py\.dm, 
{yg-uz-^y,  {l—p)  —x,(jn—qy}  dni, 

pour  les  composantes  suivant  les  axes  Gx^y  Gz^y 
de  la  quantité  de  mouvement  perdue  dans  le  choc  , 
par  la  molécule  dm. 

Soient  encore  a,  j-,  les  coordonnées  du  point 
de  contact  fA.,  rapportées  à ces  axes  ; représentons 
par  </,  ft,c,  les  cosinus  des  angles  obtus  ou  aigus  que 
fait  la  normale  ftA,  avec  des  parallèles  à ces  axes, 
menées  par  le  pointât,  angles  qui  déterminent  la 
direction' de  la  force  Ni  nous  aurons  Na,  Nb , Ne , 
pour  les  composantes  de  cette  force  respectivement 
parallèles  aux  axes  Gx^,  G/,,  Gz^.  Il  nous  sera  aisé 
d’appliquer  à la  force  N et  aux  quantités  de  mou- 
vement perdues  par  tous  les  points  du  corps  M, 
les  six  équations  générales  de  l’équilibre  données 
dans  le  n°  6o  ; on  trouvera , sans  aucune  dilli-* 
culte, 

iVa-H 


• ^ 
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A^a+Æ‘'e-«x+2(m— 9)-^X«-r)].rfm==o,  ^ 

+K^-ny+x,in-r)-z,  (/_;,)]  .im=o,  J 

^^+K^S-^^r^,{i—p)~xim—qy}.dmz=^o,  I 

JT*^~’y+xXn  r) — z^i — p)]  .xjdm  = o , l (a) 

^^‘^<>-yay^^^^S-uz+yXl~p)-xXm-<,y] . cc^dm 

~Jl^e-uj,+zXm-g)-_yXn-r)2.z,dm  = o, 

' ^ (y^^}+A''f—uy+xXn—r)-zXi^p)2  .z^m 

~fi''S—^+yX^P)—xXm~q)2  .y^dm=o. 

Les  miégrales  contenues  dans  ces  équations  sont  re- 
lat.v«  aux  aeulea  xariailes  a„.  elfes  doivent 

■ etre  etendues  a la  masse  entière  du  corps;  en  dési- 
gnant cette  masse  par  M,  on  aura  /dm  = M;  de  plus 
le  point  G,  origine  des  coordonnées  æ , r z éHnf 
le  centre  de  gravha  de  M,  on  aura  aussf’  " 

/x,dm  z=  O , /y^dm  = O , /z/m  = o ; 

et  si  l’on  suppose,  ce  qui  est  permis,  que  les  trois 

roi  es  sont  les  axes  principaux  qui 

se  coupent  au  point  G,  on  aura  encore 

fxjdm  = o , fx^^dm  = o . fy,z,dm  = o. 

Au  moyeu  de  eela,  nos  six  équaüons  deviennent 
beaucoup  plus  simples  et  se  réduisent  à 

iVa  — ^(itx  — ve)  = o,  'j 

^ — M{_uy  — vf)~o,  I 
JVc  — jJ/(  uz  — Vg)=:o,  I 
^(Ca~a6)+C(r~n)=zo.  f 

>"“)  + ^(7  — m)=o,  1 


Digilized  by  Google 


2?.g  traité  de  mécanique. 

eu  faisant,  pour  abréger 

f(j;+z;).dm=A; 

c'est-à-dire,  en  désignant  par  y/,  £,  C,  les  momens 
d’inertie  du  corps  A/,  relatifs  anx  trois  axes 

On  aura  six  équations  semblables  à celles-ci,  pour 
réquilibre  des  quantités  de  mouvement  perdues  par 
tous  les  points  de  M',  et  delà  force  iVappliquéeà  ce 
corps  suivant  la  direction  fiK'.  Pour  former ces  nou- 
velles équations,  je^représenterai  parles  mêmes  lettres 
avec  des  accens , les  quantités  analogues  à celles  qui 
entrent  dans  les  équations  ainsi,  J?',  G',  seront 
les  momens  d’iiicrtie  de  A/',  relatifs  aux  trois  axes 
principaux  de  ce  corps,  qui  se  conpeiU  à son  centre 
de  gravité;  a',  ê',  les  coordonnées  du  point  fc, 
rapportées  à ces  trois  axes; a,  h\  c\  les  cosinus  des 
angles  que  fait  la  direction  p,K'  avec  ces  mêmes  axes; 
V et  //,  les  vitesses  du  centre  degravité  de  A/',  à l’ins- 
tant du  choc,  et  immédiatement  après;  et  de  même 
pour  toutes  les  autres  quantités.  De  celte  manière 
les  six  équations  relatives  au  corps  Af',  seront 

Ka'  — M\ujf  — v'e')  =*  o , . 

Nb'  — M\u’y'  — v'f)  = O , J 

AV-il/'(aV_vV)  = o,  ( ■ 

A(:'a'  — <t'b')  + C(/—n')  = o,  l ^ ^ 

N («'f'  — >V)  -f-  B'(g' — wi')  =0,1 
N(y'b'  - Ce'  ) +A'Cp'-/'  ) =0.  J 

Les  douze  équations  (A)  et  (6')  renferment  treize 
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inconnues,  savoir,  la  force  iV,  les  six  quantités  7», 
^'-1  et  ^es  six  produits  uar,  uj,  uz,  u'x', 
u’jr\  u'z;  elles  ne  sont  donc  point  en  nombre  sufli- 
Mnt  pour  déterminer  ces  Inconnues,  et  il  faut  en 
trouver  une  ti-eizième|  par  quelqu’autre  considé^ 
ration. 

432.  La  question  serait  en  effet  indéterminée  si 
l’on  considérait  les  deux  mobiles  comme  absolument 
durs , et  qu’on  fit  abstraction  de  la  compression  qu’ils 
éprouvent  dans  le  choc.  Mais  en  ayant  égard *à  cette 
compression,  quelque  petite  qu’on  la  suppose,  oii 
conçoit  <!Ju'elle  est  due  à ce  que  les  points  dans  les- 
quels les  deux  mobiles  se  touchent,  n’ont  pas  la  même 
vitesse  suivant  la  normale  commune  à leurs  surfaces; 
à raison  de  cette  différence  de  vitesse  normale,  les 
deux  corps  s’appuient  et  se  compriment  l’un  contre 
l’autre,  jusqu’à  ce  qu’elle  soit  devenue  nulle;  et  c’est 
quand  elle  n’existe  plus,  que  le  phénomène  du  choc 
est  achevé.  A la  rigueur,  les  deux  mobiles  peuvent  se 
toucher  en  des  points  qui  varient  sur  leurs  snr&ces, 
pendant  le  tems  que  dure  la  compression  ; mais  comme 
nous  faisons  abstraction  de  cette  durée,  nous  pou- 
vons aussi,  sans  erreur  sensible,  supposer  que  le 
contact  se  fait  toujours  dans  le  même  point.  Il  fau- 
dra donc  qu’immédiatement  après  le  choc,  la  vitesse 
du  point  de  contact  /z,  décomposée  suivant  la  nor- 
male KftK'y  soit  égale  et  dirigée  dans  le  même  sens, 
soit  qu’on  le  regarde  conune  appartenant  au  corps 
]\I,  soit  qu’on  le  consi<^ère  comme  faisant  partie  du 
corps  M'. 

i5.. 
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Oi',  en  tant  que  ce  point  appartient  au  corps  il/, 
ses  coordonnées  rapportées  aux  axes  Q)~,y 
sont  a,  ê y y y et , d’après  ce  qu’on  a vu  dans  le  n“ 
précédent,  les  composantes  de  sa  vitesse,  paral- 
lèles à ces  axes,  sont,  immédiatement  après  le  choc, 

ux-^qy  — rff,  uy-\-r<t  — jry , uz pC  — qa  \ 

d’ailleurs  «,  i,c,  sont  les  cosinus  des  angles  que 
fait  la  droite  fJiK , avec  des  parallèles  à ces  axes* 
^ menées  par  le  point  fz;  on  aura  donc  la. vitesse  du 
point  suivant  la  direction  fzKj  en  faisant  la  somme 
de  ses  vitesses  suivant  les  axes  , multipliées  respec- 
tivement par  ces  cosinus,  laquelle  somme  est  égale  à 

u(ox-t-  ^ -t-  cz)  -f-  p(^c  — yb)  -f-  q{ya  — «c)  + r(eti — Ca). 

Si  l’on  considère  le  même  point  ft  comme  faisant 
partie  du  corps  il/',  la  composante  de  sa  vitesse 
suivant  la  direction  fiK'y  sera  exprimée  immédiate- 
ment après  le  choc,  par  . . 

u'(  a'x'  -f-  b'y'  ■{-  c'z'  ) -{-  p'C  — y' b'  ) + 7'(  y* a'  — a'c'  ) 

+ /(«'y  -C'a')-, 

donc,  pour  que  la  vitesse  normale  du  point  /u  soit  la 
même  et  de  môme  direction  dans  les  deux  cas,  il 
faudra  que  ces  deux  quantités  soient  égales  et  de 
signes  contraires,  ouqye  leur  somme  soit  nulle;  ce 
qui  donne 

axix-\-buy-\-cuz-^-p{Cc — yb')-\-q{ya — ac)4-r(eô — Ca) 

+aWx'+b’uy+cWz'+p\C'c'-y'b')+q'(y'a'-*'c') 

+ r'(<t'b'  — C'a')=o. 
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4^3.  En'  joignant  cette  équation  aux  douze  que 
nous  avons  déjà  trouvées,  on  aura  toutes  les  équation» 
nécessaires  pour  déterminer  les  treize  inconnues, 
que  cés  équations  contiennent.  Ces  équations  sunt^ 
comme  on  peut  le  voir,  du  premier  degré  par  rap- 
port aux  inconnues  N,ux,  uj,  etc.  ; il  sera  donc  aisé 
de  les  résoudre  dans  chaque  cas  particulier.  Quand 
on  aura  les  valeurs  de  uxy  njTy  uz,  la  somme  de  leurs 
carrés  donnera  celle  deM*,àcausequex*-^-^*-f-2^=^  ; 
et  en  les  divisant  par  u,  on  connaîtra  les  cosinus 
Xyjr,  Zy  des  3in^csx^Ghyj'\GhyZ,Gh,  et  par  consé- 
quent, la  direction  Gh  de  la  vitesse  «.  De  même 
les  valeurs  de  lix  yU.j  yiiz  feront  connaître,  en 
^ grandeur  et  en  direction,  la.  vitesse  du  centre  de 
gravité  de  M'  après  le  choc.  Les  valeurs  des  quan- 
tités py  q y r,  détermineront  la  direction  de  la  droite 
Giy  qui  représente  l’axe  de  rotation  après  le  choc, 
et  la  vitesse  angulaire  9,  autour  de  cet  axe;  car 
en  ajoutant  leu[S  carrés,  on  aura  p*-f-y*-f-r*=9‘,  el 
en  divisant  py  <7,  r,  par  la  valeur  de  9,  les  quoliens  * 
seront  les  cosinus  des  angles  iGx^y  iGj\y  iGz,.  La 
direction  de  l’axe  instantanée  de  rotation  du  corps 
M',  passant  p.^  son  centre  de  gravité,  et  la  grandeur 
de  sa  vitesse  de  rotation  après  le  choc,  se  déduiront 
semblablement  des  valeurs  de p'y  q\ r. 

On  voit  donc  que  les  équations  (i),  (^')  et  (c) 
renferment  la  solution  complète  du  problème  que 
nous  nous  sommes  proposé  de  résoudre,  du  moin& 
qnaud  on  suppose  les  mobiles  sans  aucune  élasti- 
cité. Voyons  maintenant  ce  qui  doit  arriver,  lors-v 
qu’oii  a égard  à celte  propriété  de  la  matière. 
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4^4-  distinguer  trois  époques  dans  le  choc 

de  deux  corps  élastiques  : l'instant  où  les  deux  mo- 
biles se  rencontrent  et  commencent  à se  comprimer 
mutuellement,  celui  de  leur  plus  grande  conipres- 
s sion,  enfln  l’instant  où  ils  ont  repris  leurs  formes 

primitives , et  cessé  d'agir  l’un  contre  l’autre.  Tout 
cela  se  passe  en  général  dans  un  tems  extrêmement 
court,  pendant  lequel  on  peut  supposer , sans  crteur 
sensible  , que  les  deux  mobiles  se  touchent  toujours 
dans  lemême  point  de  leurs  surfaces.  Les  vitesses  et 
les  directions  de  leurs  centres  de  gravité , les  direc- 
tions de  leurs  axes  et  leurs  vitesses  de  rotation , sont 
Censées  connues  immédiatement  avant  le  choc,  ou 
au  premier  instant  ; il  s’agit  de  savoir  ce  que  ces 
vitesses  et  ces  directions  deviennent,  d’abord  à l’ins- 
tant de  la  plus  grande  compression,  et  ensuite  h la 
fin  du  choc,  ou  au  troisième  instant.  Or,  jusqu’à 
l’instant  de  la  plus  grande  compression , les  choses 
se  passent  comme  si  les  deux  corps  étaient  simple- 
’ ment  compressibles  et  sans  élasticité.  On  détermi- 
nera donc,  au  moyen  des  équations  (i),  (b')  et  (c), 
la  vitesse  et  la  direction  du  centre  de  {p*avité  et  dû 
mouvement  de  rotation  de  chaque  mobile,  qui  ré- 
poudent  à l’instant  de  lapins  grande  compression, 
d’après  celles  qui  ont  lieu  au  premier  instant.  Ainsi  , 
nous  regarderons  comme  connues , par  ces  équa- 
tions, toutes  les  quantités  qui  déterminent  ces  vi- 
tesses et  ces  directions  au  second  instant.  Les  mêmes 
‘équations  feront  aussi  connaître  la  percussion  iVqub 
'i.baqtie  mobile  éprouve,  en  se  Comprimant  contre 
l’autre;  mais  l’effet  de  réksticilé  (0*426)  cstd’imprl- 
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mer  aux  corps  parfaitement  élastiques,  une  quantité 
de  mouvement  égale  et  contraire  à celle  qu’ils  ont 
déjà  perdue  pendant  la  compression;  par  consé- 
quent , les  deux  mobiles  M et  M'  éprouveront , en 
vertu  de  leur  élasticité , une  seconde  percussion 
égale  à la  première,  dirigée  suivant  fx-K , pour  le 
corps  3/,  et  suivant  ft/C',  pour  le  corps  3/';  et  c’est 
cette  force  qui  changera  une  seconde  fols  les  gran- 
deurs et  les  directions  de  leurs  vitesses.  D’après 
cette  considération , il  nous  sera  aisé  de  déterminer 
leurs  vitesses  définitives. 

En  effet,  conservons  toutes  les  dénominations  pré- 
cédentes; désignons  en  outre,  à la  fin  du  choc,  par 
y,  la  vitesse  du  point  G;  par  A’’,  U,  Z,  les  cosinus 
des  angles  que  fait  sa  direction  avec  les  axes 
G}',,  Gz/,  par©,  la  vitesse  angulaire  de  rotation 
du  corps  M;  par  P,  Q,  ü,  les  produits  de  0,  par 
les  cosinus  des  angles  que  fait  l’axe  de  rotation  du 
même  corps,  avec  les  axes  Gj^^y  Gz/,  enfin, 

par  les  mêmes  lettres  accentuées,  toutes  les  quan- 
tités analogues  relativement  au  corps  M'.  De  cette 
manière,  les  quantités  v,  e,y,  g , l,  m,n,  se  rappor- 
tent au  premier  instant  du  choc , et  elles  sont  don»- 
nées;  elles  se  changent  au  second  instant,  dans  les 
quantités  UyX,y,  z,  p,  <7,  qui  sont  déterminées  p.ir 
les  équations  précédentes  ; puis  elles  deviennent 
y,  X,  Vj  Z , P,  Q y R,  au.  troisième  instant.  Or  , 
il  résulte  de  ce  qu’on  vient  de  dire , qu’on  aora 
pour  déterminer  ces  dernières  an  moyen  des  pré-^ 
cédenies , des  éqiiations  semblables  aux  équations 
( b ),  qui  déterminent  célles-ci  au  moyen  des  pre- 
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niicres;  c est— a-dire  , qu’on  aura  • “f 

Na  — M{T-'X—ux)=^o, 

Nb—M{rY—uy)=o, 

Nc  — M{yZ—uz)  = 9, 

A’(Ca  — aè)  + C(fl  — r)  = O ; 

A'(«— >a)  + Z?(Ç_^)_o, 

N{yb—Cc)-\-A(^P—p)=o, 

'Afin  d’éliminer  les  quantités  u,x,y,  a,  y,  r,  < 
j ajoute  cliacunc  de  ces  équations  à sa  correspon- 
dante parmi  les  équations  (b)  ^ il  vient 

sAA  — M{VY—  vf)  = 0 , j 

aAc  — vg)  = o.  ( 
aA(Ca_zé)+C(/î  — n)  = o.  [ 
aA(«c  — ya)+Æ(Ç— m)  = o,  1 
3N(yb—  ^c)+A(P  —0  = 0.  J 

En  éliminant  les  six  quantités  p, q,  r,  p'^  j.\  et  les  ' 

SIX  produits  ux,uj,  uz,  u'x\  i/f,  u'z\  entre  les  treize 
équations  (/.),  (A)  et  (c),  il  restera  une  équation 
qui  donnera  la  valeur  de  N,  exprimée  en  fonction  de 
quantités  connues;  mais  comme  cette  fonction  serait 
très-compliquée,  nous  conserverons , pour  abréger 
la  lettre  iV,  à la  place  de  sa  valeur,  dans  les  formules 
générales;  il  sera  plussimpledecalculer  cette  valeur 
dans  chaque  cas  particulier;  onia  substituera  ensuite 
dans  les  équaüons  {d),  d’où  l’on  tirera  les  valeurs  des 
quantités  P,  Q,  R,  et  des  produits  f^X,  VY,  VZ'  ' 
par  conséquent,  ces  six  équations  feront  connaître’ 
dans  tous  les  cas  et  d’unç  manière  complète,  la 
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mouvement  du  corps  M y immédiatement  après  le 
choc , savoir  ; la  vitesse  et  la  direction  de  son  centre 
de  gravité,  la  direction  de  l’axe  de  rotation,  pas- 
sant par  ce  point,  et  la  vitesse  angulaire  autour  de 
cet  axe. 

Relativement  au  corps  M'y  nous  aurons,  en  accen- 
tuant toutes  les  lettres  , excepté  la  force  N qui  est 
la  même  pour  les  deujç  corps, 

nAa'  — M'(V'X'  — /e')  = o , 
aA'i'—  v'f')  = O , 

3 AV  — —v'g')  = O, 

aN  (C'a'  — ct'b')  -f-  C (fl'  — n'  ) = O , 
aNict'c' B'CQ'—m')  = o, 
iiN(yb'—  Ce'  ) + A' {P  - /'  ) = o; 

équations  qui  suffiront  aussi  pour  déterminer  les 
valeurs  des  quantités  P' y Q'y  M',  et  des  produits 
V'X'y  VT  y V'Z'. 

435.  En  considérant  seulement  les  trois  premières 
équations  de  chacun  des  groupes  {b)y(p')y  (<f)  , 
(d')  , on  peut  s’assurer  que  le  choc  des  fleux  mobiles 
• n’altérera  pas  la  vitesse  de  leurs  centres  de  gravité, 
€uivant  une  direction  perpendiculaire  à la  normale 
Kft.K' . En  effet , si  l’on  mène  par  le  point  G une 
droite  quelconque,  qui  fasse  des  angles  «,  é',  é', 
avec  les  trois  axes  Gx^y  Gj^y  Gz^  et  qu’on  veuille 
connaître  la  vitesse  du  point  G suivant  cette  droite, 
on  jiura  t»c. cos  . e -f-ij/’.  cos.  «'-t-t'g  . cos.  e*,  pour 
sa  valeur  avant  le  choc  ; cette  même  vitesse  de- 
viendra , après  le  choc,  ux . cos.  e -h  u/- . cos.  t,' 


» 
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-j-  uz . cos . €%  on  bien , Ï^X . cos  . t W . cos  . / 
f^Z .cos.t",  selon  que  les  mobiles  seront  dénués 
^’élastiché , ou  parfaitement  élastiques;  or,  on  tire 
des  premières  équations  (l>)  et  (d)  , 

Mi  UX  . COS.f  + uy.  cos.  t'  + uî.cos.e") 

= A/(i'e.cos.f+  vf.cos.t'  vg.cos.i") 

■ + ]V  (a.cos.6  + ô.cos.e' c.cos  s"), 

Mirx.cos.e  + FV.cos.t'+  ^Z.cos.i") 

= .V(t‘e.co8.  î + vf.cos.t  + vg.  cos.  t’) 

+ a7V(  a . cos . t + b . cos . t + c.cos.s"); 

mais  si  la  droite  qui  répond  aux  angles  f,  e',  t,  est 
perpendiculaire  à la  normale  KfiK',  la  partie  multi- 
pliée par  N y disparaîtra  dans  ces  équations , parce 
qu’on  aura  (n* 78)  a.cos.€-f-i.  cos.é'-j-c.cos.t=  o; 
donc  en  divisant  ensuite  par  M y on  voit  que  les  va- 
leurs de  la  vitesse  suivant  (iette  droite,  sont  égales 
avant  et  après  le  cboc.  11  en  sera  de  même  par  rap- 
port au  corps  M'. 

Ainsi,  dans  chaque  cas  particulier,  il  suffira  de  dé-  • 
terminer  la  vitesse  du  centre  de  gravité  de  chaque  mo- 
bile après  le  choc,  suivant  la  droite  fCfiK';  on  compo- . 
sera  cette  vitesse  avec  celle  qui  avait  lieu  avant  la 
cboc,  parallèlement  an  plan  tangent  mené  par  le  point 
fjt.,  et  qui  n’a  été  changée  ni  en  grandeur, ni  en  direc- 
tion ; la  résultante  sera  la  vitesse  du  centre  de  gravité 
«près  le  choc,  de  sorte  qne  pour  chaque  mobile,  les 
directions  des  vitesses  de  ce  centre,  avant  etapiès  le 
choc , et  la  normale  au  point  de  contact,  seront  tou- 
fonrs  comprises  dans  «in^mémc  teras. 
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' 456-  Appliquons  maintenant  cette  analyse  géné- 
rale à quelques  hypothèses  parlicnlières. 

Supposons  d’abord  que  la  normale  fiK , au  point 
de  contact , passe  par  le  centre  de  gravité  G du  corps 
■M , de  rtianièrë  qu’elle  soit  la  droite  ftGK  (fig.  24). 
D’après  la  signification  des  lettres  a,  y,  «,  c, 
il  est  aisé  de  voir  qu’on  aura,  dans  ce  cas, 

Ca  — cib  — O , ac  — ya  — o , yb  — Ce  —o) 

ïilors  les  trois  dernières  équations  donneront 
q=m,r=.n,  et  les  trois  dernières  équations  (</)  don- 
neront de  même  P=/,  Q=m,  R=n;  ce  qui  signifie 
que  la  direction  de  l’axe  de  rotation,  et  là  vitesse 
autour  de  cet  axe,  seront  les  mêmes  immédiate- 
ment avant  et  après  le  choc.  Donc  toutes  les  fois 
que  la  normale  au  point  de  contact  des  deux  mo- 
hiles,  passe  par  le  centre  de  gravité  de  l’un  d’eux, 
le  choc  ne  change  rien  au  mouvement  de  rotation 
de  celui-ci,  soit  que  les  deux.côrps  n’aient  aucune 
élasticité,  ou  qu’ils  soiJIK  composés  d’une  matière 
élastique. 

Si  la  même  normale  passe  aiissl  par  le  cenb-e  de 
gravité  G'  du  corps  M\  on  aura  également 

C'a  — a!  b'  = 0 , ac'  — y'  a'  — O , y' b'  ■ — Ce  = oj 

le  mouvement  de  rotation  de  M'  ne  sera  pas  non 
plus  altéré , et  l’on  aura  seulement  à déterminer 
les  vitesses  des  deux  points  G et  G'  après  le  choc, 
suivant  la  direction  normale  Kfi.K'.  Or,  l’éqnation 
(c)  se  réduira  à 

U (ax  -h  fy-j-  cz)  -f-  ù'Ca'x'  + h'y  -f-  c'z’)  = o; 
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maïs  en  observant  que  , on  tire  de» 

trois  premières  équations  {b) , 

N — Mu  (ax  by  cz)  + Mv{ae  bf  ^ cg)  = o;  (J) 

et  de  même,  à cause  de  les  trois  prec 

mières  équations  (Z»')  donnent 

N—M'uXa'jd'+by+c'z')+MVia'e'+b'f+c'g'')  =o;  (/') 

combinant  ces  deux  équations  avec  la  précédente, 
on  en  déduit  celle-ci  ; 

^ ^ + *'(oe  + bf  -f.  cg)  + v'(a'e'  +b'f  + c'g')  = o. 

Les  deux  droites  GH  et  GK  font  avec  les  axes 
principaux  qui  se  coupent  au  point  G,  des  angles 
dont  les  cosinus  sont  SfJ'f  g,  et  a,  b,  c;  donc  on 
aura  (n“  78}  , 

ae  bf-j-cg  = cos. HGK ; 

de  même , si  la  droite  G' H'  est  la  direction  du  point 
G' y avant  le  choc , on  aura 

a'e'  -4-  b'f  + c'g  =>  cos.  H' G’ K'  -, 

d'où  l’on  conclut 

MM' {y . cos.  IIGK  + v'.  cos . H' G' K'  ) , 
M->c-M'~ 

Cette  valeur  de  M doit  être  essentiellement  posi^ 
tive  ; lorsqu’elle  se  trouvera  négative , il  en  faudra 
conclure  qu’il  n’y  a pas  de  choc  entre  les  deux, 
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mobiles:  si,  par  exemple,  la  direction  GH  coïn- 
cide avec  la  droite  GK , et  la  direction  G'//',  avec 
la  droite  G'A',  on  aura  co&.H  GK—i  ,cos.W  G'  K'=i\ , 
et  la  valeur  de  N sera  négative;  or,  dans  ce  cas, 
les  vitesses  des  deux  points  G et  G'  ont  des  direc- 
tions cpi  tendent  à les  écarter  l’un  de  l’autre , de  sorte 
que  les  deux  mobiles  se  sépareront  sans  se  choquer. 
Généralement, il  sera  nécessaire  qu’au  moins  un  des 
deux  3m^\es  HGK  et  H G' K,  soit  obtus,  et  si  c’est 
l’angle  JÈTGJiT,. il  faudra  qu’abstraction  faite  du  signe, 
le  produit  v .cos. JJ  GK  surpasse  t'^.cos.  H' G' K'. 

D’après  la  signiGcation  des  quantités  a,  b,  c, 
a-, 7,  2,  on  a 

ax  -f- iy  -f- cz  = cos.  hCK  ; 

la  composante  de  la  vitesse  u,  suivant  la  direction 
GK  y est  donc  égale  à u (oa-f-^-f-cz)  ; sa  valeur 
est  donnée  par'  l’équation  (/);  en  y mettant  à la 
place  de  N la  quantité  précédente,  et  réduisant,  on 
trouve 

Mv. coi. HGK — M'v  .cos.H'G’K' 
u.cos.uGK= ; 

C’est  cette  composante  qu’il  s’agissait  de  déterminer. 
Quand  elle  sera  positive,  elle  sera  dirigée  du  point 
G vers  le  point  K ; et  quand  elle  sera  négative,  elle 
sera  dirigée  en  sens  contraire , ou  du  point  G vers 
le  point  K'.  Sachant  d’ailleurs  que  la  vitesse  de  ce 
point  G, perpendiculaire  à GA,  est  la  même  qu’avant 
le  choc,  il  sera  aisé  d’en  déduire  la  grandeur  et  la 
direction  de  la  vitesse  u. 
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En  vertu  de  1 équation  (e) , la  vitesse  du  point 
G'  après  le  choc,  de'compose'e,  suivant  la  direction 
G'£',  sera  égalé  et  de  signe  contraire  à la  vitesse 
décpmposée  suivant  GA: ; par  conséquent,  les  depx 
centres  de  gravité  G et  G'  auront,  après  le  choc, 
des  vitesses  égales  et  dirigées  dans  le  niêra.e  sens , 
suivant  la  normale  K14.K'. 


437.  Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  points 
G et  G'  se  meuvent  avant  le  choc,  sur  la  normale 
Kii.K\  leurs  vitesses  perpendiculaires  à cette  droitç 
seront  nulles , et  elles  le  seront  encore  après  le 
choc;  la  direction  de  la  vitesse  ti  coïncidera  avec  la 
droite  GK , ou  avec  son  prolongement , et  l’on  aura 
cos. hG/C  = rt  I.  Si  les  deux  points  vont  dans  le 
même  sens  avant  le  choc  , par  exemple,  de  K'  vers 
iC,  l’angle  HGK  sera  nul,  et  l’angle  /T G' K',  égal 
à deux  druiU  ; on  aura  donc  cos.  HGK  — ~h  J , 
cos.  H'G'K'x= — I,  et  par  conséquent 


u.coa.hGK 


Mv  -I-  M'v' 


La  valeur  de  u devant  être  positive  , on  prendra  le 
signe  supérieur,  ce  qui  suppose  cos.AGA:=-f- i ; 
la  vitesse  du  point  G sera  donc  dirigée  dans  le  sens 
GAT,  comme  avant  le  choc  , et  elle  sera  égale  à la 
. somme  des  quantités  de  mouvement  Mv  et  M'v 
diviséepar  la  somme  des  masses.  Celle  du  point  G' 
sera  la  même. 

Si  les  deux  points  G et  G vont  aurdè^ant  l’un 
de  l’autre  avant  le  choc,  de  m^iRicrç  qne  le  point 
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G se  meuve  de  K vers  K',  et  le  point  G',  de  K vers 
K' y on  aura  cos.  HGK  =—  i , cos.  H'G'K'z^z—  i , 


et 


u.co3.hGK  = ±u 


M'v'  — Afv 

M+M'  ’ 


donc,  à cause  que  u doit  toujours  être  positive , 
il  s’ensuit  qu’on  devra  prendre  cos. fiGK  =-j- i , 
oui  cos.hGK=^-—iy  selon  qu’on  aura  d/V> 
ou  M'v;  ce  qui  signifie  que  la  vitesse  du  point 
G après  le  choc  , sera  dirigée  dans  le  sens  de  la  plus 
grande  des  deux  quantités  de  mouvement  Mv  et 
M'v  : cette  vitesse  sera  égale  à l’excès  de  la  plus 
grande  sur  la  plus  petite  , divisé  par  la  somme  des 
masses. 


Ces  résultats  sont  les  mêmes  que  ceux  que  nous 
avons  trouvés , en  considérant  le  choc  de  deux 
sphères  homogènes  et  non  élastiques  (n“  422)  ; mais 
nous  voyons  de  plus  qu’ils  sont  indépendans  de 
la  forme  et  du  mouvement  de  rotation  des  corps, 
et  qu’ils  supposent  seulement  que  les  deux  centres 
de  gravité  se  meuvent  avant  le  choc , sur  la  direc- 
tion de  la  normale  au  point  de  contact. 

458.  Lorsque  les  deux  corps  M et  M'  sont  élas- 
tiques, il  faut  employer  les  quantités  A,  T,  Z, 
pour  déterminer  le  mouvement  du  point  G;  on  « 
alors 

aX  bY  *1-  cZ  :=  cos . hGh. } 

Gh  étant  toujours  la  direction  du  point  G après  le 
choc;  les  trois  premières  équations  (d)  donnent 
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aN — MV.  cos . HGK  + J/i/ . cos . A G/f  = o j 

substituant  pour  N la  valeur  qu’on  vient  de  trou- 
ver, et  réduisant,  il  vient 

CM—M'y.cot.HGK—^M'v'.coi.H'G'K' 
V.  cos.  ACA  = mTM'~ 

Celte  formule  fera  donc  connaître  la  vitesse  du  point 
G après  le  choc,  suivant  la  direction  GK;  en  la 
composant  avec  la  vitesse  du  meme  point  perpen- 
diculaire à cette  direction  , et  que  le  choc  n’a  pas 
changée , on  en  conclura  la  grandeur  et  la  direction 
de  la  vitesse 

Relativement  au  point  G',  on  aura  de  même 

{M'—My.cos.H'G'K'—^Mv.coUlGK 
V .COS.A  G A . 

Si  l’on  suppose  M=zM^  ces  formules  deviendront 

^.cos.ACA*=—  t/.cos.//'C'A', 
^.cos.A'G'A"  = — v.cos.tfGA; 

d’où  l’on  peut  conclure  que  dans  le  choc  de  deux 
corps  parfaitement  élastiques  et  égaux  en  masse  , 
les  centres  de  gravité  des  mobiles  échangent  leurs 
vitesses  parallèles  à la  normale  au  point  de  contact, 
en  supposant  toutefois  que  cette  normale  passe  par 
les  deux  centres  ; de  manière  qu’après  le  choc, 
chaque  centre  se  trouve  avoir , suivant  cette  nor- 
male, la  vitesse  que  l’autre  avait  auparavant  suivant 
la  même  droite  : les  deux  centres  conservent  en 
outre  leurs  vitesses  parallèles  au  plan  tangent. 

11 
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11  est  aisé  de  vérifier  que  ces  formules  coïncident 
avec  celles  du  0*427^  dans  le  cas  où  les  deux  centres 
O et  G'  se  meuvent  sur  la  normale  K(jlK'^  dans  le 
même  sens  ou  en  sens  contraires. 


439.  Si  le  corps  ^1/' est  eu  repos  avant  le  choc, 
on  fex’a  c>'=o;  ce  qui  réduit  les  formules  à 


rxos.hGK  = 


(^M—  M')v.coi.IIGK 


y.coi.h'G'K'  ^ 


M+  M' 
aMv.cns.IlGIi 


M-i-M 


et  si , de  plus,  la  masse  M'  est  extrêmement  grande 
par  rapport  à la  masse  AI  y de  sorte  qu’on  puisse  , 
sans  erreur  sensible , négliger  AI  par  rapport  à A/', 
la  vitesse  de  AI'  après  le  choc  sera  insensible,  ou  , 
autrement  dit,  ce  corps  pourra  être  regardé  comme 
fixe.  Or,  en  négligeant  AI  dans  la  première  formule, 
elle  devient 

V.cot. hGK  = — V.COS.//GA'  ; 


lors  donc  qu’un  corps  parfaitement  élastique  vient 
choquer  un  obstacle  fixe,  et  que  la  normale  au  point 
de  contact  passe  par  le  centre  de  gravité  du  mobile, 
le  choc  imprime  à ce  centre , suivant  cette  droite  , 
une  vitesse  égale  et  contraire  à celle  qu’il  avait  au- 
paravant } il  ne  change  ni  la  vitesse  parallèle  au 
plan  tangent,  ni  le  mouvement  de  rotation  autour 
de  ce  point. 


Il  est  aisé  d’en  conclure  que  le  centre  de  gravité 
c«l  réfléchi,  eu  faisant  avec  la  normal*  l’angle  do 
3.  16 
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réflexion  égal  à l’angle  d’incidence.  En  effet,  sup- 
posons que  ce  centre  se  meut  avant  le  choc,  suivant 
la  droite  gC  (fig.  35),  du  point  g vers  le  point  G ; 
prenons  sur  le  prolongement  de  cette  ligne,  une 
partie  GII , pour  représenter  la  vitesse  du  mo- 
bile ; soit  toujours  /xGK , la  normale  au  point  de 
contact  ; dans  le  plan  des  deux  droites  gGH  et 
fiGK , menons  les  perpendiculaires  Ha  et  Gby  et  la 
parallèle  a la  droite  /jlGK  ^ de  manière  que  le 
quadrilatère  5Ga/Tsoitun  Rectangle  : les  cotés  Ga 
et  6’/i  seront  les  composantes  de  la  vitesse  G//,  avant 
le  choc  ; par  conséquent , d’après  ce  qu’on  vient 
de  prouver , celles  de  la  vitesse  après  le  choc  seront 
GA,. que  le  choc  n’a  pas  changée,  et  Ce,  que  je 
prends  égale  et  contraire  îi  Ga.  Si  donc  on  achève 
le  rectangle  bGch , sa  diagonale  Gh  représentera, 
en  grandeur  et  en  direction,  la  vitesse  après  le 
choc.  Or,  on  voit  parcette  construction, que  l’angle 
de  réflexion  K Gh  est  égal  à l’angle  d’incidence  K Ggi 
on  voit  aussi  que  les  vitesses  Gh  et  GHy  après  et 
avaut  le  choc  , sont  de  même  grandeur. 

44o.  Afin  de  montrer  l’influence  du  choc  sur  le 
mouvement  de  rotation,  prenons  maintenant  un 
exemple  simple , dans  lequel  la  normale  au  point 
de  contact  des  deux  mobiles,  qu’on  peut  regardée 
comme  la  direction  du  choc,  ne  passe  pas  par  leurs 
centres  de  gravité. 

Supposons  qu’avant  le  choc  l’axe  de  rotation  du 
corps  My  coïncide  avec  l’un  des  axes  principaux  qui 
sc  coupent  à son  centre  de  gravité,  par  exemple,  avec 
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l’axe  jG),  ou  avec  son  prolongement;  on 

aura  alors  (n*  45 1)  l=o,  m=o,n—=ha.  Supposons 
au$si  que laxK>rmale au  pointdecontact  soit  comprise 
dans  le  plap  des  axes  Gx^  et  Gj-/,  l’ordonnée  y du 
point  de  contact,  parallèle  à l’axe  G:,,  sera  nulle, 
ainsi  que  le  cosinus  c de  l'augle  que  fait  cette  nor- 
male avec  ,cp  troisième  axe;  niais  en  faisant  /=o, 
w=o,  yz=o,  c—o,  dans  les  deux  dernières  équa- 
tions (A)  , on  trouve  p—o,q—0',  d’où  l’on  con- 
clut que  l’axe  de  rotation  coïncidera  encore  après 
le  clioc,  avec  la  droite  Gz^i  Le  choc  changera  donc 
Seulement  la  vitesse  de  rotation,  sans  changer  la 
direction  de  l axe;  ce  qui  est  conforme  à ce  que 
nous  avons  déjà  vu  dans  le  n*4o^.  Il  en  serait  de 
même,  si  les  deux  mobiles  étaient  parfaitement 
élastiques;  caries  deux  dernières  équations  (d) , 
qui  se  rapportent  à ce  cas,  se  re'duiseut  aussi,  dans 
notre  hypothèse,  à P=o, 

Prenons  pour  le  corps  M*,  une  sphère  hôrtiogène; 
la  direction  du  choc  passera  néécssaîrement  par  son 
centre  de  graivîté  ‘ on  aura  donc , Comme  dans  le 
n*  436, 

Ca'  — eL'b'  — o,  tt'e  — y'a'=o,  y'i'— CV:=o; 

et  l’équation  (c)  se  réduira  à 
U (ax  q-  -f.  u'  (a V + b'y'  + cV)  ■+•  r («i  — tfà)  = o , 

J’élimine  les  quantités 

u(ax+by)  et  b'y+i'z') 

entre  celle-ci  et  les  deux  équations  (f)  et  (/')  du  n* 
cité,  dans  lesquelles  je  fais  c=so;  il  vient 

16. . 
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^ + -~,+K<^b-Ca)+v(_ae+lf)-i-v>X‘i'<^:+br^ 

Alenons  par  le  point  de  contact  /*,  deux  droilès 
/jlII  et  fJtJJ',  parallèles  aux  directions  des  vitesses 
V et  v;  appelons  «T  et  J''  les  angles  A’’;*//  et  KfiiV , 
compris  entre  ces  droites  et  la  partie  fÂ.K  de  la  nor- 
male au  point  dé  contact;  en  observant  que  H" fâ.K 
est  supplément  de  H'/iK',  nous  aurons 

ae bf~CQ&,t , a'e' -i- bf' -j- c g'=s. — con.^' ; 

é 

substituant  en  outre,  dans  l'équation  précédente,  à 
la  place  de  r,  sa  valeur  tirée  de  la  quatrième  équa- 
tion (i),  on  trpuve 

CMM  . cos . ^ — V . cos  .J'-j-  n (Sa  — etb)J 

~~  CM-i-  CM'  + MM' (Sa  — ' 

Cette  valeur  de  N devra  être  essentiellement  posi- 
tive, ainsi  que  nous  l’avons  déjà  remarqué.  Les 
quantités  U,  M,  M' , v,  v qu’elle  conlieut,  sont 
toujours  positives  ; lesoosinusa,  A,  CDS. «T,  cos.«f',  et 
les  coordonnées  a,  C,  peuvent  être  positifs  ou  néga- 
tifs; leurs  signes  sont  donnés,  dans  chaque  cas  par- 
ticulier, en  même  tems  que  leurs  valeurs.  Quant  à la 
quantité  7i,  elle  est  égale,  abstraction *faite  du  signe, 
à la  vitesse  angulaire  o>,  que  nous  regarderons 
toujours  comme  positive;  mais,  pour  savoir  le  signe 
'qu’on  doit  donner  à «,  je  considère  un  point  O,  pris 
sur  l’axe  et  tel  que  GO=-i~  i : d’après  les 
nutations  du  n*  4^1 , et  à cause  que  s^=o,  x^=  i 
la  quantité  n exprime  la  vitesse  de  ce  point  duc 
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au  mouvement  de  rotation , et  décomposée  suivant 
Laxe  car  c’est  à n que  se  réduit  alors  l’expression 
il  s’ensuit  donc  que  re  sera  positive, 
quand  Taxe  Gx^yCn  tournant  autour  du  point  G, 
s’avancera  vers  l’axe  Gy^’,  ou  quand  le  mouverncnt 
de  rotation  se  fera  dans  le  sens  Oo,  et  négative, 
dans  le  cas  contraire.  Par  la  même  raison , la  quanr 
tité  ;•  sera  positive  ou  négative , selon  que  le  mour 
vement  de  rotation,  apres  le  choc,  se  fera  dans 
le  sens  Oo  , ou  dans  le  sens  Oo  . 

44i.  Au  moyen  de  celte  valeur  de  iV,  et  en  la 
substituant  dans  les ‘formules  précédemment  trou- 
vées, on  déterminera  immédiatement  la  vitesse  de 
rotation  du  corps  M après  le  choc  , et  les  vitesses 
des  centres  de  gravité  de  il/  et  de  dU,  suivant  leS 
normales  KftK' . • 

Je  me  dispenserai  d’écflr'e  les  expressions  de  ces 
dernières  vitesses  : on  les'  déduira  sans  difTicnlté  des 
équations  (/)  et  (f  ) du  n*  456,  si  les  deux  mobiles 
sont  dénués  d’elasticité ; et  s’ils  sont  élastiques,  on 
les  obtiendra  par  un  calcul  semblable  à celui  du 

n'  4^®' 

La  quatrième  équation  (b)  donne,  après  1 élimi- 
nation de  Nf 

ICM+  Cf^nn^^  — v-cos- go) 

+ MM'(Ca  — *by 

comme  on  a^=:o,  y = o,  celte  quantité  r est  U 


SS 


■ 
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vitesse  de  rolalioa  qui  a lieu  après  le  choc,  et  que 
nous  avons  désignée  par  6 (n°  4^  0*  Le  corps  M tour- 
nera donc  autour  de  l’axe  Gz^,  avec  cette  vitesse, 
dans  le  sens  Oo  ou  dans  le  sens  Oo\  selon  que  la 
valeur  de  ;•  sera  positive  ou  négative. 

Lorsque  les  deux  mobiles  seront  parfaitement 
, élastiques  , on  substituera  la  valeur  dè  N dans  la 
quatrième  équation  (d)  , et  l’on  en  tirera  la  valeur 
de  iî,  qui  sera  la  vitesse  de  rotation  après  le  choc. 

J 

442.  Jusqu’ici  nous  avons  supposé  les  deux  mo- 
biles M et  M'  entièrement  libres:  mais  s’ils  sont 
retenus  par  un  ou  deux  points  fixes,  la  détermina- 
tion de  leurs  mouvemens  après  le  choc,  dépendra 
toujours  des  memes  principes,  et  ne  différera  que 
par  le  nombre  des  équations  qu’on  aura  à consi- 
dérer. Par  exemple , si  le  corps  M est  retenu  par 
vn  point  fixe  G ( fig.  23^,  .les  trois  premières  équa- 
tions {a)  du  n'’45i  ne  .seront  plus  nécessaires  à 
l’équilibre  de  la  force  N y et  des  quantités  de  mou- 
vement perdues  dans  le  choc  par  les  molécules  de 
D'I  ; ce  point  fixe  ne  sera  pas  toujours  , comme  dans 
le  cas  précédent,  le  centre  de  gravité  de  M\  on 
n’aura  donc  plus  Jxdm—Oy  fy jdinz=Qy  fzdm=o; 
mais  le  point  G étant  fixe,  on  aura  v=o  , u=o; 
d’ailleurs  , on  pourra  toujours  prendre  pour  les 
droites  Gx^y  les  trois  axes  principaux  de 

My  qui  se  coupent  au  point  G;  on  aura  donc 
fxjdtn—Oy  fxydm—o  y fzj  jdm=0',  et  d’après 
cela,,  les  trois  dernières  équations  {a)  se  réduiront  à 
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iV(Ca — <tb')-\-C{r  — n)  = o, 

N{*c  — yd)  4-  H (<;— m)=o , 

Ce)  (p— / ) zzro.  J 

comme  dans  le  n*  cité.  En  y joignant  les  six  équa- 
tions relatives  au  corps  A/',  que  je  continue  de  sup- 
poser libre,  et  l’équation  (c),  dans  laquelle  on  fera 
uz=-o , on  aura  le  nombre  d'équations  nécessaires 
pour  déterminer  le  mouvement  de  l’un  et  de  l’autre 
mobile , apres  le  choc.  Si  les  deux  corps  étaient 
élastiques , on  aurait  les  trois  dernières  équations 
(d) , pour  déterminer  les  valeurs  de  P,  Q,  P,  qui 
•remplaceraient,  dans  ce  cas,  les  quantités p,(j,  r. 

Si  le  corps  AT  est  retenu  par  un  axe  fixe  Gz^  qu’on  ne 
supposera  plus  un  axe  principal , la  quatrième  équa- 
tion {il)  sera  seule  nécessaire,  pour  l’équilibre  de  la 
force  N et  des  quantités  de  mouvement  perdues  par 
les  molécules  de  M.  Comme  l’axe  de  rotation  coïn- 
cide alors  avec  l’axe  avant  et  après  le  choc,  on  a 

/=o,  TO=o,  /?=o,  7=0,  ainsi  que  v—Oy  u=r:o  j 
l'équation  d’équilibre  se  réduit  donc  à 
IV  (Ca  — etfc)  -f-  C (r  — n)  = O J 

C étant  toujours  le  moment  d’inertie  de  My  par  rap- 
port à l’axe  Gz^.  On  joindra  à cette  équation,  celles 
qui  se  rapportent  au  mouvement  de  A/',  et  l’équation 
(c),  dans  laquelle  on  fera  f=:o,  ;/i=o,  77=0,  y=a 
etu=o.  Quand  les  deux  mobiles  seront  élastiques, 
on  aura  l’équation  ^ 

3.^’  (fa  — a,b)  <!(/}  — fl)  = O , 
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443.  Le  problème  du  choc  de  deux  corps  élant 
un  de  ceux  qui  Irouvenl  le  plus  souvent  une  appli- 
cation utile  dans  la  pratique,  on  ne  trouvera  pas 
trop  longs  os  détails  dans  lesquels  je  suis  entré  à ce 
sujet.  liCS  fominles  et  les  principes  exposés  dans 
• ce  paragraphe , donneront  la  solution  complète  du 
problème , dans  tous  les  cas  qu'il  peut  présenter  ; et 
cette  solution  est  aussi  simple  qu’il  est  possible,  puis- 
qu’elle se  réduit,  dans  chaque  cas,  à ré.soudre  un 
nombre  d’équations  du  premier  degré  égala  celui  des 
inconnues  qu’on  a à déterminer.  Il  est  rare  qu’on 
ait  à considérer  le  choc  de  pltis  de  deux  corps  à-la-^ 
fois  ; Je  choc  simultanée  d’un  nombre  quelconque 
de  corps,  qui  va  nous  occuper  dans  le  paragraphe 
suivant,  n’est  donc  qu’une  question  de  pure  curio- 
sité, remarquable  par  l’uni formi  té  de  l’analyse  dont 
nous  ferons  usage,  et  par  la  généralité  des  résul- 
tats. Mais  afin  de  ne  pas  compliquer  cette  question, 
nous  supposerons  que  les  mobiles  sont  des  sphères 
liomogènes  qui  pourront  être  de  difl’érens  rayons 
et  de  différentes  matières.  Si  ces  corps  ont  un  mou- 
vement de  rotation  autour  de  leurs  centres  , il  ne  sera 
point  altéré  par  le  choc  , et  nous  serons  dispensés 
d’y  avoir  égard.  Nous  supposerons  donc  aussi  que 
tousles  points  d’une  même  sphère  .se  meuvent,  avant 
et  après  le  choc  , avec  la  même  vitesse  et  dans  la 
même  direction  que  son  centre;  mais  cette  vitesse 
et  cette  direction  varieront  d’une  sphère  à une  autre, 
et  chaque  mobile  aura,  dans  l’espace,  une  direction 
et  une  vitesse  particulières. 
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§.  III.  Choc  simullanée  d'un  nombre  quelconcpte  de 
corps  sphériques  et  homogènes. 

444-  question  que  nous  nous  proposons  de 
résoudre,  consiste  à déterminer  les  vitesses  et  les 
directions  de  ces  corps  après  le  choc,  cominissaut 
leurs  vitesses  et  leurs  directions,  avant  le  choc,  les 
directions  desdroilesqui  joignent  leurs  centres  deux 
à deux,  à l’instant  du  choc,  et  enfin  leurs  niasses. 

Supposons  d’abord  les  mobiles  sans  élasticité  ; 
soient /»,  ni,  ni,  etc.,  leurs  niasses;  i>,  v,  v,  etc.  , 
leurs  vitesses  avant  le  choc;  u,  u,  u",  etc.,  leurs 
vites.ses  après  le  choc;  c,  c',  c",  etc. , les  centres  de 
ces  corps  sphériques.  Pour  fixer  les  directions  de 
ces  vitesses , menons  arbitrairement  par  un  point 
quelconque  O (fig.  27),  trois  axes  rectangulaires 
Ox,  Oy,  Oz;  désignons  par  a,  b,  c,  les  trois  angles 
que  fait  la  direction  de  la  vitesse  v,  avec  des  paral- 
lèles à ces  axes;  par  a,  b',  c";  a",  b’,  c';  etc. , les  angles 
analoguesqui  se  rapportent  aux  directions  des  vites.ses 
V,  v",  etc.  ; et  par  a,  7-;  a',  y -,  cd , y";  etc., 
les  angles  qui  déterminent  de  la  même  manière,  les 
directions  des  vitesses//,  //',  //*,  etc.  : tous  ces  angles 
étant  comptés  comme  il  a été  dit  au  conimeiicemenl 
de  ce  Traité  (n“5),  et  les  vitesses  v,  v,  v,  etc.  ; 
U,  u',  U,  etc. , étant  toutes  des  quantités  positives. 
Quant  aux  directions  des  lignes  cc,  ce",  etc. , qui 
joignent  les  centres  deux  «à  deux,  nous  n’emploiè- 
rons  pas  de  nouvelles  lettres  pour  les  désigner  ; 
ex  y cj,  CS,  étant  trois  droites  menées  par  le  point  c, 
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parallèlement  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz,  la  direction  de 
la  ligne  ce',  ou  de  la  force’ qui  agit  suivant  celte 
droite,  du  point  c vers  le  point  c',  sera  fixée  par  les 
trois  angles  c'cjc,  c'çy,  c'cc,  aigus  ou  obtus,  que  cette 
ligne  fait  avec  les  parallèles;  de  même  ex,  c'j,  c'z, 
étant  des  parallèles  aux  mêmes  axes  , menées  par  le 
point  c , la  direction  de  la  droite  c'e,  ou  de  la  force  qui 
« agit  suivantcelteligne  , de  c'  vers  c,  sera  déterminée 
par  les  trois  angles  cc'x,  cc'jr,  cc'z , qui  sont  sup- 
pléniens  des  trois  premiers;  et  ainsi  de  suite  pour 
toutes  les  autres  lignes..  Nous  distinguons,  comme  • 
on  voit,  la  ligne  ce'  de  la  ligne  ce,  afin  de  ne  pas 
, confondre  la  force  qui  agit  de  c vers  c',  avec  la 
force  contraire  qui  agit  de  c'  vers  c. 

Cela  posé  , l’équilibre  doit  avoir  lieu  dans  le  sys- 
tème , en  conservant  à tous  les  points  des  masses 
m,  ni , in,  etc.,  leurs  vitesses  v,  v,  t',  etc.,  et  leur 
imprimant,  en  outre,  des  vitesses  égales  et  contraires 
à H,  U,  U,  etc.  (n*  3â3);  ce  qui  revient  à appliquer 
aux  centres  c,  c',  c",  etc.,  de  ces  sphères,  des  forces 
i>K>,  m'v  , etc.,  dirigées  dans  le  sens  des  vitesses 
i' , V,  v’y  etc. , ét  des  forces  m i,  in'u',  rn'it”,  etc. , di- 
rigées en  sens  contraire  des  vitesses  u,  u . /<',  etc.  Or, 
pour  que  cet  équilibre  général  subsiste,  il  faut  qu’il 
ait  lieu  .séparément  dans  chaque  splure,  en  ayant 
égard  aux  deux  forces  qui  sont  appliquées  à sofn 
centre  , et  aux  quantités  de  mouvement  qui  lui  sont 
imprimées  à l’instant  du  choc,  par  les  sphères  qui 
la  touchent;  et  comme  ces  quantités  de  mouvement 
sontdirigées  suivant  les  rayons  de  la  sphère  touchée, 
qui  aboutissent  aux  points  de  contact,  il  s’ensuit 


t 
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que  les  directions  de  toutes  les  forces  qui  doivent 
se  faire  e'quiiibre  sur  une  même  sphère,  viennent 
concourir  à son  centre;  par  conséquent  il  suffît  que 
les  trois  sommes  de  leurs  composantes  parallèles 
aux  axes  Ojt,  Oz,  soient  égales  à zéro  (11“ aa). 

Supposons  donc  qu’à  l’instant  du  choc,  la  sphère 
m,  dont  le  ceqtre  est  c,  est  touchée’ par  les  sphères 
rn,  m",  etc.,  dont  les  centres  sont  c',  c*,  etc.  ; soit  • 
(c,  c)y  la  quantité  de  mouvement  que  m reçoit  de 
m',  et  qui  est  dirigée  suivant  la  ligne  c'e,  de  c vers 
c ; (c,  c')  celle  que  m reçoit  de  /?/,  et  qui  est  dirigée 
suivant  la  ligne  c'e,  de  c'  vers  c;  et  ainsi  de  suite  ; 
en  décomposant  ces  forces,  ainsi  que  les  forces 
mv  et  /7JÜ,  suivant  les  axes  Ox , Of,  Oz,  et  égalant 
ensuite  à zéro  la  somme  des  composantes,  suivant 
chaque  axe,  on  trouvera,  d'après  les  notations  con- 
venues , 

mv.cos.q  — mu.cos.ee  -f-  (c,c'  ).cos.cc'jr 

+ (r,  c'  ) . cos . cc“x -f-  etc.  = o , 
mv  .CO»,  b mu.  cos . C + (c,c').cos.cc'y 

-f-  (<‘,c*).cos.rc  jr  etc.  = 
mv.cos.c  — mu. cos. (c.c') .cos. cc'z 

•+■  (c,c').cos.cc''z  -f-  etc.  =r 

• • 

On  trouve  de  même  , pour  l’équilibre  de 

m’v'.cot.a — m'u  .cof.ee' -f  (c',c  ).co,'.c'rx 

-f-  (c',c*).cos.c'c'o: -|-etc.  ■= 
m'v.cos.V — m'u'.eoa.C'  + (c',c  ).cos.c'cy 

+ (c'jC*  ).cos.c'c*^  -f-  etc.  = 
m'v'xos.c' — m'it'.cos.^'-J-  (c',c  ).cos.c'cz 

4-  ).coa.c'c*z  etc.  = 
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pour  l’equilibre  de  m*,  ' 

m"w".cos.a''— m"u".cos.et"-f“  (c',c  ).cos.c"c.r.  , 

+(c'.c'  ).cos.c"c’a;q-etc. 
m'v".cos.è"— mV.cos.f"  +(c",c).cos.c"cy  . 

c')  ,cos.cV^-J"®^t:. 

m*v''.cp».c" — m'u". co8.y“-f-(c",c). cos. c“cz 

-j-(c" , c') , cos.cVs  + etc. 

et  ainsi  de  suite. 

Dans  ces  équations,  nous  représentons,  en  gé- 
néral, par  la  notation  la  quantité  de  mou- 

vement que  la  sphère  dont  le  centre  est  imprime 
à celle  dont  le  centre  est  a l’instant  du  choc 
quantité  de  mouvement  qui  est  dirigée  suivant  la 
droite  de  vers  La  notation  <i"^) 

représente  la  quantité  de  mouvement  que  la  seconde 
.sphère  rend  à la  première,  en  sens  contraire  de 
celle  qu’elle  en  a reçue.  Ces  deux  forces  n’existent 
pas  , ou  doivent  être  supposées  nulles,  lorsque  les 
centres  et  appartiennent  à des  sphères  qui  ne 
se  touchent  pas  à l’instant  du  choc;  de  sorte  que  le 
nombre  de  ces  notations,  qui  entrent  dans  les  équa- 
tions précédentes , est  égal  au  double  des  contacts 
de  toutes  les  sphères  entre  elles. 

En  joignant  à ces  équations,  celles-ci  : 

» o5*.a4"ro.s*.C-J-cos'“.j,r=:i , cos’.K'-j-cOâ’.C'-^cos®.^'=ri , etc., 

on  en  aura  un  nombre  quadruple  de  celui  des  masses 
/«,  //é,  ni',  etc.,  et  par  conséquent  égal  à celui- des 
inconnues  «,  fe,  « , a,6 ,5^  ; « , a , 6 jetc. , 
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qu’il  s’agit  de  déteroiiner;  mais  comme  ccs  e'quations 
renferment  en  outre  les  inconnues  (c,  c'),  (cj  c*), 
etc., il  nous  reste  encore  à trouver  d’autres  équations, 
en  nombre  égal  à celui  de  ces  dernières  inconnues. 

, 44^*'  Pour  cela,  j’obsei-ve  d’abord  que  l’on  a gé- 
néralement 

En  effet,  au  lieu  de  considérer  isolément  chaque 
sphère , comme  nous  venons  de  le  faire , consi- 
dérons a-la-foîs  deux  de  celles  qui  se  touchent  à 
l’instant  du  choô,  par  çxemple , les  deux  sphères 
tn  et  m\  dont  les  Centres  sont  c et  c.  L'équilibre 
doit  exister  dans  ce  système  de  deux  sphères,  en 
ayant  égard  aux  forces  mvy  mu  , mv\  mu' y appliquées 
à leurs  centres,  et  aux  quantités  de  mouvement  qui 
leur  sont  imprimées  par  toutes  les  autres  sphères 
dont  nous  faisons  abstraction  pour  un  moment;  mais 
alors  la  sphère  m est  soumise  à l’action  des  forces 
tnvy  mu,  (c,  c")y  (cy  c")y  ctc. , dont  les  directions 
sont  données  et  passent  toutes  par  son  centre , et 
dont  la  résultante,  en  vertu  des  équations  (w),  est 
égale  et  contraire  à la  force  (c,  c)  (n°  aa);  dé 
même,  en  vertu  des  équations  (m') , la  résultante 
des  forces  m'é,  m'i/y  (c',c*),  (c',  c"),  etc.,  qui 
agissent  sur  la  sphère  m'y  est  égale  et  contraire  à la 
force  (c'y  c);  or,  pour  l’équilibre,  il  est  nécessaire 
que  ces  deux  résultantes  soient  égales  et  directe- 
ment opposées;  donc  il  faut  que  les  deux  forces 
(cy  c)  et  (c'y  c)  le  soient  aussi  ; elles  sont  déjà  di- 
rectement opposées,  puisqu’elles  agissent  suivant  la 
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TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 
mém^  droite  ccfy  l’une  de  c Vers  (f,  l’autre  de  c'\er$ 
c;  donc  il  suffira  qu’on  ait  (à,  c')=±:(/,  c). 

On  parviendra  à des  résultats  sentblables^  en  coiv- 
side'rant  successivement  deux  à deux  toutes  les 
sphères  qui  se  touchent  à l’instant  du  choc  : de  cette 
manière,  le  nombre  des  inconnues  (c,c'),(c,c'),  etc. 
sera  re'duit  à moitié,  et  devient  égal  au  nombre 
des  contacts.  . 

446.  Après  le  choc,  les  depx  sphères  m et  m'  qui 
se  touchent,  doivent  avoir  une  vitesse  commune 
dans  le  sens  de  la  droite  cc  qui  joint  leurs  centres; 
car  à l'instant  de  la  percussion,  on  doit  toujours 
supposer  que  ces  deux  corps  se  comprimeul  l'un 
contre  l’autre,  dans  le  sens  de  cette  droite,  jusqu’à 
ce  que  leurs  vitesses , dans  ce  même  sens,  soient 
devenues  égales  entre  elles  (ii°453).  Si  donc  on  dé- 
signe par  cl  et  c7',  les  directions  des  vitesses  u et 
//,  après  le  choc;  la  composante  de  la  première, 
suivant  la  ligne  cc',  sera  «.cos.c'c/,  et  celle  de  la 
.seconde  , suivant  la  ligne  c'e,  sera  n'.cos.  cc'l'  : ces 
deux  composantes  devront  être  égales  et  de  signes 
contraires,  afin  que  les  vitesses, suivant  la  droite  cc', 
soient  égales  eldirigées  dans  le  piéme  sens  ; par  con- 
séquent ou  aura 

u.co8.c'c/-(-u'.cos.cc'/'=r  O. 

On  a aussi  (n®  78) 

cos.c'c/  =:'cos.a.cos.c'cjî  + cos.tf . cos.c'ry + C09.  J. . cos.c'cz 
coô.cc't  = cos.tt'.cos.cc'a:  cos.C'.cos.cc^-f*  co^.y'.cos.ec'z-, 
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’d'où  l’ou  conclut 

U . (cos.a . cos.c'cx  + cos.C.  cos.c'ry  + cox.j. . cos.c'ct) 

+ u'.(co5.a'.cos.cc'x-f-co5.C'.co!).cc3^  + co3.>'.cos.ct'a)  = O, 

En  considérant  ainsi  deux  à deux  toutes  les  sphères 
qui  se  touchent,  on  trouvera  une  suite  d'équations 
semblables  à celle-ci , savoir  ; 

U.  (cos.« . cos.c'cr-l-cos.C . cos.c'ry  + cos.y  . cos.c'c») 

• (cos-<**.co3.cc*i-f-coi.C'.cos.cc^-|-cos.j/*.cos.cc*a)=:o, 
«'.(cos.x'.cos.cVx-f-cos.r.cos.cVj'+cos.j^'.cos.cVs) 
-I-u''.(cos.*\cos.c'c''x-}-cos.r.cos.c'c'y-fcos.5.*.co8.c'c'fc)=o, 

etc. 

Ces  équations  n ont  lieu  que  relativement  aux 
sphères  qui  ont  un  contact  immédiat  à l’instant  du 
choc  ; de  sorte  qu’elles  sont  en  même  nombre  que 
ces  contacts.  En  les  réunissant  à celles  du  n*  /}/{/{ , 
ou  en  aura  un  nombre  égal  à quatre  fois  celui  des 
corps  , plus  le  nombre  de  leurs  contacts  ; or , 
d’après  la  remarque  du  n*  précédent,  ce  nombre 
d’équations  suffira  pour  élimjner  toutes  les  quanti- 
tés (c,  c ),  (c,  c'),  etc.,  et  pour  déterminer  ensuite 
les  inconnues  u,  a,  Ç , y,  u\  a.',  etc.  Ainsi, 

dans  chaque  cas  particulier,  on  pourra  trouver,  an 
rnoyen  de  ces  équations,  les  grandeur»  et  les  direc- 
tions des  vitesses  des  mobiles  après  le  choc. 

447-  Nous  avons  déjà  remarqué  (n°434)  qué 
1 effet  de  l’élasticité  dans  le  choc  est  de  doubler  la 
quantité  de  mouvement , et  par  conséquent  aussi  la 
vitesse  que  chaque  mobile  reçoit,  suivant  la  direc- 
tion de  la  normale  au  point  de  contact  j pour  étendre 
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cette  loi  au  choc  simultanée  de  plusieurs  corps,  il  faut 
supposer  que  la  communication  du  mouvement  se., 
fait  au  même  instant  entre  tous  ces  corps  j hypothèse 
admissible  , dans  le  cas  où  l'un  des  mobiles  touche 
à-la-fois  tous  les  autres  , mais  qui  n'est  plus  exacte, 
lorsque  le  mouvement  se  transmet  successivement 
d’un  corps  à un  autre.  Par  exemple,  si  nous  consi- 
dérons une  suite  de  billes  en  repos  A , A' y A’ y etc. 
(fig.  1™),  parfaitement  élastiques , juxla-posées  et 
dont  les  centres  sont  rangés  sur  une  même  droite; 
et  si  nous  supposons  qu’une  autre  bille  élastique  B y 
dont  le  centre  se  meut  sur  la  même  droite,  vient  4 
frapper  la  première  bille  A , la  communication  du 
mouvement  n’aura  pas  lieu  au  même  instant  dans 
toute  cette  suite  de  corps  ; au  contraire  , le  mou- 
vement s’y  propagera  successivement  d’une  bille  a- 
la  suivante  , et  il  emploiera  pour  parvenir  à la  der-  • 
nière,  un  intervalle  de  tems  qui  deviendrait  appré-' 
ciable,  si  le  nombre  des  billes  était  fort  grand. 
L’expérience  prouve  que  les  choses  se  passent  alors 
comme  si  les  billes  ne  se  touchaient  pas  rigoureuse-' 
ment,  et  que  chaque  bille,  avant  d’agir  sur  celle' 
qui  la  suit,  eut  le  tems  de  prendre  la  vitesse  que 
celle  qui  la  précède  «loit  lui  communiquer.  En  effet, 
pour  rendrede  résultat  plus  évident,  donnons  la 
même  masse  à .fi , et  à chacune  des  billes  en  repos 
A,  A' y A' y etc.,  et  ne  supposons  pas  ces  corps  eu 
contact  ; dans  le  choc  B contre  A y ces  deux  corps 
de  meme  masse  et  parfaitement  élastiques , feront 
un  échange  de  vitesses  (n°  ^ scrji  donc  réduit 

au  repos  ct»^  prendra  la  vitesse  de  .fi  avant  le  choc  ; 

par 
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par  la  même  raison  , A sera  réduit  au  repos  en  cho- 
quant A'  qui  prendra  sa  vitesse;  A'  perdra  ensuite 
sa  vitesse  qui  passera  à A"  \ et  ainsi  de  suite,  jus- 
qu’au dernier  de  ces  corps.  Il  .arrivera  donc  qu’après 
celte  suite  de  chocs,  touslcs  corps  B y A y A'  yA"  y^Xc., 
demeureront  en  repos,  excepté  le  dernier,  qui  con- 
tinuera de  se  mouvoir  avec  la  vitesse  primitive  de  .ff. 
Or,  l’expérience  montre  que  lors  même  que  lesbiiles 
A y A' , A' y etc.,  sont  juxla-posées  et  forment  une 
suite  non  interrompue,  le  choc  de  B contre  A 
détache  seulement  la  dernière  bille  de  cette  suite, 
de  sorte  que  toutes  les  autres  billes  et  le  mobile  , 
restent  en  repos  et  juxta-posés  après  ce  choc. 

11  serait  difllcile  d’avoir  égard  à la  durée  de  la 
communication  du  mouvement  dans  le  choc  des 
corps  élastiques  ; nous  nous  bornerons  donc  à con- 
sidérer les  cas  dans  lesquels  cette  communication 
a lieu  au  même  instant  entre  tous  les  mobiles,  en 
quelque  nombre  qu’on  les  suppose;  et  nous  admet- 
trons, comme  dans  le  n“  4^4»  ^^e  l’effet  de  l’élas- 
ticité se  réduit  à doubler  la  vitesse  que  chaque  mo- 
bile a perdue  ou  gagnée  pendant  sa  compression. 

448.  La  vitesse  que  la  sphère  /w'(fig  ay),  com- 
munique à la  sphère  ni,  suivant  la  droite  c'e,  con- 
servera donc  laméme  direction  et  deviendra  double, 
quand  ces  deux  corps  seront  supposés  parfaitement 
élastiques  ; il  en  sera  de  même  h l’égard  de  la  vi- 
tesse que  m'  rend  à w,  suivant  la  droite  cc';  et  gé- 
néralement, si  nous  supposons  tous  les  corps  m,  m'y 
//)*,  etc.,  doués  d’une  élasticité  parfaite,  les  vitesses 
3.  17 
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que  chaque  corps  reçoit  de  tous  ceux  qui  le  touchent, 
et  celles  qu’il  leur  restitue,  auront  les  mêmes  direc- 
tions que  dans  la  supposition  d'une  élasticité  nulle, 
mais  elles  seront  doubles  en  grandeur,  de  ce  qu’elle» 
seroient  dans  cette  hypothèse.  En  décomposant  donc 
parallèlement  aux  trois  axes  Ox,  Ojy  Os,  les  vitesses 
qui  sont  imprimées  à la  sphère  vi,  par  toutes  celles 
qui  la  touchent  h l'instant  du  choc  , et  faisant  les 
sommes  des  composantes  suivant  chaque  axe , ce» 
sommes  seront  doubles , dans  le  cas  d'une  élasti- 
cité parfaite , de  Ce  qu’elles  seraient  dans  le  cas 
d’une  élasticité  nulle,  toutes  les  données  étant 
d’ailleurs  les  mêmes  dans  les  deux  cas;  de  plus,  il 
est  évident  que  la  somme  relative  à chaque  axe  est 
égale  à la  différence  des  vitesses  du  mobile,  suivant 
cet  axe,  avant  et  après  le  choc;  or,  en  conservant 
les  notations  précédentes,  les  différences  de  ces 
vitesses , dans  le  cas  de  l’élasticité  nulle , sont 
«.cos.  flt — i^.cos.  a,  suivant  l’axe  0x\  u.cos.  f — 
. cos. i,  suivant  l’axe  Oy\  u.cos.  y — t'.cos.  c,  sui- 
vant l’axe  Os;  donc,  dans  le  cas  de  l’élasticité  par- 
faite , ces  mêmes  différences  seront 
a(u.cos.ot — i/.cos.a),  2(u.cos.C — v.cos.i),  2(u.co>.5^ — v.cos.c). 

Si  on  les  ajoute  aux  composantes  t^.cos.a,  v.cos.by 
i>.cos.  c,  de  la  vitesse  de  m avant  le  choc,  on  aâra, 
en  réduisant, 

2U.C0S  «t  — v.cos.a,  au.cos.C  — v.cos.ê , au.cos.^  — < »f.cos.c  , 

pour  les  composantes  de  sa  vitesse  après  le  choc  ; 
d'où  il  sera  aisé  de  conclure  la  grandeur  et  la  direc* 
tiou  de  cette  vitesse  dans  l’espace. 
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En  accentuantune  fois,  deux  fois,  elc. , les  lettres 
P,  fl,  è,  c,u,  flt,  €,y,on  aura  les  composantes  paral- 
lèles aux  mêmes  axes  Ox,  O/,  O3,  des  vitesses  de /»', 

«i**,  etc.,  après  le  choc,Iesquelles  composantes  seront 

au' . cos . tt'-—/.cns . a',  au' . cos.C' — / . cns.b',  au' . C9S.  5.' — v'. cos.c'j 
au".cos.«* — v".co8.a",  au". cos. C" — v".cos.b*,  au".cos.^''-^i>".coi .c", 

etc. 

Lors  donc  que  les  vitesses  «,  u',  etc.,  après  lô 
choc,  et  les  angles  et,  ë,  >,  a',  ë',  y,  etc.,  dont 
leurs  directions  dépendent,  auront  été  déterminées’ 
dans  l’hypothèse  d’une  élasticité  nulle,  on  poiirm 
afussi  assigner  les  vitesses  et  les  directions  de  tous 
les  mobiles  après  le  choc,  dans  l’hypothèse  d’une 
élasticité  parfaite  ; par  conséquent  la  solution  du 
problème  de  la  communication  du  mouvemc'ut , 
entre  des  corps  sphériques  et  homogènes,  entière- 
ment dénués  d’élasticité,  on  parfaitement  élastiques, 
se  réduit  à résoudre,  dans  chaque  cas  particulier, 
les  équations  des  n"‘  444  44^*  peut  observer 

que  ces  équations  sont  seulement  du  premier  degré 
par  rapport  aux  inconnues  (c,  cf),  (c,  c*),etC.  ,etaux 
produits  U . cos.  «,  u . cos.  ë,  u < cos.  y y cos.  a', 

U. cos.  ë'y  «.cos.  y' y etc.,  qui  seront  les  vitesses  des 
mobilesaprès  le  choc.  Déplus,  ces  équations  sont  en 
même  nombre  que  toutes  ces  quantités  ; de  manière 
que  le  calcul  de  leurs  valeurs  sera  toujours  aussi 
simple  qu’on  peuple  desîrer. 

Voici  maintenant  plusieurs  conséquences  géné- 
rales qui  se  déduisent  de  ces  équations,  avec  une 
grande  facilité. 

17.. 
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449*  Dans  le  cas  des  corps  non  élastiques,* les 
quantités  de  mouvement  mv^  m'v\  etc.,  se  dé- 
truiront dans  le  choc  , et  les  corps  resteront  en 
repos , toutes  les  fois  que  les  vitesses  «,  etc. , 
après  le  choc  , seront  nulles;  or,  si  l’on  fait  uz=o, 
u'=o,  ü'=o,  etc.,  les  équations  du  n“  44^  de- 
viennent identiques  , et  les  angles  et, 
y" y etc. , disparaissent  en  même  tems  que  ces  vitesses, 
dans  les  équations  (m),  (/»'),  (m"),  etc.,  du  n“  444» 
éliminant  donc  entre  ces  dernières  équations,  les 
quantités  (c,  c'),  (c,  c"),  etc.,  il  restera  des  équa- 
tions de  condition  entre  les  quantités  données  /ne, 
///e',  m"v"y  etc.  ; a,  i,  c;  a' y b' y c';  etc. , qui  devront 
être  satisBiites  pour  que  l’équilibre  des  quantités  de 
mouvement  mvy  i/iV,  /n'e*,  etc.,  ait  lieu.  Les  équa- 
tions d’équilibre  seront  donc  en  nombre  égal  à trois 
fois  celui  des  corps,  moins  le  nombre  de  leurs  con- 
tacts ; d’où  l’on  voit  que  le  nombre  des  corps  res- 
tant le  même , celui  des  conditions  d’équilibre  sera 
d’autant  plus  grand,  qu’il  y aura  moins  de  points  de 
contact  entre  les  corps,  à l’instant  du  choc.  L’équi- 
libre serait  impossible,  comme  on  le  verra  bientôt, 
si  les  mobiles  étaient  élastiques. 

45o.  Si  l’on  fait  la  somme  des  premières  équations 
de  tous  les  groupes  (/tj),  (/«'),  (///'),  etc. , on  trouve, 
en  ayant  égard  à la  remarque  du  n*  445,  que  toutes 
les  inconnues  (c,  c'),  fc,  c),  etc,,  disparaissent, 
et  que  cette  somme  se  réduit  à ' 

mv.coh.a  -+-  m'/.cos.a'  -f-  etc. 

— mw.ccs.at  — m'u'. cos^'  — etc.  = o.  (i) 
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On  trouve  de  même  pour  les  sommes  des  secondes 
«t  des  troisièmes  équations  de  ces  groupes , 

rm/.cos.b-i-  m'v'.cos.b'  -f~  etc. 

— mu . cos . C — m'u  . cos . C'  — etc.  =o,  (a) 

mi'.cos.c-t-  m'v'.  cos.c'4-  etc. 

— mu.cos.y  — m'u'. cot.y'  — etc.  =o.  (3) 

Or,  on  peut  conclure  de  ces  trois  équations,  que  la 
vitesse  du  centre  de  gravité  de  tous  les  corps  m, 
m'y  ni  y etc. , est  la  même  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, avant  eta^rès  le  choc. 

En  effet,  soit  G ce  point;  désignons  à un  instant 
quelconque,  parx,,  z^,  ses  coordonnées  paral- 
lèles aux  axes  OjCy  Oy,  Oz;  par  Xyjr,Zy  celles  du 
centre  de  m;  par  x'yjr'y  z',  cellesdu  centre  de  /»',etc.  ; 
et  enfin  par  Af,  la  somme  des  masses  /»,  m'y  m*,etc.  ; 
nous  aurons,  d’après  les  propriétés  connues  du  centre 
de  gravité, 

Mx^  = mx-\-  m'a/  + m'’x**+-etc. , 

My^  = my  m'y  + wi*y  -f-  etc. , 

Mz,  = mz  + m'z'  -f-  m'z’  + etc.  j 


d’où  l’on  tire , en  différentiant  par  rapport  au  tems 
dont  l’éléiùent  sera  représenté  par  dty  et  divisant  par 
cet  élément. 


- - dx  dx  , dx'  , , dx  , 

dy  dy  , , dy'  „ dy“ 

•ir • A + '"  QT ' 


dt 
dt 

Tt 


dz,  dz  ,dz'  „ dz 

5/. .-3^+n»  -jT  + 't®- 


èt 
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Ces  équations  donneront  les  trois  composantes 
-^1,  de  la  vitesse  du  point  G à un  instant 

quelconque , en  y substituant  à la  place  de 

dz  d i ' dy  dz'  . , . j ». 

d-'’  ~dT’  ïït*  ~dt  ’ composâmes  des  vitesses 

de  m,  »/,  etc.,  au  même  instant.  Or,  on  a,  avant 
le  cboe. 


^ - 
dt  ~ 


v.cos.a, 


dt 


v.cos.b , 


dz 

= v.cos.c; 


dx' 


= v'.cos.a',  etc.  ; 


désignant  donc  par  F~y  F* y V*y  les  trois  compo- 
santes parallèles  aux  axes  Ox,  Oy,  Oz,  de  la  vitesse 
de  ce  point  G avant  le  choc,  ou  aura  aussi 

MV  ■=.  nu'.cos.a  + m'y'.cos.a'  + m’v'.cos.a"-!-  etc. , 
MV  — mv.  cos,  b -f-  m'i''.cos.6'  + m"v".cos.6*  + etc. , 
MF“~  niv.cos.c  m'i/'.co8.c'  + 7B"i/".cos.c'  etc. 

Soient  encore  U,  U',  U",  les  composantes  parallèles 
aux  mêmes  axes , de  la  vitesse  de  G après  le  choc. 
Si  les  corps  m,  m",  etc.,  ne  sont  point  élasti- 
ques , on  a 

dy  dz 

777  = “-‘=os->‘« 

etc.  ; 


dx 

U , cos. et, 
dt 

dx' 

.cos. et  , 
dt 


d'où  l’on  conclut 


ir 
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MU  r=  mu.  co8.«t  + m'u' . cos,  a!  «4”  ni"u“.co».«t*  etc. , 
MU''=  mu. cos, C + m'u'.co8.C'+  m’u" .cas. C etc. , 

MU’=  mu.cot.y+m'u'  .cos.y'+  w»"M''.cos.'}^"-+.etc,-, 


et  par  conséquent,  en 

W,  (5), 

t/  = r,  V 


vertu  des  équattons  (i), 
• # 

— V', 


donc,  dans  le  cas  des  corps  non  élastiques  , la  vi- 
tesse du  centre  de  gravité  est  la  même , parallèle- 
ment aux  trois  axes , avant  et  après  le  choc. 

Si  les  mobiles  sont  parfaitement  élastiques,  on 
aura,  après  le  choc  (n”  44®)» 


dx 

-r  =3B.C08.et — v.C08.a, 

dt 

^=zau. CO». C — v.cot.b, 
dt  * 

dz 

—r  = au.cos.v— V.C08.C, 
dt  ' 

dx  f f . f 

— au  . CO». «8  —✓.cos. O, 

= W.coi.C'— i»'.co8.i*< 

dz  f , . f 

T=  SU  .C08.y — V .C08.C  , 

etc. 


Substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  M . ^ ^ 

"M,  M , pour  avoir  les  quantités  MU,MT7f, 

MU*,  on  trouve  encore,  en  ayant  égard  aux  étpi»-; 
tions  (i),  (a),  (5), 
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MV  mv,  cos  .a  -f~  m'v'.  cos. a -4-  etc.  = Mf'", 

MJJ'—  mv.cos.  b -4-  mV , cos . 6'  + etc.  = MV , 
Mll"=mv. cos.  c +mV  .cos.c'  -f-  etc.  = MV“  ; 

donc  aussi , dans  le  choc  des  corps  élastiques , la 
vitesse  du  centre  de  gravité  n’est  altérée,  ni  en  gran* 
deur,  ni  en  direction. 

45i.  Soit  maintenant  «T  l’angle  compris  entre  la 
direction  de  la  vitesse  c,  et  celle  de  la  vitesse 
dè  sorte  qu’on  ait  (n®  78) 

cos.  / = cos. a. cos. ce  >4-  cos. 6. cos. C -J-  cos. c. cos. 3/  ; 

désignons  aussi  par  w la  vitesse  de  m après  le  choc, 
dans  le  cas  des  corps  élastiques  ; nous  aurons 
(n®  448) 

IV*  = (au.  cos.  a — v.cos.o)*-4-  (au.cos.ff  — v.cos.6)* 

4*  (au.  cos. y — v.cos.c)*  ; 

eu  bien,  en  réduisant 

w*  = 4“*  “ 4“*'  • *^0® . / + v’ . 

En  appelant  de  même  <T'  l'angle  compris  entre  les 
directions  des  vitesses  v'  et  et  w'  la  vitesse  de 
après  le  choc  , dans  l’hypothèse  d’une  élasticité  par- 
faite; «T*  l’angle  compris  entre  les  directions  des  vi- 
tesses «*  et  c',  et  IV*  la  vitesse  de  m',  après  le  choc, 
dans  la  même  hypothèse;  et  ainsi  de  suite  : on  aura 
semblablement 

w'*  = 4«^*  4“’*'’  • co*./'-4- v'*, 

«.'*  = 4u"»  — 4u' v' . CO» . /' + 
etc. 
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Or,  si  l’on  ajoute  ensemble  toutes  les  équations 
(m)y  (nt'),  (m"),  etc.,  après  avoir  multiplié  la  pre- 
mière des  équations  (m),  par  u.cos.  a,  la  seconde 
par  U . cos.  €,  la  troisième  par  u . cos.  7 ; la  pre- 
mière des  équations  (/»'),  par  u . cos.  a',  la  seconde 
par  m'.cos.  ê',  la  troisième  par  «'.cos.  y';  et  ainsi 
des  autres  : on  trouve,  en  faisant  attention  à la  re- 
marque du  n*  445  » équations  du  n»  446  , 

que  les  quantités  ( c,  c'  ) , ( c , c") , etc. , se  détruisent 
dans  cette  somme , et  qu'il  reste  seulement 

muv.cos.<r  — mii* -p m'a'/  . cos./' — m'u* 

-p m’u* v'.cos. etc.  = o;  (4) 

en  multipliant  tous  les  termes  de  cette  équation,  pdr 
4,  changeant  leurs  signes  , et  ajoutant  la  quantité 
-P  etc.,  aux  deux  membres,  on  a 

mw*  -p  m'w'*  + m"»"*  + etc.  = mv*  + m'v'‘  + m*v”’ -p  etc.  ; 

équation  qui  nous  apprend  que  dans  le  choc 
simultanée  d’un  nombre  quelconque  de  corps  par- 
faitement élastiques,  la  somme  des  foires  vives 
de  tous  ces  corps  n’éprouve  aucune  altération  ; car 
on  voit  ici  que  cette  somme  est  la  même  avant  et 
après  le  choc.  Si  toutes  les  vitesses  tv, tv',  tv*, etc., 
pouvaient  être  nulles  à-la-fois  , il  faudrait,  pour  sa- 
tisfaire à cette  équation,  que  les  vitesses  e,  v',  <>',etc. , 
le  fussent  aussi , puisqu’une  somme  de  quantités 
positives  ne  peut  être  égale  à- zéro,  sans  que  toutes 
ces  quantités  ne  soient  nulles.  C’est  pour  cette  rai- 
son que  l’équilibre  est  impossible  dans  le  choc 
des  corps  élastiques. 
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4^3.  A l’égard  des  corps  non  élastiques , le  cboc 
produit  toujours  une  perte  de  forces  Tives  ; pour 
le  prouver,  et  pour  déterminer  en  même  tems  la 
somme  des  forces  vives  perdues,  je  mets  d'abord 
l'équation  (4)  sous  cette  autre  forme  , 

mv*-)-  m“v’*  -f-  etc.  — mu* — m'u‘ — m'u’*  — etc. 

= m(v'* — ^flui/.co*./+u*)-l-m'(v'* — au'i''.co».(f'+u'^)-l-etc. 

Ensuite  je  représente  par*p , p',  p*y  etc. , les  vitesse» 
perdues  dans  le  choc  par  les  masses  w,  m',  /;i',etc.; 
de  sorte  que , par  exemple , p soit  la  résultante  de 
la  vitesse  v,  prise-dans  sa  direction,  et  de  la  vitesse 
Uf  prise  en  sens  contraire  de  la  sienne;  résultante 
qui  est  égale  au  troisième  côte  d’un  triangle  dont 
les  deux  autres  côtés  sont  u et  v,  et  comprennent 
entre  eux  l’angle  (n*  aia).  De  cette  manière  , 
j’aurai 

V* — uuv . cos . ^'-f-u*  = P* , «/'• — auV' . cos . ^+u'*  = p'*,  etc . ; 

ce  qui  change  l’équation  précédente  en  celle-ci  : 
tiv*  -f-  etc.  — mu* — mV* — etc.  = mp*+  m'p'*  + etc. 

Or , son  premier  membre  est  l’éTces  de  la  somme 
des  forces  vives  avant  le  choc , sur  la  somme  des 
forces  vives  après  le  choc;  son  second  membre  est 
une  quantité  essentiellement  positive;  donc  la  seconde 
somme  sera  toujours  plus  petite  que’la  première  ; 
et  l’on  voit  que  leur  différence  est  égale  à la  somme 
des  forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues,  confor- 
mément au  tliéorèmc  énoncé  dans  le  n* 


» 
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* CHAPITRE  Vm. 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DU  MOUYEMENT 
D’UN  SYSTÈME  DE  CORPS. 

§.  I".  Principes  de  la  conservation  du  mouvement  du 
centre  de  gravité  et  des  aires. 

455.  Nous  avons  remarqué  dans  la  Statique 
(n*  1 53) , que  les  six  équations  d’équilihre  d’un  corps 
solide , entièrement  libre  et  soumis  à l’action  de' 
forces  données , sont  communes  à tous  les  systèmes 
de  points  en  équilibre,  qui  ne  renferment  aucun  point 
£xe , et  dans  lesquels  les  points  d'application  des 
forces  peuvent  être  liés  entre  eux  de  telle  manière 
que  l’on  voudra.  S’il  s’agit  d’un  système  qui  ren- 
ferme un  point  fixe,  il  n’y  a plus  que  trois  de  ces 
six  équations  qui  aient  lieu,  savoir,  les  trois  équa- 
tions relatives  à l’équilibre  d’un  corps  solide , retenu 
par  un  point  fixe;  une  seule  de  ces  équations  sub- 
siste quand  deux  points  du  système  sont  supposés 
fixes , et  c’est  l’équation  relative  à l’équilibre  d’un 
corps  solide  retenu  par  un  axe  fixej  enfin,  il  n’en 
subsiste  aucune  , lorsque  le  système  renferme  trois 
ou  un  plus  grand  nombre  de  points  fixes.  En  com- 
binant ces  remarques  avec  le  principe  général  de 
.dynamique  (n°33a),nous  allons  former  des  équations 
qui  appartiendront  au  mouvement  de  tout  système 
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de  points  matériels,  renfermant  moins  de  trois  points 
fixes,  et  qui  nous  feront  connaître  les  propriétés  gé- 
nérales de  ce  mouvement. 

« 

454.  Soient,  comme  dans  l’énoncé  de  ce  principe, 
m,m',  m',  etc. , les  masses  des  points  matériels,  et^, 
p' , P*,  etc.  , les  vitesses  perdues  par  ces  points  , à 
nne  époque  quelconque  du  mouvement,  en  vertu 
de  leur  liaison  réciproque;, l’équilibre  existera  dans 
le  système,  si  l’on  applique  aux  points  w,  m',  m',etc,,’ 
le  forces  mp , m'p'y  nfp',  elc. , dans  les  directions 
des  vitesses  p^  p'tp’y  etc.;  ainsi,  en  ne  supposant 
aucun  point  fixe,  les  six  équations  générales  de 
l’équilibre  doivent  avoir  lieu  entre  ces  forces , les 
angles  qui  déterminent  leur  directions  et  les  coor- 
données de  leurs  points  d’application. 

Pour  former  ces  équations , menons  par  un  point 
0(fig.  38),  choisi  arbitrairement , trois  axes  fixes 
et  rectangulaires  Oxy  Oy,  Oz;  désignons  parx,^,  z, 
les  coordonnées  de  /n,  parallèles  à ces  axes;  par 
a,  Cy  yy  les  angles  que  fait  la  direction  de  la  vitesse 
P y ou  de  la  force  mp,  avec  ces  mêmes  axes;  de  sorte 
quem^.cos.  a,  mp  .cos. Q yinp. cos. y y soient  les  trois 
composantes  de  cette  force,  suivant  ces  axes.  Afin 
d’abréger  les  expressions  et  de  n’avoir  jamais  que  le 
point  m à considérer,  convenons  que  la  caractéris- 
tique "S.  y placée  devant  une  quantité  quelconque 
qui  se  rapporte  au  points,  indiquera,  comme  dans 
le  n°  542,  la  somme  des  quantités  analogues,  qui  se 
rapportent  à tous  les  points  /n,  m',  m’y  etc.*,  du  sys- 
tème; d’où  il  suit,  par  exemple,  que  les  expressions 
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'Emp.cos.a,  ^nip. cos.C,  "S-mp .cos.y y représenle- 
ront  les  sommes  des  composantes  parallèles  aux 
axes  Ox y üj,  Oz,  des  forces //y?,  m'p'y  nip'yCXc.  , 
appliquées  à tous  ces  points;  et  d’où  il  résulte  aussi 
que  les  six  équations  d’équilibre  demandées  (n°  60) 
auront  cette  forme  : 


Zmp.cos.<e=  O,  2mp.cos.C  = o,  ’ümp.coi.y  — o-, 
Smp(x. cos. C — y. cos. a)  = o , 

Zmp(z. cos.ee  — x.cos.y)  =o  , 

Smp(y. cos. y — z.cos-C)  = o. 

Dans  le  cas  d’un  point  fixe , les  trois  premières  de 
ces  équations  n’ont  pas  lieu,  et  les  trois  dernières 
subsistent  seules  , en  plaçant  l’origine  des  coordon- 
nées en  ce  point  (n*  62);  dans  le  cas  de  deux  points 
Gxes , on  prendra  la  droite  qui  joint  ces  points  pour 
l’un  des  axes  des  coordonnées,  par  exemple,  pour 
l’axe  Oæ,  et  alors  la  sixième  équation  devra  être  seule 
conservée  (n®  63). 

455.  Maintenant,  supposons  que  l’on  réduise  à 
trois  forces  constamment  parallèles  aux  axes  des 
coordonnées,  toutes  les  forces  accélératrices  don- 
nées, qui  sollicitent  le  point  ni,  pendant  le  mouve- 
ment du  système  ; soient  Y,  K,  Z , les  intensités 
de  ces  forces,  on  trouvera,  comme  dans  le  n*  398, 


JCdt— 


d*x 

~Sf 


Zdt  — 


d'z 

w 


pour  les  composantes  parallèles  aux  axes,  de  la 
vitesse  perdue  par  le  point  m,  à la  fin  du  teras  quel-, 
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conque  /;  de  sorte  que  ces  quantite's  sont , à cet  îns^ 
tant,  les  valeurs  de  p.cos.a,  p.cos.  C,  p.cos.y. 
Je  substitue  donc  ces  valeurs  dans  les  trois  pre«* 
mières  des  e'quations  précédentes^  ce  qui  donne 


_ d'x 

2771*  “*■  2771A,  , 


d’y 


2T71.  ^^^7ïtZ î (l  ) 


et  en  substituant  les  mêmes  valeurs  dans  les  trois 
dernières  équations,  il  vient 

Xm  {xdy  yd^x")  = 1m  (j; Y — yX ).dt^,  1 

1m(zd^x  xd'z)—1m{iX — xZy.dt',  > (a) 

Im^ycPz — zdy  )~1m(yZ — zY).dt'‘.  J 

Celles-ci  sont  les  équations  du  mouvement  de  rota- 
tion d’un  système  de  forme  invariable  autour  du 
point  O y supposé  fixe;  et  par  des  transformations 
de  coordonnées,  on  peut  les  ramènera  la  forme  que 
nous  leur  avons  donnée  dans  le  n*  583. 

456.  Les  seconds  membres  des  équations  (i)  et 
(a)  seront  nuis  toutes  les  fois  que  les  forces  motri- 
ces données,  qui  agissent  sur  les  corps  du  système, 
seront  telles  qu’elles  se  feraient  équilibre  dans  l'hy- 
potlièse  où  le  système  serait  de  forme  invariable  ; 
car  alors  on  aurait  pour  l’équilibre  de  ces  forces, 
les  six  équations 

1mX  = o,  ImV  ~ 0 , 1mZ~o\ 
1m{xY—yX)-=o,  1m(_zX — xZ)=zo,  — tK)  = o; 

or,  la  supposition  que  les  distances  respectives  de 
tous  lee  points  du  système  deviennent  invariables 
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ne  change  ni  les  coordonnées  de  ces  points,  ni  les 
forces  qui  les  sollicitent  ; donc  ces  équations , qui 
ne  renferment  que  ces  coordonnées  et  ces  forces , 
subsistent  encore,  lorsque  les  points  du  système 
sont  liés  entre  eux  d’une  manière  quelconque. 

Si  une  partie  seulement  des  forces  données  se 
détruisent  quand  les  distances  des  poinis  du  sys- 
tème deviennent  invariables,  les  seconds  membres 
de  nos  équations  ne  seront  plus  nuis , mais  ils  seront 
les  mêmes  que  si  cette  partie  des  forces  n’existait 
pas;  de  sorte  qu’on  en  pourra  faire  abstraction  en 
formant  leurs  valeurs.  On  n’aura  donc  point  égard  , 
dans  cette  formation,  à l’attraction  mutuelle  des 
corps  du  système,  pourvu  que  l’on  suppose,  ce  quî 
a effectivement  lieu  dans  la  nature,  l’action  égale 
à la  réaction  entre  deux  points  matériels  égaux 
en  masse.  En  effet,  en  partageant  tous  Tes  corps 
en  molécules  de  masses  égales,  l'action  d’une  de 
ces  molécules  sur  une  autre,  sera  une  force  égale 
et  contraire  ii  la  réaction  de  la  seconde  molécule 
sur  la  première,  et  ces  deux  forces  se  détruiront 
quand  la  distance  des  deux  molécules  sera  supposée 
invariable;  donc  les  distances  de  toutes  les  molé- 
cules devenant  invariables,  le  système  entier  de- 
meurera en  équilibre,  en  vertu  de  l’attraction  mu- 
tuelle de  scs  parties,  et  par  conséquent  les  seconds 
membres  des  équations  (1)  et  (2)  seront  nuis,  en 
ne  considémnt  que  cette  attraction.  C’est  d’ailleurs 
ce  qn’il  est  aisé  de  vérifier,  en  substituant  dans  ces 
seconds  membres,  les  composantes  des  forces  dues 
à cette  attraction  mutuelle , à la  place  de  X,  U,  Z. 
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457.  Si  l’on  désigne  par  j:,  z,les  cordonnées  du 
centre  de  gravité  du  système  entier  des  masses 
m,  nî , tri  y etc.  , et  par  M y la  somme  des  masses , 
on  aura 


Mx=tmx,  My=z^my,  Mz-='ï.mz\ 

et  en  dWTérentiant  deux  fois,  par  rapport|au  tems, 
d^x  _ d'x  T,,d'ÿ  d'y,  ^.d'z  d‘z 


par  conséquent  les  équations  (i)  deviennent 

dt‘  dt'  ' dr 

d’où  l’on  conclut  que  le  centre  de  gravité  dtim  sys- 
tème de  corps  y (jui  ne  renferme  aucun  point  fixe^ 
se  meut  Sans  l’espace  comme  si  les  naisses  de  tous  ces 
corps  y étaient  réuniesy  et  que  les  forces  motrices 
données  , qui  agissent  sur  ces  corps , fussent  appli- 
quées à ce  centie  , parallèlement  à leurs  directions 
et  sans  changer  leurs  intensités. 

Lorsque  le  système  renferme  des  points  qui,  sans 
être  absolument  fixes,  sont  seulement  astreints  à se 
mouvoir  sur  des  courbes  ou  sur  des  surfaces  don- 
nées, on  doit  comprendre  au  nombre  des  forces 
qui  agissent  sur  ces  points,  les  résistances  que  ces 
courbes  ou  ces  surfaces  exercent,  et  qui  sont  égales 
et  contraires  aux  pressions  qu’elles  supportent;  après 
quoi,  on  fera  abstraction  de  ces  courbes  et  l’on 
considérera  les  mobiles  comme  entièrement  libres. 

458.  Ce 


Digitized  by  Google 


Li V.  III.  SUITE  DE  LA  DYNAMIQUE.  37 5 

45d.Ce  théorème  est, comme  on  voit, une  extension 
de  celui  du  n”  598,  qui  n’était  relatif  qu’au  mouve- 
ment d’un  corps  solide , ou  d’un  système  de  forme 
invariable  et  qui  est  démontré  maintenant  pour  un 
système  de  points  matériels  , liés  entre  eux  d’une 
manière  quelconque. 

Il  en  résulte  que  le  mouvement  du  centre  de 
gravité  sera  rectiligne  et  uniforme,  toutes  les  fois 
que  l'attraction  mutuelle  des  corps  du  système  sera 
la  seule  force  accéK^ralrice  qui  les  sollicite,  puis- 
qu’alors  les  trois  sommes  'S.mx,  2/ms  , seront 

nulles,  d’après  la  remarque  du  n*  45G.  Le  mouve- 
ment de  ce  centre  se  conservera  donc  toujours  le 
même  , malgré  les  actions  réciproques  des  points 
du  système,  provenant,  ou  de  leur  liaison,  ou  de 
leur  attraction  mutuelle , ou  bien  encore  , de  res- 
sorts interposés  entre  eux  et  qu’on  peut  assimiler 
à des  forces  de  répulsion:  de  même  qu’un  point 
matériel  ne  saurait  changer  le  mouvement  qu’il  a 
reçu , sans  le  secours  d’une  cause  éti’angère  , de 
même  aussi , un  système  de  corps,  qui  n’est  re- 
tenu par  aucun  point  fixe,  ne  peut  altérer  le  mou- 
vement de  son  centre  de  gravité,  par  la  seule  action 
des  parties  qui  le  composent.  Ce  résultat  important 
constitue  le  principe  de  mécanique,  auquel  on  11 
donné  le  nom  de  principe  général  tle  la  cojiservation 
du  mouvement  du  centre  de  gravité. 

45g.  On  peut  aussi  démontrer  que  si  pendant  la’ 
mouvement  du  système,  deux  ou  un  plus  grand 
a.  18 
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nombre  des  corps  qui  le  composent , viennent  k se 
rencontrer  et  à se  choquer  réciproquement , cette 
percussion  ne  changera  pas  la  vitesse  du  centre  de 
gravité. 


Pour  le  faire  voir,  observons  que  les  composantes 
^ ^ , de  cette  vitesse  à un  instant  quelconque, 
sont  données  par  les  équations 


V 


de 

3?' 


qui  se  déduisent  des  valeurs  de  Mx  , Mjr,  Mz,  en  les 
diflérentiant  par  rapport  au  tems.  Or,  à cause  de  la 
liaison  des  corps  du  système,  le  choc  simultanée 
d’une  partie  des  mobiles,  changera,  en  général, 
les  vitesses  de  tous  les  corps;  soient  donc  a,  b , c, 
les  composantes  de  la  vitesse  de  m,  ou  les. valeurs  dl 

, -J-,  immédiatement  avant  le  choc;  et 

B , Cy  les  valeurs  de  ces  composantes,  immédiate- 
ment après  le  choc  : on  aura,  avant  le  choc, 

M.^^  = Xma,  M.^=zXmb,  M.^  = Xmc-, 
et  après  le  choc  , 


Jj’équilibre  doit  exister  dans  le  système , entre  les 
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quanlites  de  mouvement  perdues  par  tous  les  mo- 
biles al  instant  du  choc;  les  composantes.de  ces 
forces  sont  nut-mA , mc-mC,  et  en 

taisant  les  sommes  de  ces  composantes,  pour  tous  le« 
points  du  système,  ou  ^'lma~^niAy  lmb  — 

2wc  2/rtU;  lesquelles  sommes  doivent  être  iiuiles 

dans  le  cas  de  l’équilibre,  puisque  le  système  ne 
renferme  aucun  point  fixe  : on  aura  donc 

ïma  = -i:mA,  Imb^XmÛ,  Xmc=lmC; 


d-où  l'on  ,oi,  ,p.e  le.  velenr,  def, 

memes  avant  et  après  le  choc  ; et  d’où  l’on  conclut 
que  la  vitesse  du  centré  de  gravité  reste  aussi  la 
meme,  en  grandeur  et  en  direction,  ^ 

4^.  Examinons  maintenant  les  équations  (2)  L 
455.  Leurs  seconds  membres  sont  les  difléren- 
tielles  des  quantités  'Lm{xdy—jrdcc),  ^m{zdx~xdz), 

décrite  autour  du  point  O,  pendant  l’instant  dt  ' , 
le  rayon  vecteim  de  la  projection  de  sur  le  plan  des 
or.  j(n  227);  donc  'S.m{xdy~jdx)  est  le  double  delà 
somme  des  aires  décrites  autour  du  même  point  O 
pendant  cet  instant,  parles  rayons  vecteurs  des  pro^ 
jections  surleplandes2",^,detous  les  points  , A/ 

, etc. , du  système,  lesquelles  aires  sont  multipliée* 
respecuvemeut  par  les  masses  de  ces  points  maté! 
riels;  par  conséquent  si  l’on  désigne  par  i.A,  la  somme 
des  aires  décrites  par  ces  mêmes  rayons,  pendant  un 
lems  quelconque  /,  multipliées  par  le,  masses  res- 

18.. 
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pectives,  la  quantité  A sera  une  fonction  de  / , égale  à 
zéro  pour  la  valeur / = o,  et  qui  aura  ponr  diffé- 
rentielle^  -la  somme  'S.m{xdj- — jdx)\  de  sorte  que 

tm  {zdy  — yix)  =d\. 

En  désignant  de  même  par  et  les  sommes 
analogues  à^.A,  et  qui  se  rapportent  aux  projections 
de  //»,  ni  y m'y  etc.,  sur  les  plans  des  Xy  z,  et  des^, 
Z,  on  aura  aussi  A'  = o,  A'  = o,  quand  / = o,  et 
pour  une  valeur  quelconque  de 

%m  (zdx  — xdi)  ■=  dh!,  2m  (_ydz  — ^y)  ~ d^'  ; 

d’où  l'on  tire , en  différentiant  une  seconde  fois, 

^ im.{xd’y — yd^x")  ■=  d‘K , 

2m  ( zd“j:  — xd‘z  ) = d*A', 

2m  (,yd^t  — zd'y  ) = d*K"  ; 

c.e  qui  change  les  équations  (a)  en  celles-ci  ; 

d^K  =%m(^xy — yX).dl^,  \ 
d*\'  = Sm\zX—xZ).df,  \ (3) 

d'A*  = 2m  {y Z — zY  dt*.  } 

Lors  donc  que  l’attraction  mutuelle  des  points  m, 
m'y  m'y  etc. , sera  la  seule  force  accélératrice  qui 
leur  soit  appliquée , on  aura  (n*  456) 

d'x  = O , dV  = O , dv"  = O ; 

OU  bien,  en  intégrant, 

dx  = cdt , dfS  = c dt,  dx"  = v'dl  ; 
r,  CyC*  étant  des  constantes  arbitraires;  intégrant 
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une  seconde  fois , on  a • ^ 

A =x  et , k'  = c't,  a"  = c"l  : 

je  n’ajoute  pas  de  constantes  arbitraires  dans  cette 
seconde  intégration,  parce  qu’on  doit  avoir  X—o  , 
A'=o,  X"z=o,  quand  <=o.  Ces  trois  dernières 
équations  renfermentle  théorème  remarquable,  dont 
voici  l’énoncé  : ^ 

Dans  le  mouvement  d’un  sjsthme  de  points  matê-^ 
riels,  liés  entre  eux  d’une  manière  quelconque , soumis 
à leur  attraction  mutuelle  , qui  ne  sont  sollicités  par 
aucune  autre  force  accélératrice,  et  parmi  lesquels  il 
ne  se  trouve  aucun  point  fixe , les  sommes  des  aiies 
décrites  autour  d’un  point  quelconque  O,  que  nous 
avons  désignées  par  . K , 1 • T • sont  propor^ 
tionnelles  au  tems  employé  h les  décrire. 

C’est  dans  ce  théorème  que  consiste  le  principe- 
général  de  la  conservation  des  aires.  ' 

461.  Le  point  O peut  être  choisi  arbitrairement^ 
ainsi  que  les  directions  des  plain|.  de  projeetion 
menés  par  ce  point  : le  théorème  est  vrai  pour  tous. 
les  points  de  l’espace,  et  pour  tous  les  plans  qu’on 
peut  meuer  par  chaque  point.  Mais  quand  il  exista 
un  point  fixe  dans  le  système , les  équations  (3} 
n’ont  lieu  qu’en  prenant  ce  point  pour  l’origine 
des  coordonnées  Xtjr,  z (n*  4^4)}  P*r  consé- 
quent le  principe  des  aires  n’est  vrai  qu’en  prenant 
ce  même  point  pour  centre  des  aires  : la  direction 
des  plans  de  projection  passant  par  ce  point , est 
encore  arbitraire.  Enlin,  si  le  système  renferme 
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deux  pQtpts  fixes,  une  seule  des  trois  équations  (a) 
subsiste^  et  ce  sera  la  première , si  l’on  prend  la 
droite,  qui  joint  ces  deux  points,  pour  l’axe  desz; 
donc  alors  on  aura  seulement  l’équation  X = cf  : le 
principe  des  aires  n’aura  plus  lieu,  qu'en  plaçant  le 
centre  des  aires  sur  cçlte  droite,  et  en  prenant  le 
plan  de  projection,  perpendiculaire  à cette  même 
droite. 

Dans  le  cas  d’un  point  fixe,  chacun  des'  points 
matériels  to,  m',  m’,  etc.,  peut  être  sollicité  par  une 
force  constamment  dirigée  vers  ce  point  : le  prin- 
cipe des  aires  aura  toujours  lieu  par  rapport  à co 
point  fixt.  En  effet,  ce  point  étant  l’origine  des  coor- 
données, les  composantes  Xy  U,  Z,  de  la  force  qui 
agit  sur  m,  seront  entre  elles  comme  les  coordon- 
nées Xyjy  s de  ce  moRile,  c’est-à-dire,  que  l’on 
aura 

F :z  ::  X : x; 

d’où  l’on  tire 

jpY — yX  =:  O,  zX  — xZ  = O , y Z — xF  r=  o ; 

. et  comme  il  en  sera  de  même  pour  tous  les  autres 
mobiles,  il  s’ensuit  que  les  seconds  membres  des 
équations  (3),  seront  nulsj  on  aura  donc  d*K—  o , 
d*X'=o  , d*A'=o,  et  A=:c«,  X'=c't,  A'=c'/,. 
comme  si  la  force  dirigée  vers  le  point  fixe , n’exis- 
tait pas.  Nous  étions  déjà  parvenu  à ce  résultat  , 
par  rapport  au  mouvement  d’un  seul  point  maté- 
riel, autour  d’nn  point  fixe  (n“  237J. 

^6a,  L’.iire  décrite  pendant  un  instant , par  le 
ra^on  vecteur  de  la  projeçûoo  d’un  mobile  sur  un- 

« 
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plan  quelconque,  est  évidemment  la  projection  de 
l’aire  décrite  dans  l’espace ^ pendant  le  meme  ins- 
tant, par  le  rayon  vecteur  du  mobile;  pendant  un 
tems  fini,  l’aire  décrite  sur  le  plan  est  la  somme 
des  projections  dos  aires  planes  et  infiniment  pe- 
tites, décrites  dans  l’espace  : jA,  ^A',  ^a',  sont  donc 
les  sommes  des  projections  sur  les  plans  des  coor- 
données Z,  des  aires  décrites  autour  du  point 

O,  pendant  le  tems  i,  par  les  rayons  vecteurs  de 
ni, /«',  ni*,  etc.,  multipliées  respectivement  par  les 
masses  de  ces  mobiles;  par  conséquent  il  existe 
un  plan  passant  par  le  point  O,  pour  lequel  la  somme 
de  ces  projections  est  un  maximurn;  et  si  l’on  dé- 
signe  par  |.Z,  cette  plus  grande  somme,  et  par 
ty  ^yl*y  Ics  aogles  que  fait  la  perpendiculaire  élevée 
sur  ce  plan  par  le  point  O,  avec  les  axes  desz,  des. 
y y et  des  Xy  on  aura  (n*  84). 

Z,‘  = a’4-a'»  + a'*; 

L.co$.l=x,  ^.co8./  = a',  Z. . oos  . /"  = a*. 


En  substituant  dans  ces  équations , à la  place 
de  A , A',  A*,  leurs  valeurs  et,  c'ty  c’ty  on  en  déduit 

» 


C0(.^ 


c 

v/c*-+-c'*+c'*  ‘ 


eos.Z  = 
cos./*  = 


c* , 


ks  angles  i',  T]^so«t  doue  conslaosj  eequinou. 


4 
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fait  voir  que  le  plan  principal  de  projection  con-‘ 
Bervera  constamment  la  même  position  , pendant 
le  mouvement  du  système , toutes  les  fois  que  les 
corps  qui  le  composent  ne  seront  soumis  qu’à  leur 
attraction  mutuelle  et  à l’action  d’une  force  dirigée 
vers  le  centre  des  aires,  ou  vers  le  point  O.  C’est 
pour  cette  raison  que  M.  Laplace  a nommé  ce  plan 
de  projection,  le  plan  invariable. 

Quand  la  force  dirigée  vers  le  point  O , n’existe 
pas,  et  que  le  système  ne  renferme  aucun  point 
fixe , on  peut  prendre  tel  point  qu’on  voudra  pour 
centre  des  aires;  et  pour  chaque  point  de  l’espace, 
on  aura  un  plan  invariable  particulier. 

463.  On  peut,  à chaque  instant,  construire  le 
plan  invariable,  relatif  à un  point  déterminé  de 
l’espace , quand  on  connaît  à cet  instant,  les  vitesses 
et  les  coordonnées  de  tous  les  mobiles  ; car  la  posi- 
tion de  ce  plan  relatif  au  point  O,  dépend  des  trois 
quantités  c,  c,  c';  et  comme  on  a 


/ dx  dz\ 
dK’  / dz  dy\ 


on  voit  que  ces  quantités  dépe'ndent  elles-mêmes 
dos  coordonnées  des  mobiles,  rapportées  aux  axes 
Oxf  Oy,  Oz,  et  des  composantes  de  leurs  vitesses, 
panillèies  à ces  axes. 
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La  quantité  c est  la  somme  des  momens^,  pris 
par  rapport  au  point  O , et  projetés  sur  le  plan  des 
pc,  des  quantités  de  mouvement  dont  les  corps 
m,  ni  y m'y  etc.  ^ sont  animés  à uu  instant  quelcon- 
que ; c'y  c'y  sont  les  sommes  des  momens  de  ces 
forces,  pris  par  rapport  au  meme  point,  et  proje- 
tés sur  les  plans  des  x,  s,  et  des^,  z;  par  consé- 
quent le  plan  invariable  coïncide  avec  le  plan  prin- 
cipal de  ees  momens  (n“  86). 

En  général , la  considération  du  plan  invariable  , 
ou  du  plan  principal  des  momens,  sera  très-utile 
dans  les  problèmes  de  dynamique,  parce  qu’en  le 
prenant  pour  l’un  des  plans  des  coordonnées , aux- 
quels on  rapporte  la  position  des  mobiles  , deux 
des  trois  constantes  arbitraires  c,  c'y  c'y  seront  nullesj 
' ce  qui  rendra  plus  facile  à traiter  les  équations  dans 
lesquelles  ces  constantes  devraient  entrer.  Nous 
avons  déjà  vu  dans  le  n*  889,  comment  ce  plan  prin- 
cipal nous  a servi  à compléter  la  solution  du  pro- 
blème du  mouvement  de  rotation  autour  d’un  point 
fixe. 

464.  Pour  comparer  entre  eux  les  plans  invaria- 
bles relatifs  à deux  points  diflérens  de  l’espace,  dé- 
signons par  a.  y Cy  y y les  coordonnées  rapportées 
aux  axes  Ox,  Oy-y  Oz,  d’un  nouveau  point  O , et 
par  C y C y C'y  ce  que  deviennent  c,  c',  c'y  quand 
on  transporte  l’origine  des  coordonnées  de  tous  les 
jnobiles  en  (y-,  de  manière  qu’on  ait,  par  exemple. 
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Si  nous  désignons  par  M,  la  somme  des  masses  de 
tous  les  corps,  ‘et  toujours  par  z,  les  coor- 

^ données  du  centre  de  gravité  du  système , nous 
aurons 


S/n. 


djc 

Ix' 


d'où  nous  conclurons 


•t  nous  aurons  semblablement 


On  aura  donc  C—Cy  C'=Cy  C*=c*,  et  les 
plans  invariables  relatifs  aux  points  O et  O seront 
parallèles  entre  eux,  toutes  les  fois  que  les  trois 
équations 


. dx  dy 


dz  dx 


dy  - rfs  _ 


seront  satisfaites  par  les  coordonnées  a,  € y yy  du 
point  O'. 

Dans  le  mouvement  que  nous  considérons,  le 
centre  de  gravité  du  système  se  meut  uniformément 

et  en  ligne  droite  (n*^58)  ; les  composantes 


Digitized  bv  Cooglr 


LIV.  m.  SUITE  DE  LA  DYNAMIQUE.  a85 

de  sa  vitesse  sont  constantes  J et  il  é^t  aisé  d’en 

conclure  que  ces  trois  équations  seront  satisfaites 
lorsque  le  point  O et  le  point  C/  se  trouveront  sur 
une  parallèle  à la  droite  décrite  par  le  centre  de 
gravité.  Donc  les  plans  invariables  relatifs  à tous 
les  points  d’une  même  parallèle  à cette  droite,  sont 
parallèles  entre  eux , et  la  direction  du  plan  inva- 
riable ne  change  qu’en  passant  d’une  parallèle  à une 
autre.  Donc  aussi  le  plan  invariable  , relat^  au  centre 
de  gravité,  conserve  toujours  la  même  direction, 
malgré  le  déplacement  de  ce  centre  : il  est  emporté 
avec  le  centre  de  gravité,  dans  le  mouvement  du 
système  ; mais  pendant  ce  mouvement,  il  reste  cons-> 
tamment  parallèle  à lui-même.  ^ 

465.  Ce  plan  invariable  jouit  aussi  de  la  pro- 
priété importante  de  pouvoir  se  déterminer , à 
chaque  instant,  au  moyen  des  vitesses  relatives  des 
points  du  système  autour  du  centre  de  gravité  et 
sans  connaitre  leurs  vitesses  absolues  dans  l’espace. 
En  effet,  supposons  que  CX  soit  le  centre  de  gravité  à 
un  instant  quelconque  , de  sorte  que  ct=x, 
^z=z,  et 


nous  avens 
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retrancfaanè  ces  quanütés  milles,  de  la  valeur  de  C, 
elle  devient 


et  l’on  trouvera  de  même 

On  voit  donc  que  les  valeurs  de  C,  C,  C , et  par 
conséquent  la  direction  du  plan  invariable,  ne  de'~ 

pendent  que  des  vitesses  relatives  ^ ^ 

^ et  des  cordonnées  x — x,  y — y y s — 2, 

dont  l’origine  est  au  centre  de  gravité. 

4G6.  Soit  que  le  système  tourne  autour  d’un  point 
fixe,  soit  qu’il  se  meuve  librement  dans  l’espace,  la 
position  du  plan  invariable,  relatif  au  point  fixe  , 
dans  le  premier  cas , ou  à un  point  quelconque , 
dans  le  second  cas,  ne  sera  pas  changée,  si  deu^ 
on  un  plus  grand  nombre  de  corps  du  système 
viennent  à se  choquer  mutuellement.  Cela  revient 
à dire  que  les  valeurs  de  c,  c',  c"  sont  identique- 
ment les  mêmes  avant  et  après  le  choc  ; or,  cette 
identité  résulte  de  ce  que  l’équilibre  des  quantités 
de  mouvement  perdues  dans  le  choc , exige  qu’on 
ait  les  lroi<  équations 
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Zm[a;(6  — B) —y  {a  — Ay]  = o , 

Xm  [s  (a  — A")  — x ( c — C )]  = o , 
c — C)  — s(i  — £)]  = o, 

qui  font  partie  des  six  équations  générales  de  l’équi- 
libre (n"  6d),  et  dans  lesquelles  on  a conservé  les 
dénominations  du  n*  4^9*  On  en  déduit,  en  effet, 

%m  ( xb  — y a')  = Xm  {xB  — y A ) , 

Xm  (aa  — xc)  = Xm  (^zA — xC)  , 

Xm  (j'c  — zb)=  Xm  {yC  — afi  ) ; 

d’après  les  expressions  générales  de  c,  c' , c*,  données 
dans  le  n*  463 , les  premiers  membres  de  ces  équa- 
tions sont  les  valeurs  de  ces  quantités  immédiate- 
ment avant  le  choc , et  les  seconds  membres  sont 
leurs  valeurs , immédiatement  après  ; donc  ces 
valeurs  sont  les  mêmes  avant  et  après  le  choc. 

On  voit  aussi , par  là , que  les  sommes  des  aires 
désignées  par  X,  X',  X',  et  qui  sont  égales  à c/,  c'e, 
et,  ne  sont  point  altérées  par  le  choc  mutuel  des 
corps  du  système  ; de  manière  que  ces  aires  seront 
toujours  proportionnelles  au  tems  employé  à les 
décrire,  quoique  dans  cet  intervalle  de  tems,  les 
vitesses  des  mobiles  aient  éprouvé  un  ou  plusieurs 
chaugemens  brusques , produits  par  le  choc  mutuel 
de  ces  corps.  Mais  le  choc  d’un  corps  étranger  au 
système  changera,  en  général,  les  valeurs  de  ces 
aires,  et  par  conséquent,  la  direction  du  plan 
invariable. 
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§.  II.  Conservation  des  forces  vives  ; principe  de  la 
moindre  action. 

467.  Les  principes  ge'néraux  de  la  conservation 
des  aires  et  du  mouvement  du  centre  de  gravité,  ne 
sont  autre  chose,  comme  on  a pu  le  voir,  que  la  tra- 
duction des  six  équations  du  mouvement  d’un  sys- 
tème de  forme  invariable , étendues  à un  système 
quelconque  ; mais  le  principe  de  la  conservation 
des  forces  vives,  qui  va  maintenant  nous  occuper, 
n’est  point  compris  dansles  six  équations  du  n*455; 
et  pour  le  démontrer  dans  toute  sa  généralité,  U 
est  nécessaire  de  recourir  au  principe  des  vitesses 
virtuelles,  énoncé  dans  la  Statique  (n*  i63).  Appli- 
quons donc  ce  principe  aux  quantités  de  mouve- 
ment perdues  mpy  rdp' ,.rr!p\eXc.  ( n°  4^4)  > 
doivent  se  faire  équilibre. 

Pour  cela,  supposons  qu’on  imprime  arbitraire- 
ment au  système  des  points  wi,  rrl , rrt,  etc. , un  des 
zuouvemens  qu’il  peut  prendre , et  que  par  suite  de 
ce  mouvement , tous  ces  points  soient  transportés 
dans  des  positions  infiniment  voisines  de  leurs  posi- 
tions actuelles.  Soientola  nouvelle  position  du  point 
m,  et  «Ar,  Jj',  «As,  les  projections  sur  les  axes  Ox, 
Oj',  Oa,  de  la  droite  Infiniment  petite /wt,  décrite 
j^r  ce  point  m , et  que  nous  avons  appelée  sa  vi- 
tesse virtuelle  (n*  i63}.  En  substituant  à la  force 
mp,  appliquée  à ce  point,  ses  trois  composantes 
mp.cos.a,  rnp.cos.Sy  mp.cos.y,  le  produit  de  cette 
force,  par  la  vitesse  virtuelle  du  point  m,  sera. 
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d’après  le  n"  168,  égal  à 

mp.cos.a.i'x  + mp.cos.C.i'y 

faisant  donc  la  somme  des  produits  semblables 
pour  tous  les  points  du  système,  et  indiquant  toJ 
jours  cette  somme  par  la  caractérisüque  2 , l’équa* 
. tion  générale  des  vitesses  virtuelles  aura  cette  forme  .* 

cos.  et. Xx  + mp.  cos.  C.^y-f-mp.  cos.  y,  J'z)  = o.  (i) 

Cette  équation  a également  lieu,  lorsque  les 
mobUes  m,  m\  m\  etc. , éprouvent,  par  une  cause 
quelconque,  un  changement  brusque  dans  leurs 
vite.sses,  c’est-à-dire,  lorsque  leurs  vitesses  perdues 
P»  p'yp'y  etc.,  sont  supposées  des  quantités  finies  ; 
et  quand  la  loi  de  continuité  n’est  point  interrompue 
dans  le  mouvement  de  ces  corps,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  quand  les  vitesses  perdues  p', 
P* y etc. , sont  Infiniment  petites.  Elle  subsiste  pour 
tous  les  déplacemens  que  l’on  peut  faire  subir  au 
système,  sans  violer  les  conditions  qui  lient  les  corps 
entre  eux,  etqui  en  astreignent  une  partie  à se  mou- 
voir sur  des  surfaces  ou  sur  des  courbes  données 
Dans  chaque  cas,  cette  équation  générale  donnera 
autant  d’équations  particulières  , qu’il  y aura  de  ce» 
mouvemens  possibles,  et  l’ensemble  de  ces  équa- 
tions servira  à détei-miner  le  mouvement  du  sys- 
tème. Nous  pourrions  facilement  en  déduire  les  six 
équations  générales  du  . mouvement  d’un  système 
de  forme  invariable;  mais  nous  ne  nous  arrêterons 
point  a cette  recherche,  et  nous  continuerons  de 
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considérer  un  système  quelconque  de  points  ma-» 
lcriels. 

468.  Les  coordonnées  de  /n,  à un  instant  quel- 
conque,  étant  z;  celles  de  m,  au  même  ins- 

tant , étant  x',y,  s';  etc. , on  peut  supposer  les  con- 
ditions du  système,  exprimées  par  des  équations 
données  entre  ces  coordonnées.  Quelquefois  ces 
équations  contiendront  aussi  la  variable  qui  repré-* 
sente  le  tems;  ce  cas  arrivera,  par  exemple,  quand 
un  des  mobiles  devra  se  trouver  constamment  sur 
une  surface , qui  est  elle-même  en  mouvement  , 
suivant  une  loi  donnée  ; car  alors  on  aura  une  équa- 
tion entre  les  coordonnées  du  mobile  et  la  variable 
ty  qui  sera  l’équation  de  cette  surface,  à un  instant 
quelconque.  Représentons  donc,  pour  plus  de  gé- 
néralité , par 

F{1,  X,  y,  Z,  X,  y,  z',  etc.)  =a  o,  (a) 
une  des  équations  de  condition  du  système. 

Pour  que  le  mouvement  arbitraire  qu’on  lui  im- 
prime à l’instant  où  l’on  considère  l’équilibre  des 
forces  mp,m'p'y  w*y,etc.,  soit  permis,  il  faut  que  les 
coordonnées  des  mobiles  dans  la  nouvelle  position 
du  système , satisfassent  encore  à cette  équation  ; 
or,  ces  coordonnées  sont  y 

relativement  à m ; celles  de  m'y  seront  x'  -f-  J^x', 
z'-j-(Pz'y  si  nous  désignons  par  J'x'y  J'y  y 
Jz'y  les  projections  de  sa  vitesse  virtuelle . sur  les’ 
axes  Oxy  OjTy  Oz;  et  de  meme,  pour  tous  les  autres 
points  : donc  l’équation  précédente  devra  être 

satisfaite 
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tolisfaite,  eny  subsliluaiitx-f-£f.r,^  + c[y  --f-cT" 

f de  z;  x'+j'.r',y4-jy, 

la  place  de  u:,j  j z'- etc.;  par  cousequeut  la  difle- 
ï-entielle  de  la  fonctiou  F doit  être  égale  à zéro 
cette  différentielle  étant  prise  en  regardant  < comme 
une  constante  et  en  indiquant  les  variations  des 
coordonnées  ar,  j,  z;  y, y,  z';  etc. , par  la  caracté- 
ristique J';  c est-à-dire,  qu’on  doit  avoir 


A . HF* 


Mais  les  coordonnées  des  mobiles  sont  des  fonctions 
du  tems,  qui  satisfont  à l’équaüon  (2),  pour  toutes 

Iesvaleursdecettevariable;ladifférenliellecomplète 

de  la  fonction  par  rapport  et  en  regardante,  j, 

s,  X,  etc.,  comme  des  fonctions  de  cette  variable 
est  donc  égale  à zéro;  de  manière  qu’on  a toujours 


dx' 


^ .dx -f-  ^.dy  + %dz^  ^^,.dx'  + etc.  = , 


éE 

dz' 


le  terme  Tdt  étant  la  différentielle  de  F,  prise  par 
rapport  aü  tems  que  cette  fonction  renferme  expli- 
citement. En  comparant  cette  équation  à celle  qui 
la  précède,  on  voit  qu’on  satisfera  à celle-ci,  toutes 
les  fois  que  le  terme  Tdt  sera  nul,  en  prenant 
J'x —dx  J J'y—dy , J' z » — dz , Sx  ^=^dx'y  etc. 

Ainsi,  lorsqu’aucuue  des  équations  de  condition  du 
système  ne  renferme  le  tems  explicitement,  on  peut 
supposer  les  vitesses  virtuelles  des  mobiles.  Suivant 
les  axes  de  leurs  coordonnées,  égales  aux  dilleVen- 
tiellcs  de  ces  coordonnée»,  qui  sont  les  espaces 
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parcoyrus  par  leurs  projections  sur  ces  axes,  pen- 
dant Einstant  dl-,  hypothèse  qui  revient  à imprimer 
au  système,  le  mouvement  qu’il  a réellement  à 
l’instant  où  on  le  considère;  et  qui  ne  sera  plus 
permise,  dès  qu’une  des  équations  de  condition 
contiendra  le  tems  d’une  manière  explicite. 

4G9.  Dans  cette  supposition , l’équation  (i)  dévient 

X (mp.  cos. A. dx  mp. cos. C .dy  mp. cos. y. dz)  = o.  (3) 

En  y suBstituant  les  valeurs  de  p.cos.x,  p.cos.S, 
p.cos.y,  données  dans  le  n*454,  savoir; 

J d’x 

p.COS.eL  ~ Adt 

p.COF.6  '=  idt , 

dl 

5,  d'z 

p.cos.y  = Zdt 

il  vient,  après  avoir  divisé  par  dt , 

é- 

-Appelons  v la  vitesse  de  m,  à un  instant  quelcon- 
t[ue,  nous  aurons 

^ dy'  -f-  dz‘  ' ^ p.dfd’x  -j-  adyd^y  -f-  idid'z 

V — J-  , £t.v  — 

et  par  conséquent, 

d . = a . Xm  (Xdx  -f-  J dy  -j-  Zdz)  ; 

équation  qui  s’intégrera  immédiatement , quand  le 
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second  membre  sera  la  difiërentielle  complète  d’une 
fonclioa  des  coordonnées  des  mobiles , considérées 
comme  des  variables  indépendantes.  En  supposant 
donc 

Xm  {Xdx  -f-  ydy  Zdz)  = d.çix , t , x' , y',  r! , etc.)  ^ 

et  intégrant^  ou  aura 

Xmt'‘=C+  a.^(Xfy,  z,  x,  /,  z,  etc.);  (4) 

C étant  une  constante  arbitraire  que  l'on  détermi- 
nera d’après  la  valeur  de  'Imv'y  dans  une  position 
déterminée  du  système. 

Or^  nous  savdtis  déjà  que  la  formule 
Xm  {Xdx  + ydy  + Zdz)  , 

est  une  diflférentielle  complète , lorsque  les  mobiles 
sont  sollicités  par  des  forces  dirigées  vers  des 
centres  fixes  , et  dont  les  intensités  sont  des  fonc- 
tions de  leurs  distances  à ces  centres  ; car  alors 
Xdx-\-Ydj-\-Zdz  est  une  düTérenlielle  complète, 
pour  chaque  mobile  isolénient  (n*  aaS).  La  même 
formule  est  encore  une  différentielle  complète, 
en  ayant  égard  à l’attraction  mutuelle  des  mobiles  , 
pourvu  que  les  forces  accélératrices  dues  à cette 
attraction  soient  proportionnelles  aux  masses  des 
corps  attirans,  et  exprimées  par  une  fonction  quel- 
conque de  la  distance.  En  effet,  soityia  distance 
des  deux  points  m et  m'  du  système;  i^une  fonc- 
tion donnée  de  f~,  m'jPla  force  accéle'ratrice  de  m , 
provenant  de  l’attraction  de  m'  ; mF  la  force  accé- 

19.. 
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lératrice  de /«',  provenant  de  l’attraclion  de  m:la 
forpc étant  dirigée  suivant  la  ligne  qui  joint  les 
points  M et  /«',  de  m vers  /«',  il  est  aisé  de  voir  que  ses 
eomposanlcs  parallèles  aux  axes  Ox,Ojr,  Os,  seront 


m'F.- 


m'F y ~y 

f ’ / ’ J 

donc  en  ne  considérant  que  cette  force,  on  aura 

jtï^  F 

ydy-\-Zdz  = — dx\d^y'-y'i -dyT-i-iz'-zydz]. 

De  même,  en  désignant  par  X',  K',  Z',  les  compo- 
santes parallèles  aux  mêmes  axes,  des  forces  accé- 
lératrices qui  agissent  sur  m',  on  aura , relativement 
à la  force • 

Multipliant  la  première  de  ces  quantités  par  m, 
la  seconde  par  /«',  et  les  ajoutant  ensuite,  on  voit 
que  l’attraction  mutuelle  de  m et  m'j  introduit  dans 
la  formule  K/^-|-Zrfz),  le  terme 

Mais  on  a 


m'F.‘ 


y = (r  - x'r  + ( J— y )»  + (s  _ z'  )., 

et  en  différentiant  complètement,  il  vient 

fdf=Cz—x).((^x—dj:')-h(y—y'l(dy—dy'.)+(^z~~z'y(dz—di') 

le  terme  précédent  devient  donc  — mm'Fdf,  quan- 
tité qui  est  la  difTérenlielle  d’une  fonction  de  y, 
puisque  Z’ n’est  fonction  que  de  cette  distance. 
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Ainsi,  l’équation  (4)  a lieu  dans  le  mouvement 
de  tout  système  de  corps  soumis  à leur  attraction 
mutuelle  et  à d’autres  attractions  dirigées  vers  des 
centres  fixes;  les  points  du  système  peuvent  être 
liés  entre  eux  et  à des  points  fixes  , de  telle  manière 
qu’on  voudra;  tous  ces  mobiles  , ou  seulement  une 
partie,  peuvent  être  assujétis  à se  mouvoir  sur  des 
courbes  ou  sur  des  surfaces  fixes  et  données  : dans 
un  pareil  système , la  somme  des  forces  vives  'S.mv*, 
à un  instant  quelconque,  sera  donné  par  l’équation 
(4) , quand  on  connaîtra  la  valeur  de  cette  somme , 
à un  instant  déterminé  , et  les  coordonnées  des 
mobiles  dans  ces  deux  positions  du  système.  L’ac- 
croissement ou  la  diminution  de  la  somme  des  forces 
vives,  en  passant  d’une  position  à l’autre,  ne  dé- 
pendra nullement  des  courbes  décrites  par  les  mo- 
biles ; cet  accroissement  sera  nul , et  la  somme  des 
forces  vives  redeviendra  la  même,  toutes  les  fois 
que  le  système  reviendra  à la  même  position  ; enfin 
cette  somme  se  conservera  constamment  la  même  > 
lorsque  les  mobiles  ne  seront  sollicités  par  aucune 
force  accélératrice. 

On  voit  par  là  , comment  le  théorème  relatif  au 
carré  de  la  vitesse , que  nous  avions  trouvé  (n*  3oo) 
en  considérant  le  mouvement  d’un  point  matériel 
isolé,  s’étend  au  mouvement  d’un  système  de  corps. 
Ce  théorème,  qu’on  a souvent  l’occasion  de  citer, 
est  connu  sous  le  nom  de  principe  général  de  lacon^ 
sen’ation  des  forces  vives. 

470.  Ce  que  qous  venons  de  dire,  par  rapport  à 
l’attraction  mutueUe  des  points  du  système,  sap- 
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plique  également  à leur  répulsion , produite  par 
Faction  de  ressorts  interposés  entre  eux,  en  obser> 
Tant  que  la  force  d’un  ressort  contracté  entre  deux 
points  mobiles , ou  entre  un  point  mobile  et  un 
point  fixe,  ne  peut  être  qu’une  certaine  fonction  de 
la  distance  de  ces  points.  Le  principe  des  forces 
vives  subsiste  donc  encore  dans  le  cas  de  ces  forces 
de  ressort;  d’où  nous  pouvons  conclure  que  la 
somme  des  forces  vives  n’est  point  altérée,  dans  le 
choc  des  corps  élastiques , entre  eux  ou  contre  des 
obstacles  fixes  ; proposition  que  nous  avons  déjà  véri- 
fiée , à l’égard  du  choc  mutuel  des  corps  sphérique» 
et  homogènes  (n*  ^Si). 

En  effet,  on  peut  considérer  un  système  de  corps 
élastiques  qui  se  choquent  simultanément,  les  uns 
contre  les  antres,  ou  contre  des  obstacles  fixes, 
comme  formant  un  assemblage  de  points  matériels, 
entre  lesquels  sont  inteiq>osés  des  ressorts  imma- 
tériels , qui  se  contractent  lorsque  les  corps  se 
compriment.  La  somme  des  forces  vives  de  tous 
les  points  du  système , est  donc  variable  pendant 
la  durée  du  phénomène  du  choc  ,•  quelque  courte 
qu’on  la  suppose  ; pour  en  avoir  la  valeur  à un 
instant  quelconque,  au  moyen  de  l’équation  (4), 
il  faudrait  connaître  la  loi  des  forces  de  ressorts  ; 
mais  si  l’élasticité  est  parfaite , et  que  les  corps 
reprennent  exactement  leur  figure  primitive,  il  suit 
du  théorème  précédent  que  la  somme  des  forces 
vives  SC  retrouvera,  à là  fin  du  choc,  la  même  qu’elle 
était  au  commencement  ; donc  cette  somme  a la 
méthe  valeur  immédiatement  avaiii  et  immédiatc-r^ 
\iien^  après  Iç  choç. 


r 
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I . Le.  principe  des  forces  vives  n’a  pas  lieu  , 
quand  les  mobiles  "se  meuvent  dans  un  milieu  ré- 
sistant , ou  quand  ils  éprouvent  un  frottement 
contré  des  obstacles  fixes  ; car  alors  la  formule 
2ni(A'cir-f-L<^-f-Z</s)  ne  satisfait  plus  aux  condi- 
tions d’intégrabilité;  et  d’ailleurs  il  est  facile  de  s’as- 
surer que  si  les  mobiles  ne  sont  pas  sollicités  par 
d’autres  forces  que  ces  résistances , la  somme  du 
leurs  forces  vives  diminue  graduellement  et  finit  par 
s’anéantir.  Ce  principe  exige  aussi  que  le  mouve- 
ment du  système  soit  soumis  à la  loi  de  continuité  : 
chaque  chaugement  brusque  qui  survient  dans  les 
vitesses  des  mobiles  ^ produit  une  diminution  dan.s 
la  somme  des  forces  vives  du  système;  et  cette 
somme  peut  être  réduite  à zéro,  par  une  suite  de 
semblables  diminutions.  C’est  pourquoi,  lorsqu’on 
a à construire  une  machine  dont' l'objet  est  d’en- 
tretenir le  mouvement  d’un  système , on  doit  sur- 
tout éviter  les  frottemens  et  les  chocs  des  corps 
non  élastiques  du  système  , entre  eux  ou  contre  des 
obstacles  fixes. 

Nous  avons  précédemuaent  évalué  la  perte  des 
forces  vives  dans  le  choc  des  corps  durs  (n*452) 
mais  on  peut  panenir  au  même’  résultat,  d’une 
rnanière  plus  simple  et  plus  générale,  au  moyen 
de  l'équation  (3).  Pour  cela,  soit,  comme  dans  le 
n*  459»  b y Cy  les  composantes  parallèles  aux  axes 
Ox,  OjTy  Ozy  de  la  vitesse  de  m,  avant  le  choc; 
AyByCy  Ics  composantcs  de  sa  vitesse  après  lo 
choc':  les  composantes  de  la  vitesse  perdue  par  co 
point  matériel  seront  rt — Ayh — Z?,  c — et  par- 
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conséquent  J à 1 instant  de  ce  changement  brusque, 
on  a 

p.co».*  = a~,  A,  p.cos.C  — b~û,  p.cos.y  = c~  C. 

Immédiatement  après  Je  choc,  les  projections  de 
m sur  les  axes,  parcoun-ont  les  espaces  y^dt , Bdl, 
Cdl,  pendant  l’instant  dt;  les  valeurs  des  différenl 
tiellcs  dx,  dj,  dz  , qui  entrent  dans  l’équation  (5) 
sontdonc 

(ijc  = dz~  Cdl.  ' 

En  faisant  les  substitutions  convenables,  et  divisant 
par  dt,  l’équation  (â)  devient 

et  si  l’on  suppose 

**  + 0=  r»,  4.  C*  — 

(«— — + C)»  = u*,  * 

il  sera  aisé  de  lui  donner  cette  autre  forme  : 

5m  v’  — = 5mu*. 

Or,  e et  ^sopl  les  vitesses  de  nt  avant  et  après  le 
choc,  « est  sa  vitesse  perdue  dans  le  choc;  celle 
dernière  équation  signifie  donc  que  la  somme  des 
forces  vives  de  tous  les  points  du  système  avant  le 
clipc , est  égale  à la  somme  des  forces  vives  dues 
aux  vitesses  perdues  par  tous  ces  points. 

Lorsque  le  système  est  composé  de  points  m.-;- 
léncls  libres,  et  de  points  qui  se  meuvent  sur  des 
courbes  ou  sur  des  surfaces  données  ,assujétie.9  à la 
îaidc  continuité,  la  vitesse  perdue  à chaque  instant 
par  chacun  de  ces  points,  en  vertu  de  sa  haiscu» 
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«Tec  tous  les  autres^  est  une  quantité  infiniment 
petite;  la  somme  des  forces  vives  perdues  au  même 
ins^nt,  par  le  système  entier,  n’est  donc  qu’une 
quantité  infiniment  petite  du  second  ordre  : répé- 
tée une  infinité  de  fois,  pendant  un  tems  fini,  il 
n’en  résulte  qu’une  perte  infiniment  petite  de  forces 
vives;  et  voilà  pourquoi  la  sopjme  des  forces  vives 
se  conserve  constamment  la  même  , dans  un  pareil 
système,  si  toutefois  les  mobiles  ne  sont  sollicités 
par  aucune  force  accélératrice. 

472.  L’équation  (4)  nous  montre  que  S/ne'estun 
maxinaan  ou  un  miaimum,  en  même  tems  que  la 
fonction  désignée  par  <f>,  c’est-à-dire,  quand  la 
différentielle  de  cette  fonction  est  égale  à zéro  , ou 
quand  on  a 

ïm  (Xdx  -f-  + Zdz)  = O.  (5) 

Or,  cette  équation  a lieu  toutes  les  fois  que  le 
système  se  trouve  dans  une  position  où  il  resterait 
en  équilibre,  en  vertu  des  forces  accélératrices  qui 
le  sollicitent,  si  on  l’y  plaçait  directement  sans  lui 
imprimer  aucune  vitesse.  En  effet , dans  une  sem- 
blable position , on  a,  d’après  le  principe  des  vitesses 
virtuelles, 

£m  (A'/a:  + JVy  + Zi~z)  = o ; (G) 

«fjîjjy,  <Tz,  étant  les  variations  des  coordonnées 
jr,  7,  Zy  du  point  quelconque  rn,  provenant  d’un 
déplacement  arbitraire,  compatible  avec  les  con- 
ditions du  système;  de  plus,  on  vient  devoir  ïjue, 
relativement  au  système  que  nous  considérons , il 
est  permis  de  prendre  J'z=:di} 
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supposi^on  qui  change  l’equalion  (G)  dans  liqua- 
tion (5)  : doue  le  premier  membre  de  cel|fc  équa- 
tion (5)  est  nul , et  la  somme  des  foroes’  vives 
atteint  son  maximum  ou  son  minimum  y tputes  lenois 
que  le  système  vient  à passer,  pendantion  mouve- 
ment, par  une  des  positions  d’e'quîlîbre.  ” 

Ainsi,  par  exemple,  lorsqu’un  cylindre  à base 
elliptique,  pesant  et  ^homogène , roule  sur  un  plan 

, - 1 , . t 'j'  ' r '■-ff.'-  i’  . K 

honzonlai , Ja  somme  des  forces  vives  de  tous  ses 
points  est  la  plus  grande  ou  la  plus  petite , quand 
Tun  des  quatre  sommets  de  sa  base  atteint  le 'plan 
horizontal  ; car  c’est  alors  que  le  cylindre  resterait 
en  équilibre,  si  ses  points  n’avaient  aucune  vitesse. 
En  général , dans  le  mouvement  d’un  système*  de 
corps  pesans,  liés  entre  eux  d’une  manière  quel- 
conque, les  positions  d’équilibre  correspondent  aux 
inslans  où  le  centre  de  gravité  est  le  plus  haut  ou 
le  plus  bas  qu'il  est  possible  (n°  176);  donc  la 
somme  des  forces  vives  est  toujours,  où  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  , quand  le  Centre  Cesse  de 
monter  et  commence  à descendre,  et  quand  il  cesse 
de  descendre  et  commence  à monter.  On  peut  même 
ajouter  que  le  minimum  a lieu  dans  le  premier  cas  , 
et  le  ;n«.r />»«/«  dans  le  second.  En  effet,  si  l’on  prend 
l’axe  des  3,  vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la 
pesanteur;  que  l’on  désigne  par  g y cette  force 
.constante,  par  il/,  la  sonune  des  masses  de  tous 
des  points  materiels  du  système,  par  3,,  la  valeur 
_dez  qui  répond  à leur  centre  de  gravité,  il  est  aisé 
de  voir, que  l’équation  (4),  deviendra,  rclalivcment 
.à  ce  syslème , 


tuogic 


LIV.  III.  SUITE  DE  LA  DYNAMIQUE.  2çjf> 
où  l’on  voit  clairement  que  Imv'  atteindra  sqn 
maximum  ou  çon  -minimum , en  mén^e  tems  que  z^. 

475.  Supposons  maintenant  que  le  systèine  étant 
Bollicité  par  des  forces  accélératrices  données,  on  1p 
place  dans  une  de  ses  positions  d’équilibre  : la  valeur 
de  la  fonction  <p,  qui  répopd  à celte  positiqn,  serfi 
toujours  un  maximum  ou  un  minimum  ^ par  rapport 
à toutes  les  positions  voisines  qu’on  pourrait  faire 
prendre  au  systènie,  sans  violer  les  conditions  dp 
la  liaison  de  ses  parties.  En  effet,  la  variation  do 
cette  fonction,  en  passant  d’une  position  à une  autre, 
infiniment  voisine  de  la  première,  est  généralesneut 
exprimée  par  le  premier  membre  de  l’équation  (16)  ; 
or,  si  la  premi^fce  position  est  upe  position  d'équâ-* 
libre,  ce  premier  membre  sera  nul  pour  tous  lep 
déplacemens  compatibles  avec  les  conditions  du 
système  ; ce  qui  est  le  caractère  commun  au  maxi- 
ÿium  et  au  mininmm  de  la  fonction  (p.  Réciproque- 
ment, on  voit  aussi  que  ce  n’est  que  dans  les  posi- 
tions d'équilibre, que  la  valeur  de  la  fonction  ^ peut 
être,  ou  plus  grande,  ou  plus  petite  que  dans  toutes 
les  positions  voisines  du  système.  Mais  je  dis  de 
plus,  que  l’équilibre  sera  stable,  ou  seulement  inSr* 
tantanée,  dans  une  position  donnée,  selon  que  la 
fonction  ^ y sera  un  maxinuan  ou  un  minimum. 

Relativement  aux  systèmes  de  corps  pesans,  cette 
nouvelle  proposition  revient  à dire  que  l’équilUïre 
est  stable  dans  les  positions  où  le  centre  de  gravité 
du  système  est  le  plus  bas,  et  que  l’équilibre  n’est 
pas  stable , dans  les  positions  où  ce  centre  est  le 
plus  haut,  ainsi  que  nous  l’avons  déjà  vérifié  dans  Je 
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n’  178,  sur  plusieurs  exemples  pour  lesquels  la 

différence  des  deux  étals  d’équilibre  était  évidente. 

474"  Pour  démontrer,  d’une  manière  ^uérale, 
la  stabilité  de  l’équilibre  dans  le  cas  du  mojtimum 
de  la  fonction  Ç,  imaginons  que  l’or;  trouble  l’équi- 
libre, en  imprimant  des  vitesses  très-petites  à tous 
les  points  du  système;  soit,  après  un  tems  t quel- 
conque, «la  vitesse  du  point /«,  «'•celle  de  m,  etc., 
-et  la  somme  des  forces  vives  de  lousces  points; 

soit  aussi,  au  même  instant,  u-\-pj  , c-^r, 
les  coordonnées  de  ni,  les  constantes  a^b,t  étant 
les  coordonnées  de«/,  dans  la  position  d’équilibre; 
a-\-p,  c'-\-r,  les  coordonnées  de  m,  les  cons- 

tantes a,  b',  c',’ étant  les  coordonnées  de  rn  dans 
la  position  d’équilibre;  et  ainsi  de  suite  pour  tous 
les  autres  points.  En  substituant  ces  coordonnées 
à la  place  de  .r  , y,  z;  ,y , 2';  etc. , dans-  la  fonc- 

tion nous  aurons,  d’après  le  principe  des  forces 
vives , 

Sam*  b + q , c + r , u + p' , etc.). 

Je  développe  la  fonction  (f,  suivant  les  dimensions 
croissantes  des  variables  p , q , r,  p' , etc.  ; le  pre- 
mier terme  de  ce  développement  est  ip{a,b,c,d 
et  il  se  réunit  à la  constante  arbitraire  C ; la  somme 
des  termes  de  première  dimension  est  nulle,  puis- 
que <p(a,  b,  c,  a',  etc.)  est  un  maximum;  on  dé- 
montre aussi,  dans  le  calcul*  différentiel,  que  la 
somme  des  termes  de  seconde  dimension  peut  se 
mettre,  lors  du  maximum , sous  la  forme  d’une 
lonuuc  de  carrçS;  pris  avec  le  signe  —,  et  qui  sont 
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en  mc'me  nombre  que  les  vari.nblcs  indépendantes 
du  problème  : si  donc  nous  désignons  ces  carrés 
pari",  s/,  .y/,  etc.,  de  sorte  que  .y,  s^,  etc., 

soient  des  fonctions  linéaires  He  p , q , r,  p' , g\c.  ^ 
qui  devieunent  nulles  en  même  tems  que  ces  va- 
riables , et  si  nous  représentons  par  /î,  le  reste  du 
développement  de  la  fqnclion  (pj  comprenant  les 
tenues  de  dimension  supérieure  à la  seconde  , nous 
aurons 

2/rm’  = C — (y*  -f  y/  + y/  -(-  etc  ) + /{. 

La  constante  C est  égale  à la  somme  des  forcer 
vives  dues  aux  vitesses  très-petites  que  l’on  a im- 
primées aux  mobiles  ; cette  constante  est  donc  une 
quantité  positive  et  très-petite,  que  l’on  peut  même 
supposer  aussi  petite  que  l’on  voudra , en  diminuant 
convenablement  ces  vitesses.  Les  variables  />,  q, 
p\  etc. , qui  sont  nulles  dans  la  position  d’équilibre, 
commencent  d’abord  par  être  très-petites,  quand  le 
système  commence  à s’écarter  de  cette  position  ; 
tant  que  ces  vaiiables  sont  très-petites , les  quan- 
tités s,s^jS^  etc.,  le  sont  aussi;  et  réciproque- 
ment, à des  valeurs  très -petites  de  s,  .v,,  5^5  etc.  , 
correspondent  toujours  des  valeurs  tres-petiles  de 
P,  q , r,  p' , etc.  ; d’ailleurs  , on  sait  que  pour  de 
semblables  valeurs , chaque  terme  de  seconde 
dimension  est  plus  grand , abstraction  faite  du 
signe,  que  R,  qui  ne  renferme  que  des  termes  de 
dimension  supérieure  ; par  conséquent,  tant  que 
tous  les  carrés  s',  s*,  etc.  , sont  encore  très- 
petits,  chacun  d'eux  surpasse  la  valeur  de  R. 

Cela  posé , nous  sommes  en  droit  de  conclure 
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que  les  quantités  s,s^ , , etc. , demeureront  toujours 

très-petites , et  qu’aucune  d’elles  ne  deviendra 
égale  à \/'C;  car  si  la  plus  grande  de  ces  quantités, 
s par  exemple,  pouvait  devenir  égale  à C,  on 
aurait  en  meme  tems  -fl,  etc.,  et 

— (i/ eto.)  + R ; 

résultât  absurde,  puisque  cette  valeur  de  2»j«*serait 
négative.  Donc  aussi  les  variables  p,  q y r^p' y etc.  , 
resteront  constamment  très- petites,  et  le  système 
ne  fera  qu’osciller  autour  de  sa  position  d’équilibre. 

4y5.  Lorsque  la  fonction  ^ est  un  minimum  y la 
somme  des  termes  de  seconde  dimension , dans 
son  développement,  est  essentiellement  négative; 
l’équation  des  forces  vives  peut  alors  être  satisfaite  , 
.sans  que  les  variables  p,  q y r,  p'y  etc.,  soient  assu- 
jéties  à rester  toujours  très-petites;  mais  cela  ne 
suffit  pas  pour  prouver  que  ces  quantités  n’ont  pas  . 
de  limites.  Ce  n’est  qu’en  détei;uiinant  leurs  valeurs^ 
en  fonction  du  tems  , qu’on  parvient  à prouver 
qu’elles  croissent  indédniment,  quelqde  petites  que 
soient  les  vitesses  initiales  des  mobiles  : d’où  l’on 
conclut  que  l’état  d’équilibre,  qui  répond  au  mini- 
mum de  la  fonction  n’cst  pas  un  équilibre  stable.  (*) 

Si  la  fonction  ^ est  un  maximum  ou  un  minimum, 
scion  que  l’équilibre  est  stable  ou  non  stable  , il 
soit  de  ce  qu’on  a vu  dans  le  n”  que  la  somme 
des  forces  vives  d’un  .système  de  corps  en  mouve- 
ment , est  la  plus  grande,  quand  le  système  passe 
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par  une  position  d’e'quilibre  stable  , et  la  plus 
petite,  quand  il  passe  par  une  position  d’équilibre 
uon  stable. 

4y6.  La  tbéoriè  des  petites  oscillations  d’un  sys-  • 
tème  de  corps  autour  d’une  position  d’équilibre 
stable , est  une  des  plus  intéressantes  de  la  méca- 
nique, à cause  de  ses  non^reuses  applications  à des 
questions  de  physique.  Les  variables  qui  déter- 
minent les  lieux  des  mobiles  ^ chaque  instant , dé- 
pendent d’équations  diflerentielles  linéaires , qui 
sont  susceptibles  d’une  solution  générale  ; mais 
quoique  cette  solution  donnée  par  M.  Lagmngc , 
soit  aussi  simple  qu’on  peut  le  desirer,  elle  exige 
encore  trop  de  développemens  pour  trouver  placé 
ici;  et  nous  sommes  forcés  de  renvoyer  à la  cinquième 
section  de  la  Mécanique  analytique  ( a*  partie  ), 
où  elle.est  complètement  exposée.  Nous  nous  con- 
tenterons de  faire  connaître  d’une  manière  générale 
et  sans  le  démontrer,  le  principe  de  la  co~existen.ee 
des  petites  oscillations , que  l’on  doit  à Daniel 
Bernoullif  et  auquel  il  a été  conduit  par  induction. 

Les  petites  oscillations  d’un  système  de  corps  dé- 
pendent de  la  cause  qui  a troublé  son  équilibre  ; 
deux  causes  difTcrentes  produisent  des  oscillations 
différentes:  or,  d’après  le  principe  de  Daniel  Ber- 
noulli, si  ces  deux  causes  concourent  ensemble  à 
troubler  l’équilibre  du  système , les  deux  espèces 
d’oscillations  qu’elles  auraient  produites , en  agis- 
sant séparément,  ont  lieu  à-la-fois  et  sans  se  nuire; 
et  il  en  est  de  même  pour  un  plus  grand  nombre 
"^de-  causes  simultanées.  I^a  co-exislence  des  petites 
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oscillations  est  surtout  remarquable  dans  les  ondetf 
qui  sont  produites  à la  surface  de  l’eau , en  plusieurs 
points  à-la-fois , et  qui  se  superposent  sans  s’alté- 
rer mutuellement.  Les  sons  qui  se  croisent  en  tous 
• sens  , dans  une  masse  d’air,  sans  se  modifier  en 
aucune  manière  , offrent  encore  une  application  du 
principe  que  nous  citons. 

477.  Nous  terminerons  cet  exposé  deS  proprié- 
tés générales  du  mouvement,  en  faisant  voir  que 
le  principe  de  la  moindre  action  qui  s’observe  danS 
le  mouvement  d’un  point  matériel  (n®  3o4),  a éga- 
lement lieu  dans  le  mouvement  d’un  système  de 
corps.  Ce  théorème  général  s’énonce  de  cette 
manière  : 

Dans  le'mouvement  d’un  système  de  corps,  pouf 
lequel  le  principe  des  forces  vives  a lieu,  si  l’on 
fait  le  produit  de  la  vitesse  de  chaque  mobile,  par 
sa  masse  et  par  l’élément  de  sa  trajectoire,  que 
l’on  prenne  la  somme  de  tous  cos  produits  , pouf 
tous  les  mobiles,  et  que  l’on  intègre  ensuite  cettê 
somme  , depuis  une  position  donnée  du  système  , 
jusqu’à  une  position  aussi  donnée  : la  valeur  de  cette 
intécrale  sera  un  minimuth. 

Ainsi,./»  étant  la  masse  d’un  des  points  maté- 
riels qui  composent  le  système,  v sa  vitesse,  ds 
l’élément  de  sa  direction  , il  s’agit  de  prouver  que 
l’intégrale  de  2/nri/s,  prise  entre  des  limites  données, 
est  ml  minimum , ou  que  sa  variation  est  nulle.  Or, 
on  a 

t'.f.'Smvdsr=f.tm.t'.vds , et 

mai» 


Digitized  by  Google 


Uv.  ill.  SÜltE  DE  LA  DYNA^nQÜE.  3o5 

hiais  dt  élanl  l’élément  du  tems , oa  a aussi  ds=:vdt  J 
donc 

et  Sm./i'.rf*  = — .Xm.iT.v*. 
a a 

En  conservant  les  dénominations  du  n*  l’équa-^ 
tion  (4)  donne 

im.J'.v*  = fl.Sm(X/'x*+-  Vfy  + Z/*)  ; 

de  pins,  si  l’on  substitue  dans  l’équation  (i)  du 
n*  467  > à la  place  de  p.cos.a,  p.cos.C,p.Qos.y  ^ 
leurs  valeurs  données  dans  le  n°  469,  il  vient 

it.rm{Xfx+Yfy+ZSz) 

d’où  l’on  conclut 

= + (fl) 

On  a aussi  (n°  5o4)  j 

i>.J-.ds  = ^.d./x+^.d.Jy  +^.d.i'z} 
par  conséquent 

En  réunissant  les  deux  parties  de  la  valeur  dé 
'S.m.i' .vdsy  données  par  les  équations  (a)  et  (6),  (hî 
trouve 

•t  en  intégrant,  ce  qui  revient  à supprimer  la  ca- 
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ractéristique  dy  devant  les  parenthèses,  on  aura 


f.f.Xmvds=:f.'Srn.i^.vds='Zm 


Or,  cette  quantité  est  nulle  aux  deux  limites  de 
l'intégrale  f.^mvds',  car  à ces  limites,  les  positiona 
de  tous  les  points  du  système  étant  données , les 
variations  de  leurs  coordonnées  doivent  être  nulles, 
de  manière  que  les  valeurs  de  Jy,  <Tz,  qui  s’y 
rapportent , sont  égales  à zéro,  pour  tous  ces  points. 

L’intégrale  f.'ï.mvds,  est  la  même  chose  que 
’S..finv*dt‘,  mais  fmv'dt , est  la  somme  des  forces 
vives  du  point  m,  pendant  toute  la  durée  du  mou-^ 
vement;  '^..fmv'dty  est  de  même  la  somme  des 
forces  vives  de  tous  les  points  du  système , pen- 
dant le  même  tems  : le  principe  de  la  moindre 
action  revient  donc  à dire  que  la  somme  des  forces 
vives  du  système,  pendant  le  tems>qu’il  emploie  à 
passer  d’une  position  donnée,  à une  autre  position 
au^i  donnée,  est  un  tninintum. 

Quand  les  mobiles  ne  sont  sollicités  par  aucune 
force  accélératrice , la  somme  des  forces  vives  , à 
chaque  instant,  est  constante  ; la  somme  des  forces 
vives,  pendant  un  tems  quelconque,  est  donc  pro- 
portionnelle à ce  tems;  d’où  il  suit  qu’alors  le 
système  parvient,  d’une  position  à une  autre  , dans 
le  tems  le  plus  court. 

s 


FIN  DU  TROISIEME  LIVRE. 


LIVRE  QUATRIÈME. 

HYDROSTATIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

. NOTIONS  GÉNÉRALES  SUR  LES  FLUIDES. 

478.  U N fluide  est  un  amas  de  points  mate'riels 
qui  cèdent  au  moindre  effort  que  l’on  fait  pour  les 
séparer  les  uns  des  autres.  Les  fluides  que  la  nature 
nous  présente,  approchent  plus  ou.  moins  de  cet 
état  de  fluidité  parfaite  que  notre  définition  sup- 
pose : l’adhérence  qui  existe  entre  les  molécules 
de  plusieurs  de  ces  substances,  et  qui  produit  ce 
qu’on  appelle  la  ■viscosité  du  fluide,  s’oppose  à la 
séparation  de  leurs  parties;  mais  dans  la  théorie 
que  nous  allons  exposer,  nous  ferons  abstraction  de 
cette  adhérence  , et  nous  ne  considérerons  que  des 
fluides  parfaits. 

On  distingue  deux  espèces  de  fluides  : les  uns  sont 
incompressibles  , comme  l’eau  et  tous  les  liquides;  ils 
peuvent  prendre  une  infinité  de  ûgures  différentes^ 
mais  sous  toutes  ces  formes,  ils  conservent  toujours 
le  même  volume.  Les  fluides  de  la  seconde  espèce 
comprennent  l’air,  les  gaz  et  les  vapeurs;  ils  sont 
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compressibles  et  doués  d’uae  élasticité  parfaite,  de 
sorte  qu’ils  peuvent  changer  à-la-fois  de  forme  et 
de  volume,  par  la  compression,  et  revenir  exacte- 
ment à leur  figure  primitive,  dès  que  celte  com- 
pression a cessé.  Les  vapeurs  different  de  l’air  et 
des  gaz  permanens,  en  ce  qu’elles  perdent  leur 
forme  de  fluides  élastiques,  et  se  réduisent  en 
liquides , lorsqu’on  les  comprime  à un  certain 
degré,  ou  quand  on  diminue  leur  température; 
tandis  que  l’air  et  les  gaz  ont  toujours  conservé  cette 
forme,  quelles  que  soient  la  compression  et  la  tem- 
pératnré , auxquelles  on  les  a soumis  jusqu’à  présent. 

479.  La  propriété  caractéristique  et  fondamen- 
tale des  fluides,  celle  qui  les  distingue  des  solides  , 
et  qui  servira  de  base  à la  théorie  de  leur  équilibre 
et  de  leur  mouvement,  est  la  faculté  qu’ils  ont  de 
transmettre  également , en  tout  sens , les  pressions 
que  l’on  exerce  à leur  surface.  Nous  admettrons 
cette  propriété , comme  un  fait  constaté  par  l’expé- 
rience et  avoué  de  tous  les  physiciens;  c’est  au  reste 
la  seule  hypothèse  sur  laquelle  est  fondée  VHf^ 
drostatique y ou  la  partie  de  la  mécanique  qui  traite 
de  l’équilibre  des  fluides. 

Pour  développer  celte  hypothèse,  et  nous  en 
former  une  idée  précise,  considérons  d’abord  les 
fluides  incompressibles;  représentons-nous  un  rase 
BE(jàg.  29) , prismatique  droit,  posé  sur  un  plan 
horizontal  fixe , et  rempli,  jusqu’à  une  certaine  hau- 
teur BC,  d’un  liquide' tel  que  l’eau  , par  exemple; 
supposons  que  l’on  recouvre  cette  eau  , par  un  pis- 
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ton  Lorizontal  CD , qui  ferme  Je  vase  exactement  ; 
alla  de  ne  pas  compliquer  l’état  de  la  question  > 
faisons  abstraction  de  la  pesanteur  de  l’eau,  de  sorte 
que  ce  fluide  n’exerce,  par  lui-même,  aucune  pres- 
sion sur  les  parois  du  vase;  enfln,  posons  sur  le  pis- 
ton un  poids  donne  /*,  qui  sera , si  l’on  veut,  le 
poids  même  du  piston.  Il  est  évident  que  la  base 
horizontale  du  prisme , se  trouve  pressée  de  la 
même  manière  que  si  le  poids  P était  posé  immé- 
diatement sur  cette  base,  et  qu’il  fût  distribué  uni- 
formément sur,  toute  son  étendue  : tous  ses  points 
éprouveront  des  pressious  verticales,  égales  entra 
elles,'  la  pression  qui  eu  résultera  pour  une  portion 
quelconque  a de  cette  base,  sera  proportionnelle 
à a;  elle  équivaudra  à une  force  verticale,  appli- 
quée au  centre  de  gravité  de  l’aire  a , et  égalé  à 

^ étant  l’aire  de  la  base  entière.  Or,  le  prin- 
cipe de  Vêgaliié  do  pression  en  tout  sens,  consiste 
en  ce  que  la  pression  que  le  poids  P exerce  à l;i 
partie  supérieure  de  l’eau,  se  transmet  par  l’intei^ 
niédiaire  du  fluide,  non-seulement  sur  la  base  du 
vase,  mais  encore  sur  toutes  les  autres  parois;  tous 
les  points  du  vase  sont  également  pressés , dans 
des  directions  perpendiculaires  aux  paroi%  ; et 
une  aire  a,  prise  sur  une  des  faces  latérales  du 

Pa 

prisme , ép'rouve  la  même  pression  , que  si  elle 
fusait  partie  de  la  base  borizoutale. 

Généralement,  supposons  que  le  vase  ait  la  forme 
d’un  polyedi'e  quelconque  (.fig.  5o),  qu’il  soit  fermé 
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de  toutes  parts,  et  exactement  rempli  d’un  liquide 
sans  pesanteur  ; de'tachonsla  face  CI?  du  polyèdre, 
cl  remplaçons  - la  par  un  piston  ; appliquons  à ce 
piston  une  force  donnée  P,  perpendiculaire  à la 
surface  du  liquide  adjacent.  Le  fluide  ne  sera  pas 
mis  en  mouvement  par  cette  force,  et  d’après  notre 
principe,  la  pression  qu’elle  exerce  sur  la  surface 
adjacente , se  transmettra,  par  l’intermédiaire  du 
liquide  , sur  toutes  les  faces  du  polyèdre.  *Tous  les 
points  du  vase , en  y comprenant  les  points  de  la 
surface  du  piston , seront  également  pressés , de 
dedans  en  dehors , dans  des  directions  perpendicu- 
laires aux  parois  ; si  l’on  considère  une  aire  a prise 
sur  une  de  ces  parois  ou  siir  la  surface  du  piston  , 
sa  pression  sera  une  force  perpendiculaire  à son 
plan,  appliquée  à son  centre  de  gravité,  et  égale’ 

k~,j4  étant  l’aire  entière  du  piston. 

Ce  résultat  s’étend  sans  peine  au  cas  où  une 
partie  des  parois  du  vase  sont  des  surfaces  courbes, 
continues  ou  discontinues  : il  suffit  alors  de  décom- 
poser ces  surfaces  en  élémens  infiniment  petits, 
que  l’on  regardera  comme  les  faces  planes  d’un 
polyèdre  d’une  infinité  de  faces;  et  si  l’on  désigne 

par  û>  l’aire  d’un  de  ces  élémens,  on  aura  ^ , pour 

la  pression  qu’il  éprouve  ; A étant  toujours  l’aire 
du  piston,  et  P la  force  perpendiculaire  qui  y est 
appliquée.  En  appelant  p la  pression  constante  que 
supporterait  une  aire  plane,  égale  à l’unité  de  snr- 

P 

face,  il  est  évident  qu’on  aura  ^ = p ; donc  pa 
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sera  la  pression  sur  l’élément  a» , et  pa,  la  pres- 
sion sur  l’aire  égale  à a. 

480.  Quand  le  liquide  contenu  dans  le  vase , est 
pesant  y U transmet  les  pressions  que  l’on  exerce 
à sa  surface,  de  la  même  manière  que  quand  il 
est  dénué  de  pesanteur;  mai&  il  exerce  en  outre  sur 
les  parois  du  vase,  une  pression  due  à son  poids  , 
et  variable  d’un  point  à un  autre  de  ces  parois.  11 
en  est  de  même  à l’égard  d’une  masse  fluide  en 
équilibre,  dont  les  molécules  sont  solicitées  par 
des  forces  accélératrices  données  , et  qui  est  con-> 
tenu  dans  un  vase  fermé  de  toutes  parts.  Si  les 
parois  de  ^e  vase  sont  nécessaires  à l’équilibre,  en» 
sorte  qu’on  ne  puisse  pas  y faire  une  ouverture 
sans  que  le  liquide  ne  s’échappe  aussitôt , il  en  &uli 
conclure  que  ces  parois  éprouvent,  en  chaque  point, 
une  pression  particulière , dirigée  de  dedans  en 
dehors,  suivant  la  normale  à la  surface  du  vase  ; car 
ce  n’est  que  suivant  cette  normale,  qu’une  surfaco 
peut  éprouver  une  pression,  et  la.  détruire  par  sa 
résistance. 

La  grandeur  de  cette  pression  en  chaque  pointy 
nous  est  inconnue;  elle  dépend  des  forces  accélé- 
ratrices données  et  de  la  position  du  point;  nous, 
apprendrons  dans  la  suite  à la  déterminer  ; mais  il 
est  bon  de  dire  d'avance  comment  on  mesure  cette 
pression  variable.  Comme  eHe  change,  en  général, 
d’un  point  à un  autre , on  ne  peut  la  supposer  ri- 
goureusement constante , que  dans  une  étendu» 
inilniment  petite;  or,  pour  mesurer  la  pression 
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qu'un  élément  déterminé  de  la  surface  éprouw  , 
on  conçoit  une  aire  plane , que  l'on  prend  pour 
unité  , et  qui  soit  pressée  dans  toute  son  étendue', 
comme  cet  élément  ; p étant  la  pression  totale  que 
cette  aire  supporte,  et  a l’étendue  infiniment  petite 
de  l'élément,  le  produit  pa  exprime  la  pression 
de  cet  élément.  La  quantité  p est  ce  que  nous  appel* 
lerons  la  pression  en  chaque  point  du  vase,  rap-' 
portée  ^ l’unité  de  surface;  quand  on  est  parvenu  à 
la  déterminer  en  fonction  des  coordonnées  de  ce 
point,  on, a la  pression  p:t  sur  un  élément  quel- 
conque; d’où  l’on  conclut,  par  les  règles  du  calcul 
intégral,  la  pression  sur  une  portion  plane  de  la^- 
surface  du  vase.  Qu  trouve  aussi  le  poin<  d’applica- 
tion de  cette  force,  au  moyen  de  la  théorie  connue'^ 
des  momens  des  forces  parallèles. 

Gela  posé,  imaginons  que  l’on  enlève  une  portion  ' ^ 
plane  de  la  surface  du  vase , qti’on  la  remplace  par  * 
un  piston  de  même  étendue , et  qu’on  applique  ù 
ce  piston  une  force  égale  et  contraire  à la  pres-"'^ 
sion  que  le  vase  éprouvait  en  cet  endroit.  II  est  " 
évident  que  l’équilibre  subsistera  comme  aupara^' 
ravant  ; il  ne  sera  pas  encore  troublé , si  , h cette 
première  force,  on  ajoute  une  force  quelconque  P 
car  les  forces  appliquées  aux  molécules  étant  en  équi* 
libre,  tout  doit  se  passer,  relativement  à la  force 
comme  si  ces  forces  u'existaient  pas;  donc,  d’après 
Je  principe  exposé  dans  le  n®  précédent,  la  force i* 

(te  TTK^ttra  pas.  le  fluide  en  mouvement,  et  la  près- ^ 
ÿjqn  quelle  exerce  sur  la  surface  du  fluide  adjacent'' 
lU  set’*»  iMusmise  par  le  fluide  ^ égalcmçpt 
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en  tous  sens;  par  conse'quent  la  pression  p,  rap- 
portée à l’unité  de  surface^  se  trouvera  augmentée, 
en  chaque  point  du  vase , d’une  quantité  constante 

et  égale  à^;  Â étant  l’étendue  de  la  surfice  plane 

du  fluide , en  contact  avec  le  piston. 

11  est  important  de  bien  distinguer,  comme  noua 
le  Élisons  ici,  les  deux  sortes  de  pressions  que  sup- 
portent les  parois  d’un  vase  qui  contient  un  fluide 
en  équilibre  : l’une  est  due  aux  forces  motrices  des 
molécules  du  fluide,  et  varie  d’un  point  à un  autre 
du  vase;  l’autre,  constante  pour  tous  ces  points, 
provient  des  pressions  que  l'on  exerce  directement 
à la  surface  , et  qui  sont  transmises  sur  toutes  les 
parois,  par  l’intermédiaire  du  fluide.  Ces  deux  pres- 
sions s’ajoutent  en  chaque  point,  pour  former  la 
pression  totale. 

4fli.  D’après  le  principe  de  l’égalité  de  pression 
en  tout  sens.  Un  fluide  incompressible,  contenu 
dans  un  vase  de  position  fixe,  doit  être  regardé 
comme nne  véritable  machine;  Car  une  maehine  est, 
eu  général,  unapp&reil  au  moyen  duquel  une  force 
agit  sur  des  points  qui  sont  hors  de  sa  direction  , et 
produit  sur  ces  points  un  plus  grand  ou  un  plus  petit 
eflet  quesi  elle  y «tait  immédiatement  appliquée; 
or,  c’est  le  cas  d'une  force  appliquée  à la  surface 
du  liquide,  au  moyen  d'un  piston,  puisqu’elle  agit, 
par  l’iutermédiaire  de  ce  fluide,  sur  tous  les  pointa 
du  vase  , et  quelle  exerce , sur  chaque  portion 
pUue  des  parois,  une  pression  égale  à son  inten- 
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site  multipliée  par  le  rapport  de  l'aire  de  la  paroi  St 

l’aire  du  piston. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  s’observe  dans 
l’équilibre  de  cette  machine  ^ comme  dans  celui  de 
toutes  les  autres  machines  connues.  Pour  le  prou- 
ver , prenons  un  vase  de  position  fixe  et  de  forme 
quelconque  (fig.  5i),  qui  ait  plusieurs  ouvertures 
en  €y  é , Cy  etc.;  à chacune  de  ces  ouvertures,  ajus- 
tons un  cylindre  prolongé  indéfiniment  hors  du  vase; 
emplissons  ce  vase  d'un  liquide  tel  que  l’eau,  dont 
nous  ne  considérerons  pas  la  pesanteur;  supposons 
que  cette  eau  s’élève  dans  tous  les  cylindres , jus- 
qu’à une  certaine  hauteur,  et  qu’elle  soit  terminée  , 
dans  chaque  cylindre,  par  une  surfaœ  plane,  per- 
pendiculaire à la  longueur  du  cylindre  ; enfin , 
posons  sur  ces  surfaces,  des  pistons  CD,  CUy 
CD^y  etc.,  qui  les  recouvrent  exactement , et  qui 
puissent  glisser  sans  frottement  dans  les  cylindres. 
Soient  y A\A’,  etc.,  les  bases  de  ces  pistons, 
qui  sont  aussi  les  bases  des  cylindres  ; appliquons 
à ces  pistons,  des  forces  données  P,  P" y JP*,  etc.  ; 
la  première , au  piston  dont  la  base  est  A y la  se- 
conde, au  piston  dont  la  base  est  A" , etc.  ; et  sup- 
posons que  ces  forces  qui  réagissent  les  unes  sur 
les  autres  , par  l’intermédiaire  de  l’eau  , se  fassent 
équilibre.  Dans  cet  état,  la  pression  rapportée  à 
l'unité  de  surface  doit  être  la  même  sur  toutes  les 
parois  du  vase,  en  y comprenant  les  bases  des  pis- 
tons ( n’ 479)  ; en  désignant  donc  sa  valeur  par  p, 
ou  aura  pA,  pA'y  pA*y  etc.  , pour  toutes  les  pres- 
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sions  dirigées  de  dedans  en  dehofs,  que  supportent 
les  bases  des  pistons;  mais  ces  pressions  doivent 
évidemment  être  égales  et  contraires  aux  forces  P, 
Z*',  P" y etc.  ; donc  on  a ces  équations  : 

P = y4p,  P’=zj4'p,  P“  = A"p,  etc. 

L’une  d’elles  servira  à déterminer  l’inconnue  p ; 
éliminant  ensuite  cette  quantité,  on  aura  les  équa- 
tions d’équilibre  du  système,  qui  seront  en  nombre 
égal  à celui  des  pistons  moins  un. 

Maintenant,  imaginons,  conformément àl’énoncé 
du  principe  des  vitesses  virtuelles,  que  l’on  déplace 
le  système  j de  manière  qu’une  partie  des  pistons 
s’abaisse  , et  qiie  l’autre  partie  s’élève  dans  les 
cylindres  : par  exemple , le  piston  CD  est  trans- 
porté en  cd,  et  le  piston  en  c'<Z.  Comme  l’eau 
qui  S’emplit  le  vase  est  incompressible  et  doit  tou- 
jours conserver  le  même  volume,  il  est  évident  que 
la  somme  des  quantités  d’eau  qui  s’élève  doit  tou- 
jours être  égale  à la  somfne  des  quantités  d’eau  qui 
s’abaisse  ; d’ailleurs , le  volume  d’eau  qui  s’élève  ou 
qui  s’abaisse , dans  chaque  cylindre , est  égal  à sa 
base , multipliée  par  l’espace  que  le  piston  a par- 
couru; donc  si  l’on  désigne  cet  espace  par  une  quan- 
tité positive,  quand  le  piston  s’est  abaissé,  et  par 
une  quantité  négative,  dans  le  cas  contraire,  et  que 
l’on  représente  par  A,  h\  A',  etc.  , les  espaces  par- 
courus par  les  pistons  dont  les  bases  sont  respecti- 
vement A,  A' y A" y etc. , on  aura  l’équation  de  con- 
dition 


Ah  -f-  A'V  -f-  etc.  = o. 
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Multipliant  cette  équation  par  p,  et  remplaça'nt  let 
pressions  pji , pA' , pA*^  etc. , par  les  forces  P,  P , 
P" y etc. , il  vient 

Ph  +P'h'  + P'A"  + etc  = O : 

or,  il  est  facile  de  reconnaître  dans  ce  re'sultat, 
le  principe  des  vitesses  virtuelles , énoncé  en  sta- 
tique (n*  i63). 

482.  Le  pi'incipe  de  l’égalité  de  pression  en  tout 
sens,  convient  aux  fluides  élastiques,  comme  aux 
fluides  incompressibles  ; mais  relativement  aux  pre- 
miers , il  n’est  pas  nécessaire  que  des  /orces  mo- 
trices agissent  sur  leurs  molécules , ou  que  l’on 
exerce  des  pressions  sur  leur  surface , pour  qu’ils 
pressent  eux- mêmes  les  parois  des  vases  qui  les 
contiennent  : il  suffit  pour  cela  de  leur  élasticité  , 
en  vertu  de  laquelle  ces  fluides  font  conlinuêllc- 
ment  effort  pour  se  dilater  et  ponr  occuper  un  plus 
grand  volume.  Ainsi,  qu’une  masse  d’air  ou  d’un 
gaz  quelconque  , soit  contenue  dans  un  vase  fermé 
de  toutes  parts , et  qu’on  fasse  abstraction  de  la 
pesanteur  du  fluide , les  parois  du  vase  éprouveront 
des  pressions  égales  en  tous  leurs  points,  et  diri- 
gées de  dedans  en  dehors,  suivant  les  normales  à 
ce^  parois.  La  pres.sion  rapportée  à l’unité  de  sur- 
face sera  la  même  dans  toute  l'étendue  du  vase  ; 
pour  la  déterminer,  on  fera  une  ouverture  dans  un 
endroit  du  vase,  pris  au  hasard;  on  y appliquera 
nn  piston,  et  à ce  piston,  la  force  nécessaire  pour 
le  maintenir  en  équilibre  : cette  force  sera  égale 
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et  contraire  à la  pression  que  le  piston  éprouve;  en 
la  divisant  par  Taire  de  la  base  du  piston,  on  aura 
la  pression  rapportée  à Tunilé  de  surface  ; et  Ton 
trouvera  toujours  le  même  quotient-,  quel  que  soit 
l’endroit  du  vase  où  Ton  a appliqué  le  piston.  Si  , 
par  exemple,  le  vasq  représenté  par  la  figure  3i , 
est  rempli  d’un  fluide  élastique,  les  forces,  qu’il 
faudra  appliquer  aux  différens  pistons  <7Z?,  Cl/, 
C’ry,  etc. , pour  les  empêcher  de  glisser  dans  le» 
cylindres,  seront  proportionnelles  aux  bases  AjA\ 
A* y etc. , de  ces  pistons , et  le  rapport  de  chaque 
force  à sa  base , sera  le  même  pour  t<|as  les  pistons, 

Lorsque  Ton  aura  égard  à la  pesanteur  du  fluide, 
ou  plus  généralement,  quand  ses  molécules  seront 
sollicitées  par  des  forces  accélératrices  données  , la 
pression  variera  d’un  point  .x  un  autre  du  vase  , 
suivant  une  certaine  loi  qu’il  s’agira  de  déterminer 
dans  la  suite. 

485.  La  pression  constante  qu’un  fluide  élastique 
exerce  contre  le»  parois  du  vase  qui  le  renferme, 
et  qui  n’est  pas  due  à sa  pesanteur,  mais  seulement 
à son  élasticité,  dépend  de  la  madère  du  fluide,  de 
sa  densité  et  de  sa  température.  On  appelle  aussi 
celte  pression , la  force  élastique  du  fluide.  L’expé- 
rience a prouvé  que  pour  un  même  fluide , pris  à 
une  même  température,  elle  est  propordonnelle  à 
la  densité  ; de  manière  qu’en  désignant  la  pression 
par  la  densité  par  p,  on  a,  dans  chaque  fluide, 

p = f'fi 

k étant  un  coeflicient  qui  pe  dépend  plus  que  de 
b madère  et  de  la  température  du  fluide. 
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CHAPITRE  n. 

ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DE  L’ÉQUILIBRE 
DES  FLUIDES. 

48/f  Pour  traiter  la  question  de  la  manière  la 
plus  générale,  considérons  une  masse  fluide,  ho- 
mogène ou  hétérogène,  compressible  oti  incompres- 
sible, dont  to^es  les  molécules  sont  sollicitées  par 
des  forces  accélératrices  données,  et  proposons- 
nous  d’exprimer  par  des  équations,  les  conditions 
de  son  équilibre. 

Soient  Xjj-y  z,  les  coordonnées  rectangulaires 
d’un  point  quelconque  de  cette  masse,  parallèles  aux 
axes  Ox,  OjTy  Oz  (fig.Sa).  Nous  supposerons,  pour 
fixer  les  idées,  le  plan  des  ar,  jr,  horizontal  et  situé 
au-dessus  de  la  masse  fluide  ABCDy  et  l’axe  vertical 
Ozy  situé  au-dessous  de  ce  plan.»  Désignons  par 
X y y y Z,  les  sommes  des  composantes  parallèles 
aux  axes  des  x , des^  et  des  a,  des  forces  accé- 
lératrices qui  agissent  sur  ce  point.  Partageons  la 
masse  fluide  en  une  infinité  d’élémens  infiniment 
petits,  par  des  plans  parallèles  à ceux  des  coordon- 
nées, et  infiniment  rapprochés  les  uns  des  autres; 
ces  élémens  seront  des  parallélépipèdes  rectangles, 
qui  auront  leurs  côtés  parallèles  aux  axes  et  égaux 
aux  différentielles  des  coordonnées;  les  deux  bases 
horizontales  de  celui  qui  correspond  aux  coordon- 
nées Xyj-,  3,  et  qui  est  représenté  dans  la  figure. 
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seront  égales  à dxdj;  sa  hauteur  verticale  sera  égale 
à //z  ; et  l’on  aura  le  produit  dxdjdz , pour  son  vo- 
lume. La  densité  du  fluide  peut  être  regardée  comme 
constante  dans  toute  l’étendue  de  cet  élément;  en 
la  désignant  donc  par  f,  et  par  dm,  la  masse^  on 
aura 

dm.  =■  f .dxdydz  i 

f sera  une  quantité  constante,  dans  les  liquides  bo- 
inogèaes,  et  une  fonction  àe  x,jr,  z,  dans  les  flui- 
des hétérogènes  et  dans  les  fluides  élastiques  homo- 
gènes, qui  ne  seront  pas  partout  également  compri- 
més. Dans  cette  même  étendue  de  l’élément  dm,  les 
forces  X,  Y,  Z peuvent  aussi  être  regardées  comme 
constantes  ; par  conséquent  les  produits  Xdm,  Y dm, 
Zdm,  sont  les  forces  motrices  de  dm,  parallèles  aux 
axes  Ox,  Ojr,  Oz. 


Cela  posé,  j’observe  que  le  parallélépipède 
est  pressé  de  dehors  en  dedans,  sur  ses  six  faces  , 
par  le  fluide  environnant,  et  que  les  pressions  qu'il 
éprouve,  doivent  faire  équilibre  aux  trois  forces 
Xdm,  Y dm,  Zdm.  Désignons  donc  par  p la  pression 
verticale  rapportée  à l’unité  de  surface,  qui  s’exerce 
sur  la  base  supérieure  dxdf  suivant  la  direction  cb, 
de  manière  que  p soit  la  pression  totale  que  sup- 
porterait une  aire  plane,  égale  à l’unité  de  surface, 
qui  serait  pressée  •dans  tous  ses  points,  comme  l’aire 
infiniment  petite  dxdy  (n*  4^0).  Cette  pression  ver- 
ticale varie  avec  la  position  de  l’élément  que  l’on 
considère;  la  quantité  qui  en  représente  la  valeur, 
et  qui  se 'rapporte  à un  élémeot  quelconque,  est 
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donc  une  fonction  de  alors  x ttjr  restâtit 

les  mêmes,  et  z devenant  z-^dz^p  devient à,z  ^ 

cl  exprime  la  pression  verticale , rapportée  à l’aniié 
de  surface,  qui  a lieu  sur  la  base  inferieur^  de  rélé-* 
ment  dxdj-dz';  d’où  il  suit  que  les  pressions  verticar- 
les  et  contraires,  que  cet  élément  éprouve  sur  ses 
deux  bases  horizontales,  suivant  les  directions  cb  et 

cb',  sont  égales  à pdxdjr  “1*  ^ ^ 

première  tend  à l’abaisser,  et  la  seconde,  à l’élever; 
par  conséquent  il  faut,  pour  que  cet  élément  reste 
en  équilibre,  que  l’excès  de  la  seconde  sur  la  pre- 
mière , soit  égal  à la  force  verticale  Zdm  ; ce  qui 
donne 

dzdxdy  = Zdm. 


On  trouvera  de  même  les  équations 


dx 


. dydxdz  5=  Tdm. , 


dr 


^.dxdzdy  = Xdm^ 


qui  sont  nécessaires  pour  que  l’élément  ne  semeuvc^ 
ni  dans  le  sens  desj',  ni  dans  celui  des  a:,  et  dana 
lesquelles  getr  représentent  les  pressions  rapportées 
à l’unité  de  surface,  qui  s’exercent  sur  les  faces 
parallèles  aux  plans  des  x,  z et  des  j',  2,  les  plus 
voisines  de  ces  plans.  Substituant  dans  ces  équations^ 
la  valeur  de  dm  y et  supprimant  ensuite  le  iaotewr 
commun  dxdjdzy  il  vient 


Or 
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Or,  si  les  élémens  dans  lesquels  nous  avons  par- 
tagé la  masse  fluide,  étaieut  solides  au  lieu  d’être 
fluides,  ensorte  que  cette  masse  fut  un  assemblage 
de  parallélépipèdes  rectangles,  solides  et  juxtaposés, 
il  n’y  aurait  aucune  relation  nécessaire  entre  les  pres- 
sions que  chacun  decesparallélèpipèdeséprouverait 
sur  ses  faces  non  parallèles  : l’élément  dxdfdz  pour- 
rait, par  exemple,  éprouver  une  pression  quelcon- 
que sur  ses  bases  horizontales , et  u’en  éprouver 
aucune  sur  ses  faces  verticales;  mais  ces  élémens 
étant  fluides,  comme  la  masse  entière,  la  propriété 
fondamentale  des  fluides  leur  convient  aussi  bien 
qu’à  cette  masse;  et  en  vertu  de  cette  propriété,  les 
trois  pressions  r,  sont  égales  entre  elles,  ou  du 
moins,  il  ne  peut  exister  entre  ces  pressions,  qu’une 
différence  infiniment  petite. 

En  effet,  la  pression  que  le  fluîde  environnant 
exerce  sur  une  des  faces  de  l’élément  dxdjdz^  se 
transmet  sur  les  autres  faces,  par  l’intermédiaire  du 
fluide  dont  l’élément  est  composé;  cette  transmis- 
sion se  fait  de  la  manière  qu’on  a expliquée  précé—  ' 
demment,  et  dont  il  résulte  que  si  l’on  représente 
par  pdxdjTy  la  pression  qui  a lien  sur  l’une  des  bases 
horizontales , les  pressions  transmises  sur  les  faces 
verticales  devront  être  représentées  en  même  tems, 
par  pdxdz  et  pdjdz  ; donc , pour  avoir  la  pression 
entière  qdxdzy  qu’éprouve  la  face  verticale,  parallèle 
nu  plan  des  x,  z,  et  la  plus  voisine  de  ce  plan,  tt 
faut  encore  ajouter  au  terme  pdxdZy  la  pression  due 
aux  forces  motrices  Xdniy  Ydniy  Z^/n  do-l’élément^- 
a. 

' . 
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mais  quoique  nous  ne  sachions  pas  encore  calctaler 
cette  dernière  pression,  il  est  neanmoins  évident 
.qu’elle  est  infiniment  petite  du  troisième  ordre, 
comme  lamasse  dnr,  la  quantité  estdonc  égaleà 

plus  un  terme  infiniment  petit  du  troisième 
ordre;  et  en  divisant  par  , nous  voyons  que  y ne 
diffère  de  p,  que  d’une  quantité  infiniment  petite  ; 
conclusion  qui  s’applique  également  aux  deux  quan- 
tités /■  cl  p. 

Si  les  trois  pressions  py  (j,  r,  ne  peuvent  différer 
entre  elles  que  d'une  quantité  infiniment  petite,  on 
doit  les  supposer  égales  dans  les  trois  dernières 
équations,  qui  deviennent  alors 


CO 


48.3.  Telles  sont  les  équations  générales  de  l’équi- 
libre des  fluidesque  nous  nous  proposions  de  trouver. 
Les  conditions  d’équilibre  qu’elles  expriment,  se  ré- 
duisent, dans  chaque  cas  particulier,  à ce  qu'on 
puisse  trouver  pour  py  une  fonction  de  z,  qui 

• satisfasse  à-la- fois  à ces  trois  équations;  or,  si  on 
les  ajoute  après  avoir  multiplié  la  première  par  dz, 
la  seconde  par  djy  la  troisième  par  dxy  il  vient 


dp  = t iXdx  + Vdy  + Zdz)  ; (a) 


il  faudra  donc , pour  que  la  valeur  de  p soit  possible, 
que  cette  formule  f{Xdx-{‘  Ydj  -\-Zdz)  soit  une 
différentielle  complète  d’une  fonction  des  trois  va- 
riables X,  jy  z;  réciproquement,  quand  cette  con- 
dition sera  remplie,  on  prendra  la  quantité  p égale 
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Il  l’inlégralc  de  celle  formule,  et  l’on  satisfera  de 
celle  manière  aux. équations  (i). 

Celle  valeur  de  ^jfcxprime  la  pression  rapportée  à 
l’unité  de  surface,  que  le  fluide  exerce  en  un  point 
quelconque,  dont  les  coordonnées  sont  s,  et 
qui  peutèlre  situé  dans  son  intérieur  ou  à sa  surface  : 

si  donc  la  masse  fluide  ABCD  est  contenue  dans 

1 

un  vase,  on  aura  la  pression  que  ce  vase  éprouve  en 
chacun  de  ses  points  , en  mettant  dans  p,  les  coor- 
données de  ce  point  à la  place  de  a:,  z;  pression 
qui  sera  toujours  détruite,  pourvu  que  les  parois  du 
vase  soient  capables  d’une  résistance  indéfinie;  mais 
dans  les  endroits  où-^le  vase  est  ouvert,  et  ou  le 
fluide  est  eutièrement  libre,  rien  ne  peut  détruire 
la  pression  qu’il  exerce;  par  conséquent  il  faut  que 
la  valeur  de  p soit  nulle  d’elle-même,  pour  tous  les 
points  de  la  surface  libre  d'une  masse  fluide  en  équi- 
libre. 

Dans  les  fluides  élastiques,  cette  condition  ne  peut 
jamais  être  remplie;  car  la  pression  étant  propor- 
tionnelle à la  densité  (n°  483),  tant  que  la  densité 
n’est  pas  nulle,  la  pression  ne  l’est  pas  non  plus: 
un  fluide  élastique  ne  peut  donc  rester  en  équilibre, 
à moins  qu’il  ne  soit  contenu  dans  un  vase  fermé 
de  toutes  parts,  ou  blèn,  à moins  qpe  sa  masse, 
comme  celle  de  l’atmosphère,  par  exemple,  ne  s’é- 
tende indéfiniment  dans  l’espace^  jusqu’à  ce  que  la 
densité  soit  tout^à*&it  insensible.  ' 

• 0 » • * , i t 1 

486.  La  pression  p devant  être  nulle  à la  surface 
libre  d’un  fluide  incompressible  en  équilibre,  il  s’en- 
•'  ai.. 
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&uit  que  l’équation  difTérentielle  de  cette  surface  est 
dp=o,  ou , à cause  de  l’équation  (a) , 

Xdx  + Vdy  + Zdt  = q.  (3) 

Ce  serait  encore  l’équation  différentielle  de  cette 
surface,  si  le  flnide  y éprouvait  une  pression  con»» 
tanle  : si , par  exetn^e,  l’atmosphère  pressait  égale- 
ment sur  toute  son  étendue. 

- On  conclut  facilement  de  cette  équation,  que  la 
résultante  des  forces  accélératrices  X,  V,  Z,  qui 
agissent  sur  chaque  point  du  fluide  situé  à sa  surface, 
doit  être  perpendiculaire  à cette  surface.  En  efl'et, 
soit  m un  point  de  cette  surface,  qui  répond  au* 
coordonnées  quelconques  x,  a;  supposons  que 
mn  est  la  normale  en  ce  point,  et  désignons  par  e , 
/,  t*,  les  angles  compris  entre  cette  droite  et  les 
axes  des  x,  des^  et  des  z ; si  l’on  observe  quel’équa- 
lion  différentielle  précédente  peut  être  mise  sou* 
cette  forme  : " ' 


on  aura  par  le*  formules  connues , •- 


:i  ::i: 


COS.f  = ^ , 


, r 

C08.V  = ^ > 


cos.e*  == 


Z 

R‘ 


en  faisant,  pour  abréger,  JR  =»  or, 

ces  cosinus  sont  aussi  ceux  des  angles  compris  entre 
les  memes  axes  et  la  direction  de  lâ  résultante  des 
forces  Xj  T,  Z;  donc  cette  direction  coïncide  avec 
la  normale.  * 

Au  reste,  cette  condition  d’équilibre,  exprimée 
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par  rëquation  (3),  est  évidente' ea  elle-même;  car 
si  la  résultante  des  fbrees  qui  agissent  sur  une  mo- 
lécule extérieure  du  fluide,  n’était  pas . dirigée  sni-» 
Tant  la  normale,  elle  se  décomposerait  en  deux, 
l’une  tangente,  et  l'autre  normale  à sa  surface,  et 
rien  n’empêcherait  la  force  tangente  de  faire  glisser 
la  molécule  sur  cette  surface  ; par  conséquent  l’équi- 
libre ne  peut  pas  exister,  tant  que  la  surface  du  fluide 
n'est  pas  perpendiculaire  en  tous  ses  points,  à la  di- 
rection de  cette  résultante.  On  conçoit  aussi  que 
cette  force  doit  être  dirigée  de  dehors  en  dedans  du 
fluide,  ou  suivant  la  partie  mn  delà  normale,  cotnr 
prise  dans  son  intéiieur;  condition  qui  n’est  point 
exprimée  par  l’équation  (5).  *j  tir, 

487.  Supposons  maintenant  que  le  fluide  en  équi- 
libre soit  homogène  et  incompressible.  La  densité  /» 
est  alors  une  quantité  constante  ; il  faut  donc  ^ 
d'après  l’éq^tioq  (a),  que  les  forces  données 
T, Z, solennelles  que  la  formule  Xdx-^Ydj-^Zâs. 
soit  une  différentielle  exacte  d’une  fonction  de  trois 
variables  indépendantes.  Si  cela  n’a  pas  dieu , l’équi- 
libre sera  impossible  dans  la  masse  fluide,  quelque 
forme  qu’on  lui  donne  , et  lors_  même  qu’elle  serait 
tontenue  dans  un  vase  fermé  de  toutes  pafts. 

Cette  condition  est  remplie  relativement  aux  forces 
d'attraction  dû'igées  vers  des  «entres  fixes.,  et  dont 
les  intensités  sont  des  fonctions  quelconques  .des 
distances  à ces  centres  (n°  3a5);  par  conséquent 
l'équilibre  est  possible  dans  uu  liquide  homogèno 
^dont  tous  les  points  sont  attirés  vrens  un  ou  plolieiuts; 
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centres  fixes  ,.et  qui  sont  soumis,  en  outre,  âletnf 
allraction  réciproque;  mais  pour. qu’il  ait  efFecii»- 
vemeiit  lieu,  il  est  nécessaire  que  la  surface  i dû 
fluide  soit  perpendiculaire  à la  fésulûuite  de-tioutes 
ces.  forces  d’attraction,  dans  touSdes ' endroits  'oû 
-'^<^fluide  n’est  point  appuyé  > contre  ^s  parois  d’un 
vase  immuable  : c’est  d’après  cette  condition  que 
l’on  déterminera  , dans  chaque  i cas  particulier  , la 
figure  du  liquide  qui  convient  à l'e'quilibre.-  't 
^ :;Si , par  exemple  ,-  il  n’eiiiste<  qu’üne  seule  force 
jifaUraction  dirigéeivers  le  poidt  -K , la  ' figure  d’e  la 
masse  CD,  nécessaire  à ; L’équilibre,  sera' une 
apibère  qui  aura  pour  centre  le  point  #f,' quelle  que 
soif  la  loi  de  cette  force.  r ■ • • • •>  • l'i 


. Lorsque. ce  cpntre  s’éloigne  à l’infini,  la  direc- 
li;otV  (le  la  force  devient  parallèle  à elle-même  dans 
foulé,  l'étendue  de  là  masse  fluide , et  alors  la  sur- 


face d’équilibre  ésl  un  plan  perpendiculaire  à cette 
direction.  Ce  cas  est  celui  de  là  pc^tc'ur  j un 
liquide  pesant  et  homogène,  contenu' ^us  un  vase 
'ÔiiVert  à sa  partie  supérieure,  resté  donc  en  équi- 
libré'quand  sa  surface  est  horizontale, du  perpen- 


'diculaire  à la  direction  verticale  de  la  pesanteur  ; 
réciproquement , quand  ce  liquide  est  en  équilibre, 
on  petit  être  certain'que  sa  surface  est  parfaitement 


■ boriàontale.  La  surface  d’un  fluide  stagnant,  d’üne 
grande  étendue,  n’est  plus  une  surface  plane;  c’eSl 
une  porlion  deSurfhce  sphéri(pié,  dont  le  centre  est 
-celui  de  la  terre;  attendu  que  daùs  ce  cas  la  pe- 
santeur ne  doit  plus  être  regardée  comme  une  force 
parallèle  à eUe-mélne,  mais  bien  comme  une  force 
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dirigée  eonstamnieiit  vers  ce  centre  ,*du  moins  en 
faisant  abstraction  de  la  force  centrifuge  et  de  l’a- 
platissement du  sphéroïde  terrestre. 

488.  Les  forces  d’attraction  ou  de  répulsion  ^ 
dirigées  vers  des  centres  fixes , et  dontoles  inten- 
sités sont  des  fonctions  des  distances  à leurs  centres- 
respectifs  , comprennent  toutes  les  forces  de  la 
nature  qui  peuvent  agir  sur  les  points  d’un  corps 
en  repos  ; nous  regarderons  donc  la  formule 
Xdx-\-Ydy -\-Z,dz  comme  étant  toujours  une  dif- 
férentielle exacte  ; et  nous  désignerons  par  ip  son. 
intégrale,  de  manière  que  (p  soit  une  fonction  don- 
née de  JCyjTy  Z f et  qu’ou  ait 

Xdx  -f-  Ydy  -f-  Zdz  = d<p. 

Egalant  celte  fonction  ^ à une  constante  arbi- 
traire , ' on  aura  l’équation  d’une  infinité  de  surfaces  , 
qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  les  valeurs  de 
cette  constante.  L’équation  différentielle  <flp  = o, 
pu  Xdx-\-Ydjr-{-Yidz=.Oy  sera  commune  à toutes 
ces  surfaces;  -d’où  il  suit  qu’elles  auront  toutes, 
comme  la  surface  extérieure  de  la  masse  fluide,  la 
propriété  de  couper  à angle  droit  en  chacun  de 
leurs  points,  la  direction  de  la  résultante  des  forces 
données  X y Y,  Z,  On  les  nomme,  par  cette  raison , 
des  surfaces  de  niveau.  Si  l’on  fait  croître , par 
degrés  insensibles,  la  constante  arbitraire  qui  entre 
dans  leur  équation  générale,  on  aura  une  suite  in- 
finie de  ces  surfaces,  qui  partageront  la  masse 
fluide  en  une  infinité  de  couches  d’une  épaisseur 
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infiniment  peliTe,  dont  chacune  sera  comprise  entre 
deux  surfaces  de  niveau , et  qu’on  appelle  des  cou-* 
ches  de  niveau.  Dans  les  fluides  pesans , par  exemple  , 
les  couches  de  niveau  sont  horizontales;  elles  sont 
sphe'riques  et  cortcenlriques,  quand  toutes  les  molé- 
cules de  la*masse  fluide  Sont  atlirc'cs  vers  un  point 
fixe , et  ce  point  est  le  centre  commua  de  ces 
couches. 

Cette  division  d’urte  masse  fluide  en  couche  d'é 
niveau  y qui  convient  également  aux  fluides  ihcorn-i’ 
pressiblcset  aux  fluides  élastiques,  va  nous  fournir 
un  énoncé  fort  simple  des  conditions  d’équilibré 
de  ces  fluides. 

48g.  Au  moyen  de  la  valeur  de  , l’équation  (2)  . 
prend  cette  forme  : 

dp  = f 

Si  le  fluide  est  toujours  incompressible , mâis  hété- 
rogène, la  densité /sera  variable;  mais  pour  que  le 
produit  f.df  soit  une  diflerentielle  exacte,  il  est 
nécessaire  que  le  facteur  f soit  une  fonction  de  là 
variable  p , fonctiôn  qui  peut  d’ailleurs  avoir  telle 
forme  que  l’on  voudra.  Cela  étant,  la  pression  p 
sera  aussi  une  fonction  de  p;  la 'pression  et  Bi 
densité  seront  donc  constantes,  en  même  tems  quë 
3a  valeur  de  et  par  conséquent  elles  seront  les 
memes  pour  tous  les  points  d’une  même  couché 
de  niveau.  • 

Concluons  déne  qu’une  masse  fluide  hétééogèrié 
ne  peut  demeurer  en  équilibre,  h moins  qàe  chacunè 
de  ses  couches  de  niveau  ne  soit  homogène  dans 
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fonte  son  étendue.  Cette  condition  sera  la  senle 
nécessaire,  quand  le  flnide  sera  contenu  dans  un 
vase  fermé  de  tontes  parts  } s’il  est  ouvert  dans  une 
partie,  il  faudra  encore  que  la  surface  extérieure 
du  fluide  soit  perpendiculaire  à la  direction  de  la 
résultante  des  forces  qui  lui  sont  appliquées.  La  loi 
de  la  densité  , en  passant  d’une  couche  à une  autre, 
dépendra  de  la  valeur  de  / en  fonction  de  ^ ; et 
puisque  cette  valeur  est  arbitraire,  la  loi  de  la 
densité  le  sera  aussi  : lorsque  la  valeur  de  / sera 
donnée  , on  en  conclura  cellè  de  , en  intégrant 
la  formule  f.d$.  ' 

Dans  le  cas  ou  les  forces  appliquées  aux  molé- 
cules fluides  se  réduiront  à une  seule , dirigée  vers 
un  point  fixe,  il  faudra,  pour  l’équilibre,  que  la 
masse  entière  soit  composée  de  différens  fluides  ho- 
mogènes, superposés  en  couches  sphériques  et  con- 
centriques autour  du  centre  d’action  de  la  force. 

On  voit  encore  que  si  l’on  a plusieurs  liquides 
pesans,  de  différentes  densités,  contenus  dans  un 
vase  ouvert  à sa  partie  supérieure,  l’équilibre  aura 
lieu,  quand  tous  les  liquides  seront  superposés  en 
couches  horizontales  ; l’épaisseur  et  la  densité  de 
chaque  couche  seront  arbitraires  : si  l’on  a deux 
liquides , par  exemple,  il  suffira  pour  l’équilibre , 
que  leur  surface  de  séparation  , et  la  surface  qui 
termine  le  liquide  supérieur,  soient  toutes  dent 
des  plans  horizontaux.  Les  conditions  d’équilibre 
seront  également  remplies , soit  que  le  liquide  le 
plus  dense  occupe  le  fond  du  vase , soit  qu’il  en 
occupe  la  partie  supérieure  ; mais  si  l’on  a égard  à 


% 
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la  condition  de  stabilité  (a*  178),  il  faudra  que  ce 
soit  le  liquide  le  moins  dense  qui  surnage , car  c'est 
alors  que  le  centre  de  gravité  du  système  entier 
sera  le  plus  bas  possible  : dans  le  cas  contraire,  ce 
centre  serait  le  plus  haut  possible,  et  l'équilibre 
ne  serait  pas  stable. 

490.  Considérons  enfin  l’équilibre  d’un  fluide 
élastique  dont  toutes  les"  molécules  sont  sollicitées 
par  des  forces  d’attraction  quelconques.  En  élimi- 
nant la  densité  entre  les  équations  p=kf , du 
n*  483  , et  dp=f.d<p y du  n°  précédent,  il  vient 
kdp=.p.dp;  d’où  l’on  tire 

d.\og,p='^.d<f.  (4) 

Si  la  température  est  la  même  dans  toute  l’étendue 
de, la  masse  fluide,  et  que  cette  masse  soit  en  en- 
tier de  la  même  matière,  la  quantité  k sera  cons- 
tante; cette  équation  sera  alors  possible,  et  l’on  y^ 
satisfera  en  prenant 

* ■ k 

log.p=^-j^  + \og.y4 , OU  p = A.e  ; 

A étant  une  constante  arbitraire , et  e , la  base  des 
logarithmes  dont  le  module  est  l’unité.  Cette  valeur 

de  , et  celle  de  f qui  est  égale  à ^ , n’étant  fonc- 
tion, l’une  qt  l’autre,  que  de  la  seule  variable  ç , 
il  s’ensuit  que  la  pression  et  la  densité  seront  les 
mêmes  dans  toute  l’étendue  de  chaque  couche  de 
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piveau',  comme  dans  le  cas  des  liquides  ; hétéro- 
gènes ; mais  les  densités  de  ces  düTérentes  couches 
ne  pourront  plus  se  succéder  daps  un  ordre  arbi- 
traire : la  loi  de  ces  densités  est'  déterminée,  et  elle 
est  donnée  par  l’équation  , 


■ Le  fluide  étant  toujours  d’une  matière  homogène, 
si  la  température  n’est  pas  la  même  dans  toute  son 
étendue,  la  quantité  Ane  sera  plus  une  constante;  et 
en  désignant  par  t cette  température  variable , A 
Sera  une  ce'rlaine  fonction  de  /.  Pour  que  l’équa- 
tion (4)  soit  possible,  il' faut  que  A soit  une  fonc- 
tion de  par  conséquent  t sera  de  même  une  fonc- 
tion de  dont' la  forme  restera  entièrement  ar- 
bitrairedont  , dans  le  cas  de  l’équilibre,  la 
tcrape'rature  doit  être  uniforme  dans  toute  Tétendue 
de  chaque  couche  de  niveau  , de  même  que  la  pres- 
sion P eX.  la  densité  qui 'seront  aussi  des  fonctions 
de  (p.  La  variation  de  la  température , en  passant 
d'une  couche  à une  autre,  peut  suivre  telle  loi  qu’on 
voudra;  mais  cette  loi  étant  déterminée  , la  loi  des 
densités  et  celle  des  pressions  sont  données  par  ces 
équations 

* ■ « 

dont  la  première  est  l’intégrale  de  l’équation  (4)  , 

^ étant  la  constante  arbitraire. 

Lorsque  le  fluide  que  l’on  considère  est  composé 
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de  plusieurs  autres  fluides^  par  exemple,  de  plu'^ 
sieurs  gaz  de  nature  difiëi^ente,  les  conditions  d’équi-» 
libre  peuvent  ’être  'satisfaites  de  deux  manières  : 
quand  ces  gaz  sont  parfaitement  mêlés  ensemble  , 
de  sorte  qu’ils  forment  un  mélange  homogène  dans 
toutes  ses  parties;  et  quand  ils  sont,  au  contraire  ^ 
disposés  en  couches  superposées  les  unes  aux  autres,, 
et  d’une  épaisseur  quelconque.  Dans  ce  second  cas , 
la  loi  des  densités  et  dés  pressions,  dans  chaque 
couche,  sera  exprimée  par  les  formules  précé- 
dentes. 

* • 

4qi.  Quoique  nous  nous  soyons  seulement  pro- 
posé de  trouver  les  conditions  d’équilibre  d’une 
masse  fluide,  la  théorie  précédente  peut  encore  ser- 
vir à déterminer  celles  qui  doivent  être  remplies  , 
pour  que  cette  masse  conserve  une  forme  constante, 
pendant  qu’elle  tourne  autour  d’un  axe  donné,  avec 
une  vitesse  aussi  donnée.  £n  effet  il  est  évident  que 
ce  mouvement  de  rotation  ne  fait  qu’imprimer  une 
force  centrifuge  aux  molécules  fluidçf  il  ne  s’agira 
donc  que  de  joindre  cette  force  centrifuge  aux 
forces  accélératrices  données,  qui  agissent  sur  ces 
molécules  , et  de  chercher  ensuite  , d’après  ce  qui 
précède,  les  conditions  d'équilibre  de  la  masse 
^ fluide , en  ayaht  égard  à toutes  ces  forces. 

Pour  plus  de  simplicité , prenons  l’axe  de  rota- 
tion, pour  l’axe  des  z;  soit  n la  vitesse  angulaire  de 
rotation,  commuiié’à  tous  les  points  de  la  masse 
fluide;  r la  distance  à l'axe,  du  point  qui  répond 
aux  coordonnées  jc,  s,  ou  le  rayon  du  cercle 
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flecrlt  par  ce  point  ; la  vitesse  absolue  de  ce  même 
point  sera  égaie  à et  sa  foroe  centrifuge  sera 
exprimée  par  /•«*,  ( n“  aSg  ).  Cette  force  étant 
dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayon  r,  il  s’en- 
suit que  sa  composante  suivant  l’axe  des  z sera  nulle, 
et  que  ses  composantes  parallèles  aux  axes  des  x et 
des^,  seront  égales  à a:/i*  et comme  nous  l’avons 
déjà  vu  dans  le  n*  366.  Donc  en  ayant  égard  à la  force 
centrifuge,  la  formule  Xdx-{-ydj--{-Z(iz,setTO\x- 
vera  augmentée  d’une  partie  n*xdx-\-ny(^,  égale 
an*rdn,  cette  partie  n’empêchera  pas  la  formule  d’être 
une  diiTérentielle  exacte  ; ce  qui  vient  de  ce  que  U 
force  centrifuge  peut  être  regardée  comme  une  force 
de  répulsion , qui  a son  centre  en  un  point  de  l’axe 
de  rotation,  et  dont  l’intensité  est  une  fonction  de  la 
distance  r,  du  mobile  à ce  centre.  En  conservant 
X,  YjZy  pour  représenter  les  composantes  des 
forces  d’attraction  qui  agisset||  sur  les  molécules 
du  fluide,  nous  aurons 

Xdx  -t-  Ydy  -f-  Zdz  -f-  n*rdr  = o , (5) 

pour  l’équatioa  différentielle  des  couehes  de  niveau 
et  de  la  surface  libre  du  fluide.  Comme  cette  équa- 
tion renferme  la  vitesse  n , il  en  résulte  que  cette 
vitesse  doit  être  constante , pour  que  le  fluide  puisse 
conserver  constamment  la  même  forme;  il  faut 
aussi,  pour  cela,  que  les  composantes^,  U,  Z,  ne 
dépendent  pas  de  la  position  des  moléeules  par  rap- 
port aux  plans  fixes  des  x,^,z;  ce  qui  exige  que 
ces  forces  proviennent  de  l’attraction  mutuelle  de 
ces  molécules,  ou  d’attractions  dirigées  vers  des 
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points  de  l’axe  de  rotation  et  vers  d'autres  points 
qui  auraient  ^ autour  de  cet  axe , le  même  mouve- 
ment que  la  masse  fluide. 

49a.  Appliquons,  par  exemple,  ce  résultat  , au 
cas  d’une  masse  d’eau  contenue  dans  un  vase  ouvert 
à sa  partie  supérieure,  et  touruaut  autour  d’un  axe 
vertical. 

Comme  ce  fluide  est  incompressible  et  homo- 
gène, il  sufHra,  pour  qu’il  conserve  une  forme  cons- 
tante, que  sa  surface  supérieure  soit  celle  qui  est 
déterminée  par  l’équation  (5).  Soit  donc  g,  la  pe- 
santeur; si  nous  comptons  les  z positives  dans  le 
sens  de  cette  force  , nous  aurons  Z=g,  X—Oy 
y =0  ; par  conséquent  l’équation  ^e  la  surface 

du  fluide  devient  ' . i • > 

gdz-\-n*rdr:=o. 

Intégrant  et  observât  qu’on  a il  vient 

C étant  la  constante  arbitraire.  Nous  voyons  donc 
que  le  fluide,  dans. ce  cas  particulier,  doit  avoir 
la  forme  d’un  paraboloïde  de  révolution',  dont  l’axe 
est  celui  de  rotation.  On  déterminera  la  constante 
Cy  en  cherchant  le  volume  de  la  partie  de  ce  corps 
qui  est  comprise  dausle  vase ,'  et  l’égalant  au  volume 
de  la  quantité  d’eau  qui  doit  être  donné. 


Digitized  by  Coogte 


LIVRE  IV.  HYDROSTATIQUE.  355 


CHAPITRE  III. 

DE  L’ÉQUILIBRE  DES  FLUIDES  PESANS. 

§.  I".  Calcul  de  la  piession  due  à ces  fluides. 

4g3.  Le  calcul  des  pressions  que  les  fluides  pe- 
sons exercent  sur  les  parois  des  vases  qui  les  con- 
tiennent, se  déduit  facilement  de  la  théorie  qu’on 
vient  d'exposer,  et  de  ce  qui  a été  dit  dans  le  n*48o; 
nous  allons  entrer  à ce  sujet  4^ns  tous  les  détails 
que  son  importance  exige  : c’est,  en  effet,  un  des 
points  de  cette  théorie  qui  présente  les  résultats  les 
plus  remarquables,  et  dont  on  a fait  les  plus  nom- 
breuses applications. 

Pôur  fixer  les  idées , supposons  que  l’eau  est  le 
fluide  pesant  que  nous  considérons,et  qu’elle  est  con- 
tenue dans  un  vase  ^5UZ)(fig.35),de  forme  quel- 
conque, ouvert  à sa  partie  supérieure,  et  dont  le  fond 
oulabase.<^iSést  linplan  horizontal,  posé  sur  un  plan 
lîxe.  L’eau  s’élève  jusqu’à  une  certaine  hauteur  dans 
ce  vase  ; dans  l’état  d’équilibre  sa  surface  supérieure 
qu’on  appelle  son  nzVeau,  est  plane  et  horizon- 
tale; je  prends  ce  plan  pour  celui  des  coordonnées 
JC  et_7';  l’axe  des  z est  alors  vertical;  je  lesupjwse 
dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur  , que  Je  désigne 
par  g.  De  cette  manière,  les  composantes  et  F" 
sont  nulles,  et  l’on  a Z—g;  la  valeur  de  dp  dû  n’  .^85, 
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se  réduit  donc  à dp  = fg.dz',  f étant  la  densité  de 
l’eau  ; d’où  l’on  tire,  en  intégrant, 

je  n’ajoute  pas  de  constante  arbitraire , parce  que 
la  pression  p doit  être  nulle  au  niveau  de  l’eau  , 
où  l’on  a z=o. 

Cette  valeur  de  la  pression  est  la  même  pour 
tous  les  points  qui  sont  à i<a  même  profondeur  au- 
dessous  du  niveau  de  l’eau;  elle  augmente  avec  cette 
profondeur , et  c’est  sur  le  fond  du  vase  qu’elle  est 
la  plus  grande.  Si  l’on  désigne  par  h la  bruiteur  du 
niveau au-dessus  de  la  base  du  vase;  par  A, 
l’aire  de  cette  base par  B,  la  pressLon  totale  qu’elle 
supporte  ; et  si  l’on  observe  que  tous  les  points  de 
cette  base  horizontale  sont  également  pressés  , on 
aura  d’abord  B=bp,  puisque  p est  la  pression  rap- 
portée à l'unité  de  surface , et  en  mettant  pour  p sa 
valeur  /gê,  on  aura  ensuite 

P — ^ghh. 

Le  produit  hh  est  lé  volume  d’un  cylindre  qui  a 
pour  base  celle  du  vase,  et  pour  hauteur  celle  dn 
niveau  de  l’eau  ; le  produit  fghb  est  le  poids  de  ce 
cylindre  rempli  d’eau  : donc  la  pression  que  la  base 
éprouve  çst  égale  au  poids  de  ce  volume  d’eau. 

Lia  pression  P est,  comme  on  voit,  indépendante 
de  la  ügure  du  vase  : l’aire  .de  sa  base  et  la  hauteur 
du  niveau  restant  les  mêmes,  si  la  figure  du  vase 
vient  à changer , cette  pression  conservera  la  même 
valeur.  Ainsi , que  l’on  prenne  trois  vases  (fig.  34), 

qui 
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qui  aient  des  bases  égales  posées  sur  un  même 
plan  horizontal,  dont  l'un  s’élève  en  s’élargissant, 
l’autre  en  se  rétrécissant,  et  le  troisième  soit  cy- 
lindrique et  vertical  ; et  qu’on  les  remplisse  tous 
trois  d’un  même  fluide  pesant,  jusqu’à  une  même 
hauteur;  leurs  bases  éprouveront  des  pressions 
égales , quoique  les  quantités  d’eau  contenues  dans 
ces  vases  puissent  être  aussi  difliérentes  que  l’on 
Voudra.  Ce  résultat  remarquable  est  pleinement  con- 
firmé par  l’expérience. 

494-  Versons  maintenant  sur  l’eau  en  équilibre 
dans  le  vase  ABCD , un  nouveau  fluide , dont 
la  densité  soit  qui  ait  sa  surface  supérieure 
A”  If  y horizontale  comme  celle  de  l’eau,  et  qui  s’élève 
dans  le  vase  à une  hauteur  U au-dessus  du  niveau 
A'IÏ  de  l’eau.  Ces  deux  fluides  demeureront  en 
équilibre  dans  le  vase  ; le  nouveau  fluide  exercera 
une  pression  égale  sur  tous  les  points  de  la  surface 
de  l’eau  , qui  forme  sa  base  horizontale  ; en  dési- 
gnant l’aire  de  la  surface  A'B\  par  b' , la  pression 
totale  qu’elle  éprouve  sera  égale  à f'gh'b'  • elle  sera 
transmise  par  l’intermédiaire  de  l’eau  , sur  le  fond 
AB  du  vase;  et  il  en  résultera  sur  ce  fond,  dont 
l’aire  est  b , une  nouvelle  pression  égale  à f'gh'b 
( n°  480  ) ; donc  la  pression  entière  que  les  deux 
fluides  réunis  exercent  sur  la  base  horizontale  du 
vase,  est  égale  à fghb-{-  f'gh'b. 

vSi  l’on  verse  un  troisième  fluide  dans  le  vase, 
dont  la  surface  supérieure  A!"B"  soit  plane  et  ho- 
rizontale, comme  celle  des  deux  premiers,  l’équi- 
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libre  ne  sera  pas  troublé;  /'  étant  la  densité  de  ce 
troisième  fluide,  /«"la  hauteur  de  son  niveau  au- 
dessus  de  celui  du  second,  ou  au-dessus  de  A'B\ 
//l'aire  de  la  surface  supérieure  de  celui-ci,  on  aura 
j»"g/<"^"pouf  la  pression  que  cette  surface  éprouve  de 
la  part  du  troisième  fluide.  Cette  pression  se  transmet 
par  l'intermediaire  du  second  fluide  , sur  1a  surface 
A'B’àw  premier  ; sur  cette  surface,  dont  l’aire  est  b\  la 
pressiou  transmisedevienl/'^/i"^';  elle  se  transmet  de 
nouveau  par  l’inlermédiaire  du  premier  fluide,  sur 
le  fond  AB  du  vas^,  et  il  en  résulte,  sur  ce  fond,  une 
pression  é^alc  à f’gh"b  : donc  la  pression  entière 
que  les  trois  fluides  superposés  exercent  sur  le  fond 
du  vase  , est  égale  à fghh 

Eu  continuant  aiusi  cette  superposition  de  fluides 
de  différentes  densités,  on  déterminera  la  pression 
qu’un  nombre  quelconque  de  ces  fluides,  en  équi- 
libre dans  un  vase,  exercent  sur  sa  base  horizontale. 
Cette  pression  ne  dépend  que  de  l’étendue  de  cette 
base,  des  hauteurs  des  difl'érentes  couches  fluides, 
et  de  leurs  densités;  dans  le  cas  où  le  vase  est  cy- 
lindrique et  vertical  , cette  pression  est  précisé- 
ment égale  à la  somme  des  poids  de  tous  les  fluides; 
elle  ne  change  pas  de  valeur,  quand  on  change  la 
forme  du  vase,  pourvu  que  la  base  reste  la  même, 
ainsi  que  l’épaisseur  et  la  densité  de  chaque  couche 
fluide. 

Comme  ce  résultat  est  indépendant  de  l’épais-  • 
sçur  des  couches  fluides  superposées,  il  subsiste 
également , (piaiMl  ces  couches  deviennent  infini- 
lucnl  minces , ou,  ce  qui  est  la  même  diOSe,  quand 
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la  densité  de  la  masse  fluide  varie  d'une  manière 
continue  ; par  conséquent,  il  s’applique  au  cas  des 
fluides  élastiques.  11  serait  encore  vrai , si  la  pesan- 
teur , au  lieu  d’être  constante  , variait  d'une  couche 
à l’autre,  avec  la  densité;  ce  qui  arrive,  lorsque 
la  hauteur  verticale  de  la  masse  fluide  est  assez 
grande  pour  que  la  variation  de  celte  force  devienne 
sensible.  Ainsi,  par  exemple,  la  pression  que  l’at- 
mosphère exerce  sur  une  surface  plane  et  horizon- 
tale, est  égale  au  poids  de  la  colonne  d’air,  cylin- 
drique et  verticale,  qui  a pour  hase  cette  surface 
et  qui  s’étend  jusqu’à  la  limite  de  l'atmosphère. 

Au  reste,  on  parvient  directement  à ces  résul- 
tats, au  moyen  de  l’équation  dp—fg.dz,  qui  con- 
vient à tous  les  fluides  pesans,  élastiques  ou  non, 
et  dans  laquelle  il  faut  supposer  la  densité  />,  et  la 
pesanteur  g,  fonctions  de  la  variable  z;  mais  la 
superposition  successive  des  couches  horizontales 
de  fluides,  que  nous  venons  d’indiquer,  a l'avan- 
tage de  montrer  suivant  quelle  loi  la  pression  que 
chaque  couche  exerce  sur  celle  qui  est  placée  im- 
médiatement au-dessous , se  transmet  jusqu'au  fond 
du  vase. 

4q5.  Supposons  maintenant  qu’une  des  parois  d’un 
vase  rempli  d’eau,  est  plane  et  non  horizontale  ; et 
proposons-nous  de  déterminer  la  pression  qu'elle 
éprouve.  Tous  les  points  de  cette  paroi  inclinée  n’é- 
tant point  également  pressés,  je  la  décompose  en 
élémens  infiniment  petits;  soientM  l’un  de  ses  élé- 
iuens,etz  sa  distance  au  niveau  de  l’eau  dans  le  vase  ; 
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la  pression  sur  cet  éle'raent,  sera  exprimée  par  pca,  ou 
par  fgZûDf  eu  mettant  pour  p sa  valeur  précédente. 
Comme  les  pressions  de  tous  les  élémens  sont  des 
forces  perpendiculaires  à la  paroi,  et  parallèles  entre 
elles,  on  aura  leur  résultante  en  prenant  leur  somme, 
ou  en  prenant  l'intégrale  de  fgza>y  étendue  à l’aire 
entière  de  la  paroi.  Or , d’après  les  propriétés  con- 
nues du  centre  de  gravité  , l’intégrale  de  za>  est 
égale  au  produit  az,,  a désignant  l’aire  de  la  paroi, 
et  étant  la  distance  de  son  centre  de  gravité  au 
niveau  de  l’eau  ; donc , à cause  que  les  facteurs  /» 
et  g sont  constans , l’intégrale  de  fgzoi , ou  la  pres- 
eion  sur  la  paroi , sera  égale  à fgaz/,  résultat  qui 
nous  montre  que  cette  pression  ne  dépend  que  de 
l’étendue  de  la  paroi  et  de  la  profondeur  de  son 
centre  de  gravité  , au-dessous  du  niveau  de  l’eau  : 
si  l’on  fait  tourner  cette  paroi  autour  de  son  centre 
de  gravité , la  pression  qu’elle  éprouve  restera 
toujours  la  même  et  égale  au  poids  d’un  cylindre 
d’eau  qui  a pour  base , la  paroi , et  pour  hauteur , 
la  distance  de  son  centre  de  gravité  au  niveau 
de  l'eau. 

Quand  le  vase  contiendra  plusieurs  fluides  de 
diflérentes  densités  , on  considérera  chaque  fluide 
en  particulier , et  l’on  déterminera  la  pression  qu’il 
exerce  sur  la  paroi , soit  directement , soit  par  l’in- 
termédiaire des  autres  fluides  placés  au-dessous  de 
lui;  faisant  ensuite  la  somme  de  toutes  ces  pres- 
sions, on  aura  la  pression  totale  que  la  paroi  éprouve. 

496.  On  peut  aussi  desirer  de  connaître  le  ccn<r« 


Digitized  by  Google 


LIVRE  IV^  HYDROSTATIQUE.  i54 
'de  ^;«55Jon,  c’est-à-dire,  le  point  où  la  résultante  des 
pressions  de  tous  les  élémens  de  la  paroi  vient  la 
rencontrer , et  où  par  conséquent  la  pression  lotalo 
peut  être  censée  appliquée.  Or,  les  pressions  des 
élémens  étant  des  forces  parallèles  , le  point  d’ap- 
plication de  cette  résultante  se  déterminera , dans 
chaque  cas  particulier , par  la  théorie  des  momens 
de  ces  forces. 

Si  tous  les  points  de  la  paroi  étaient  également 
pressés,  le  centre  de  pression  se  confondrait  avec 
le  centre  de  gravité  ; mais  comme  la  pression  aug- 
mente avec  la  distance  au  niveau  du  fluide,  il  s’en- 
suit que  le  centre  de  pression  sera  toujours  plus  bas 
que  le  centre  de  gravité.  Un  exemple  suflira  pour 
montrer  comment  on  détermine  la  position  du  pre- 
mier de  ces  deux  centres. 

Supposons  que  la  paroi  inclinée  est  un  trapèze 
CDC  U (fig.  35)  dont  les  deux  bases  parallèles  CD 
et  CD  sont  horizontales;  soit  CDzszm,  CD=ni 
prolongeons'  les  deux  cêtés  CC  ei  DD  jusqu’à  ce 
qu’ils  se  coupent  en  un  point  K y et  abaissons  de  ce 
point  sur  les  bases,  une  perpendiculaire  qui  les  coupa 
aux  points  H et  H'  : HH'  sera  la  hauteur  de  ce 
trapèze,  et  nous  la  représenterons  par  l.  Concevons 
par  cette  ligne  HH',  un  plan  vertical  qui  coupe  le 
fond  du  vase , suivant  la  ligne  AB,  et  le  niveau  de 
l’eau,  suivant  ah.  Si  nous  partageons  le  trapèze  en 
une  infinité  de  tranches  horizontales,  d’une  largeur 
infiniment  petite,  la  pression  sera  la  même  sur  tous 
les  points  d’une  même  tranche;  par  conséquent  nous, 
pourrons  prendre  ces  tranches  pour  les  élémens  de  la 
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égalé  à l’inlégrale  de  cette  quantité,  prise  depuis 
x=o,  jusqu’à  x=  l.  De  plus,  il  suit  de  la  théorie 
des  forces  parallèles,  que  si  l’on  multiplie  la  pression 
sur  l’élément  eded  par  la  distance  x,  de  cet  élé- 
ment à la  droite  CD,  et  qu’on  fasse  la  somme  des 
produits  semblables  pour  tous  les  élémens , cetlc 
somme  sera  égale  à la  pression  totale,  multipliée  par  ^ 
la  distance  du  centre  de  pression,  à la  même  droite 
CD;  donc,  en  appelantx^,  cette  distance  inconnue, 
nous  aurons 

.,/f  . (ml — mx  -f-  nx) . xdx  (ml — mx+nx) . zxtlx  ; 

la  seconde  intégrale  étant  prise,  comme  la  première, 
depuis  X — O jusqu’à  xz=  l. 

Dans  cette  équation,  z est  la  distance  de  l’élément 
eded'  au  niveau  de  l’eau,  c’est-à-dire,  la  perpen- 
diculaire hf  abdissée  du  point  h sur  la  ligne  ab. 
Pour  efiectuer  les  deux  intégrations,  il  faut  avoir 
la  valeur  de  zen  fonction  de  x;  or,  j’appelle  a l’angle 
H H' B y qui  mesure  l’inclinaison  du  plan  de  la  paroi, 
snr  le  fond  du  vase,  et  S la  distance  de  la  base  su- 
périeure CD,  au  niveau  de  l’eau;  je  mène  par  le 
point  Af,la  parallèle  ffe,  à la  lignent,  qui  coupe  1» 
droite  hf  au.  point  e;  j’ai  alors 

efzsiÇ,  eHh=HH'B  , eh  = Hh.sm.eUh  — x.iin.x; 

d’où  je  conclis 

Z =fh  = f X.  sin 

Substitus'j  cette  valeur  de  s .dans  l’équalion  pre- 
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ccdente,  et  supprimant  les  facteurs  f y g el  l,  cons- 
tans  et  communs  aux  deux  membres,  il  vient 

— m.r+  nr).(C  4- x . sin . tt) . dx 

=f(jnl  — mx  4-  nx) . (Cx  4-  x’ . sin ,it).dx ; 

équation  d'où  l’on  tire , en  prenant  les  intégrales, 
dans  les  limites  prescrites 

a/c  (/7t  4"  4“  ^ "1“  3«) . fin . « . 

6'C(;rt4~  ”)  + 2/(m  4*  2n).sin.«  * 

Cette  valeur  de  suflit  pour  déterminer  la  posi- 
tion du  centre  de  pression  ; car  il  est  évident  que 
ce  point  doit  se  trouver  sur  la  droite  EE'  qui  Joint 
Jes  milieux  E el  E des  deux  bases  CD  et  C'U y 
puisque  cette  droite  partage  tous  les  éléraens  du 
trapèze  CDC'E  en  deux  parties  égales  : menant 
donc  dans  le  plan  de  ce  trapèze  une  parallèle  à la 
base  CDy  à une  distance  de  celle  base  égale  à x^, 
le  point  où  celte  parallèle  coupera  la  ligne  EE , sera 
le  centre  demaudé, 

-497-  Quand  l'angle  a,  est  nul^  la  paroi  est  bori- 
zoulale  ; le  centre  de  pression  doit  alors  coïncider 
avec  le  centre  de  gravité  : en  effet,  la  valeur  de 
ise  réduit  à 

et  il  est  aisé  de  reconnaître  dans  cette  expression, 
Ja  distance  du  ceptrç  de  gravité  du  trapèze  CDC'Uy 
à sa  base  CD. 

- U'angle  a ayant  unç  valeur  (quelconque,  si  la  base 

* 
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CD  est  à fleur  dfeau,  on  a f = o;  la  valeur  de  x, 
devient,  tonte  réduction  faite, 

/ (m  + 3^  _ 

, an)  ’ 

de  sorte  qu’elle  est , dans  ce  cas,  indépendante  de 
l’inclinaison  de  la  paroi.  Le  trapèze  CDC U se  change 
en  un  parallélogramme  ; lorsqu’on  a CD  =:  C Lf, 
ou  /n  = 7z;  la  valeur  de  se  réduit  à 


a/ 


d’où  l'on  conclut  que  le  centre  de  pression  sur  on  pa- 
rallélogramme, dont  un  des  côtés  est  à fleur  d’eau, 
se  trouve  sur  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  deux 
bases  horizontales,  aux  deux  tiers  de  cette  ligne  à 
partir  de  la  base  supérieure. 

Le  même  trapèze  se  change  en  un  triangle , si 
l’une  des  deux  bases  CD  et  CU  e%\.  supposée  nulle; 
en  faisant  successivement  n=:o,  m — o,  on  aura 


dans  le  premier  cas,  la  base  CD  du  triangle  est  a 
fleur  d'eau  , et  alors  le  centre  de  pression  occupe  le 
milieu  de  la  droite  qui  joint  le  sommet  et  le  milieu 
de  cette  base;  dans  le  second  cas,  le  sommet  est  à 
fleur  d’eau,  la  base  C'U  opposée  à ce  sommet  est 
horizontale,  et  le  centre  de  pression  se  trouve  sur  la 
droite  qui  joint  le  sommet  et  le  milieu  de  Cette  base, 
aux  trois  quarts  à partir  du  sommet.  On  vérifie,  dans 
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tous  ces  cas  particuliers  ^ que  le  centre  de  pression 
sur  une  paroi  inclinée  est  toujours  plus  bas  que  le 
centre  de  gravité  de  l’aire  de  cette  paroi. 

498.  Lorsqu’un  corps  solide  est  plongé  en  tout 
ou  en  partie  dans  un  fluide  pesant,  il  éprouve,  dans 
tous  les  points  de  la  partie  plongée  de  sa  surface, 
une  pression  perpendiculaire  à çette  surface,  et  di- 
rigée de  dehors  en  dedans.  La  pression  totale  que 
supporte  une  portion  plane  de  cette  surface,  se  dé- 
terminera de  la  même  manière  que  la  pression  qui  a 
lieu  sur  une  paroi  plane  du  vase  qui  contient  le 
fluide;  si  cette  portion  de  surface  est  courbe,  il  fau- 
dra, pour  déterminer  sa  pression  totale,  la  partager 
en  élémens  infiniment  petits;  décomposer  sa  pression 
sur  chaque  élément,  en  trois  forces  parallèles  à des 
axes  rectangulaires;  chercher  ensuite,  à l’aide  du 
calcul  Intégral,  la  résultante  des  forces  dirigées  sui- 
vant chaque  axe,  et  le  point  d’application  de  cette 
résultante;  enfin,  réduire,  s’il  est  possible,  les  trois 
résultantes  qu’oq  aura  obtenues,  en  une  seule  force, 
qui  sera  la  pression  demandée.  Mais  cette  recherche 
se  simplifie  beaucoup,  quand  on  se  propose  de  trou- 
ver la  résultante  des  pressions  que  le  fluide  exerce, 
sur  la  sdïÉacé  enlièrj  du  corps  plongé;  car  alors  il 
est  «iVvoij'  égai<4  aux  composantes  horizon- 

{àlfés'àés  pressions  élémentaires,  à cause  que  ces 
composantes  sc  détruisent  deux  à deux,  quelle  que 
soit  la  forme  du  corps. 

PoFur  le  prouver,  soit  AmB  (fig.  36)  te  corps  dont 
il  est  ,^aestion;  désignons  par  a;,  2,  les  coordon- 
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nrfes  d’un  point  quelconque  m de  sa*  surface,  et 
prenons,  comme  précédemment,  le  plan  horizontal 
du  niveau  du  fluide,  pour  le  plan  des  et  l’axe 

des  Z vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur; 
considérons  une  portion  de  cette  surface,  infiniment 
petite  dans  ses  deux  dimensions,  terminée  par  une 
courbe  quelconque,  et  qui  répond  au  point  w;  re- 
présentons toujours  par  a,  l’aire  de  cet  élément,  et 
par  pot  la  pression  qu’il  éprouve, /J  étant  la  pression 
rapportée  à l’unité  de  surface  : la  valeur  de  p sera  la 
même,  dans  l’état  d’équilibre,  pour  tous  les  points 
qui  sont  à la  même  distance  z du  niveau  du  fluide, 
soit  que  ce  fluide  stagnant  soit  homogène,  soit  que 
seulement  il  soit  composé  de  couches  homogènes 
et  horizontales.  Appelons  encore  «t,  les  angles 
que  la  direction  de  la  pression  pot , ou  la  normale 
vin  à la  surface  du  corps,  fait  avec  les  axes  des  jc, 
des  et  des  z ; de  sorte  que  pu . cos  .«,/>«.  cos . Q , 
pu. cos. y,  soient  les  composantes  de  cette  force, 
suivant  ces  axes.  Enfin,  supposons  qu*ou  projette 
l'élément  a>  sur  les  trois  plans  des  coordonnées;  et 
désignons  ses  projections,  par  a,  sur  le  plan  des^, 
z;  par  sur  le  plan  des  x,  z;  et  par  c,  sur  le  plan 
des  JC,  J'.  En  observant  que  le  plan  tangent  au  point 
/n,  ou  le  plan  perpendiculaire  à la  droite  viu,  n’est 
que  le  prolongement  indéfini  de  rélément  a>,  ou 
aura,  cçmme  dans  le  n°  8o, 

a -=  •.cnt.se,  4 = «.co».f,  e=:».cos.y. 

Multipliant  ces  équations  par  p,  il  vient 

pa  ■=  pv.cot.A , pb  s=  pa . cos, 6 , pc^pm.coM  -y, 


. Di  ' ' , 
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donc  pa,  p6 y pc^  iOn\.  les  composantes  snivanf  le» 
axes  des  x , des^  et  des  z , de  la  pression  pce  ; ce 
qui  fait  voir  que  la  composante  de  cette  pression, 
perpendiculaire  à un  plan  quelconque,  se  déduit 
de  la  pression  elle-même,  en  y remplaçant  l’élé- 
luent  a,  par  sa  projection  sur  ce  plan. 

Or,  le  corps  étant  terminé  de  toutes  parts,  il  y a 
nécessairement  au  moins  un  second  élément  de  sa 
surface,  quia  la  même  projection  sur  un  plan  donné, 
que  l’élément  a.  Ainsi,  par  exemple,  en  prolon- 
geant dans  l’intérieur  du  corps  toutes  les  perpendi- 
culaires abaissées  du  contour  de  l'élément  ai,  sur  le 
plan  des^,  z,  elles  rencontreront  une  seconde  fois 
la  surface;  elles  détermineront  donc  sur  cette  sur- 
face un  second  élément,  que  je  désignerai  par  ce',  et 
qui  aura  la  meme  projection  que  ai,  sur  le  plan  des^,z. 
Ces  deux  élémens  a>  et  ai' seront  à la  même  distance  z 
du  niveau  du  fluide;  les  pressions  qu’ils  éprouvent 
seront  donc  représentées  par  pce  et  pce',  le  coefficient 
étant  le  même  pour  l’un  et  pour  l'autre;  donc  leurs 
composantes  parallèles  à l’axe  des  x seront  égales 
entre  elles  et  représentées  par  pa,  puisque  aést  la  pro- 
jection commune 'de  « et  ce'  sur  le  plan  des  jr,  z. 
D'ailleurs  les  pressions  normales  pce  et  pce'  agissant 
de  dehors  en  dedans  du  corps,  il  s’éhiuit  que  leurs 
composantes  suivant  une  droite  quelconque , sont 
dirigées  en  sens  contraire  l’une  de  l’autre  ; donc  les 
composantes  parallèles  à l’axe  des  x de  ces  deux 
pressions,  se  détruisent  réciproquement.  Dans  la 
figure,  l’élément  a' répond  au  point /n';  la  preSsion 
/»»  s’exerce  suivant  la  normale  m'n,  cl  sa  compo- 
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santé  suivant  la  droite  du  point  /«'vers  le  I 

point  tn  ; au  contraire , la  composante  pa  de  la  pres- 
sion pu , est  dirigée  suivant  cette  droite  m'm,  mais 
de  m vers  m. 

Si  l’on  prolonge  de  même  les  perpendiculaires 
abaissées  du  contour  de  u sur  le  plan  des  x,  z, 
jusqu’à  ce  qu’elles  rencontrent  une  seconde  fois  la 
surfàce  du  corps,  on  déterminera  un  élément  u,"  de 
cette  surface,  dont  la  projection  sur  le  plan  des zr,z, 
sera  6,  comme  celle  de  ot.  La  composante  paral- 
lèle à l’axe  des^,  de  la  pression  qui  a lieu  sur 
cet  élément,  sera  égale  et  contraire  à la  composante 
parallèle  au  même  axe,  de  la  pression  pu»  qui  a lieu 
sur  l’élément  a;  ces  deux  composantes  se  détruiront 
donc  réciproquement;  par  conséquent  les  deux 
composantes  horizontales  de  la  pression  pu , sont 
détruites,  l’une  par  la  composante  suivant  ëaxe  des 
X,  de  la  pression  pu' y l’autre  par  la  composante  sui- 
vant l’axe  des  J',  de  la  pression  pu*.  C’est  de  celte 
manière  que  les  pressions  horizontales  que  le  fluide 
exerce  sur  tous  les  élémens  de  la  surface  du  corps , 
se  détruisent  mutuellement  dans  chaque  tranche  ho- 
rizontale de  ce  corps. 

499.  Quant  aux  composantes  verticales  de  ces 
pressions  élémentaires)  pour  en  trouver  la  résul- 
tante , je  suppose  que  l’on  prolonge  les  perpendicu- 
laires abaissées  du  contour  de  l’élément  u,  sur  le 
plan  des  x,j,  jusqu’à  ce  qu’elles  rencontrent  de 
nouveau  la  surface  du  corps,  ce  qui  détemunera  sur 
cette  sur&ce  un  autre  élément  qui  aura  la  même 
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projection  horizontale  que  ai.  Ces  perpendiculaires 
formeront  un  cylindre  vertical,  terminé  de  part  et 
d’autre  à la  surface  du  corps  parles  élémens  a>  el  co^f 
sa  section  horizontale  est  égale  à la  projection  c, 
commune  à ces  deux  élémens  ; sa  hauteur  verticale 
est  la  distance  d’un  de  ces  élémens  à l’autre;  nous 
la  désignerons  par  /,  et  alors  cl  sera  sou  volume. 
Dans  la  figure,  l’élément  répond  au  point  w, , 
et  I est  la  longueur  de  la  verticale  mm^.  Si  le  corps 
est  entièrement  plongé  dans  le  fluide,  le  cylindre 
terminé  par  les  élémens  m et  éprouvera,  à ses 
deux  extrémités,  des  pressions  normales  à la  surface 
du  corps,  et  représentées  par  pv  et  p et  p,  étant 
les  pressions  rapportées  à l'unité  de  surface  qui  ré- 
pondent aux  élémens  et  et  qui  ne  sont  pas  les 
mêmes,  parce  que  ces  élémens  ne  se  trouvent  pas 
h une  lÿême’distance  du  niveau  du  fluide.  Les  com- 
posantes verticales  de  ces  pressions  sont  pc  et  pc  ; 
elles  agissent  en  sens  contraire  l’une  de  l’autre;  la 
force  verticale  qui  tend  à élever  le  cylindre , est  égale 
à l’excès  de  la  pression  inférieure  sur  la  pression 
supérieure;  elle  sera  donc  exprimée  par  (p — 
en  supposant  que  a>  soit  l’élément  inférieur. 

Quand  le  fluide  est  homogène,  on  ap — p^=gj>ly 
g étant  la  gravité , et  / la  densité  ; donc  alors  la 
différence  des  pressions  devient  gf-cl,  c’est-à- 
dire,  qu’elle  est  égale, an  poids  d’un  volume  c/ du 
fluide,  égal  au  volutaié  du  cylindre  que  nous  consi- 
dérons. En  partageâhl  ainsi  le  corps  en  une  infinité 
de  cvlindres  verpcaux,  on  voit  que  chacun  de 

ces  cvlindres  sera  poussé  de  bas  en  haut  par  une 
» 
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force  Terticale , égale  et  coalraire  au  poids  du  cy- 
lindre fluide  dont  il  tient  la  place;  par  conséquent 
la  résultante  de  toutes  ces  forces^  sera  aussi  égale 
et  contraire  au  poids  entier  de  la  niasse  fluide  rem- 
placée par  le  corps  ; de  sorte  qu’en  désignant  par 
son  volume , on  aura  pour  l’intensité  de  cette 

résultante;  et  cette  force  sera  dirigée  de  bas  en  haut, 
suivant  la  verticale  qui  passe  par  le  centre  de  gra-  • 
vite  de  la  niasse  fluide  déplacée. 

Quoique  nOVis  ayons  supposé  le  corps  entièrement 
plongé  dans  le  fluide,  notre  raisonnement  s’applique 
également  au  cas  où  il  n’y  est  plongé  qu’en  partie  : 
il  est  aisé  de  voir  que  dans  ce  cas  la  résultante  des 
pressions  verticales  du  fluide,  est  égale  au  poids 
de  la  masse  fluide  déplacée  par  la  partie  plongée  du 
corps,  et  qu’elle  est  dirigée  de  bas  en  haut,  suivant 
la  verticale  menée  par  le  centre  de  gravité  de  cette 
masse. 

Il  est  encore  facile  d’appliquer  le  même  raison- 
nement au  cas  où  le  fluide  est  composé  de  couches 
horizontales  et  homogènes,  de  différentes  densités. 
Pour  avoir  la  résultante  des-  pressions  verticales 
qu’un  semblable  fluide  exerce  sur  un  corps  qui  y est 
plongé  en  toutjou  en  partie,  on  imaginera  chaque 
couche  homogène  prolongée  dans  l’intérieur  du 
corps;  ce  qui  formera  une  masse  fluide,  analogue 
à celle  qui  environne  le  corps , et  de  même  volume 
que  sa  partie  plongée  : la  pression  demandée  sera 
égale  au  poids  de  cette  masse  fluide  et  appliquée  à 
son  centre  de  gravité.  ' , 
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5oo.  Ou  parvient  immédiatement  à tous  ces  ré- 
sultats relatifs  aux  pressions  horizontales  et  verti- 
cales, par  une  considération  indirecte,  qu’il  est  bon 
de  connaître. 

Considérons  un  fluide  pesant  et  homogène , ou  seu- 
lement composé  de  couches  horizontales  et  homogè- 
nes, en  équilibre  dans  un  vase  ouvert  à sa  partie  supé- 
rieure; l’équilibre  ne  sera  pas  troublé,  si  l’on  suppose 
qu’une  partie  de  ce  fluide  vient  à se  solidifier  ; et  l’on 
peut  prendre  celte  portion  à la  surface*outout-à-fait 
dans  l’intérieur  de  la  masse  fluide  entière.  Dans  l’un 
et  l’autre  cas,  on  aura  un  corps  solide  pesant,  sus- 
pendu et  en  repos  dans  le  reste  du  fluide  : il  faut 
donc  que  les  pi'essions  normales  que  le  fluide  exerce 
sur  la  surface  de  ce  corps , se  réduisent  à une  seule 
force,  égale  et  contraire  au  poids  du  fluide  solidiGé. 
Or,  si  l’on  remplace  ce  corps  solide  par  un  autre  , 
qui  soit  exactement  de  même  forme,  il  est  évident 
que  celui-ci  éprouvera  en  tous  ses  point*:  les  mêmes 
pressions  que  le  premier  ; d’où  l’on  conclnt,  i°.  que 
les  pressions  qu’un  corps  Guide  pesant  exerce  sur 
tous  les  points  de  la  surface  d’un  corps  solide,  plongé 
dans  ce  Guide  , ont  nne  résultante  unique;  a°.  que 
cette  résultante  est  verticale  et  dirigée  de  bas 
en  haut;  3’.  qu’elle  est  égale  au  poids  de  la  portion 
de  Guide  déplacée  par  le  corps  ; 4“-  qu’elle  est  appli- 
quée au  centre  de  gravité  de  celte  portion  de  Guide  : 
résultats  qui  s’accordent  avec  ceux  des  n°*  çrécé- 
dens,  et  qui  comprennent  à-la-fois  le  cas  où  une 
partie  du  corps  surnage , et  celui  où  le  corps  entier 
«St  plongé  dans  le  Guide. 
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Soi.  Connaissant  en  grandeur  et  en  direction  , la 
résultante  des  pressions  qu’un  fluide  pesant  exerce 
sur  un  corps  solide,  il  est  aisé  d’on  déduire  les  con- 
ditions d’équilibre  de  ce  corps  ^ en  ayant  égard  à 
son  poids  et  à cette  résultante.  Dans  tous  les  cas, 
ces  conditions  se  réduiront  à deux  : la  première  , 
que  le  centre  de  gravité  du  corps  et  celui  de  la 
portion  de  fluide  déplacée,  soient  sur  une  même 
verticale;  la  seconde,  que  le  poids  de  cette  portion 
de  fluide  soit  égal  au  poids  du  corps.  Il  est  évident 
que  ces  deux  conditions  sufllsent  et  sont  nécessaires 
pour  que  la  résultante  des  pressions  et  le  poids  du 
corps  se  fassent  équilibre. 

Quand  le  corps  est  homogène  et  entièrement 
plongé  dans  un  fluide  également  homogène , la  pre- 
mière condition  est  toujours  remplie,  parce  qu’alors 
les  deux  centres  de  gravité  coïncident;  il  suffît  donc, 
pour  que  ce  corps  ne  prenne  aucun  mouvement , 
que  son  poids  soit  égal  à celui  du  fluide  qu’il  dé- 
place ; et  comme  le  volume  du  fluide  et  celui  du 
corps  sont  les  mêmes,  cette  condition  se  réduit  à 
ce  que  leurs  densités  soient  égales  : bien  entendu 
qu’il  faut  en  outré  que  Je  corps  soit  capable  de  ré- 
sister aux  pressions  qu’il  éprouve  dans  tous  ses 
points,  pressions  qui  tendent  à le  comprimer  de 
toutes  parts,  et  qui  sont  d’autant  plus  grandes  que  le 
coqis  est  placé  à une  plus  «grande  profondeur  au- 
dessous  du  niveau  du  fluide.  Si  les  densités  sont 
diflerentes,  le  corps  montera  ou  descendra  selon 
que  sa  densité  sera  plus  petite  ou  plus  grande  que 
celle  du  fluide  : on  le  maintiendra  en  repos,  dans 
a.  aZ 
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le  premier  cas  , en  l'attachaut  au  fond  du  vase  par 
un  fil  inex  lensible  ; et  dans  le  second  cas  , en  le  sus- 
pendant à l’exlrémile  inférieure  d’un  semblable  fil, 
attaché  par  son  autre  extrémité  à un  point  fixe.  Or, 
si  nous  supposons,  dans  ce  second  cas,  que  le  point 
de  suspension  soit  pris  sur  un  plateau  d’une  balance , 
il  est  évident  que  ce  plateau  ne  soutiendra  qu’uiie 
partie  du  poids  du  coips,  savoir,  l’exeès  df  son 
poids  entier  sur  celui  qui  représente  la  résultante 
des  pressions  verticales  du  fluide;  on  ne  devra 
donc  poser  dans  l’autre  plateau  de  la  balance  , 
pour  la  tenir  en  équilibre,  qu’un  poids  égal  à la 
différence  de  ces  deux  poids  ; d’où  l’on  conclut  ce 
principe  d’hydrostatique,  qu’««  corps  pesé  dans  un. 
Jluide  y y perd  une  partie  de  Son  poids  y égale  an 
poids  dujluide  quil  déplace. 

• 

5o2.  Nous  considérerons  plus  en  détail , dans  le 
chapitre  suivant  , les  conditions  d’équilibre  des 
corps  pesans,  soutenus  par  un  fluide;  .mais  c’est 
ici  le  lieu  d’indiquer  l’usage  de  la  balance  hydros- 
tatique y qui  ne  diflere  pas  essentiellement  d’une 
balance  ordinaire,  et  que^Ron  emploie  à peser 
les  corps  successivement  dans  le  vide  et  dans 
l’eau  , afin-  de  déterminer  le  rapport  de  leur 
densité  à celle  de  ce  fluide.  Cette  détermination 
se  fait  au  moyen  d’uae  formule  très-simple  dans 
laquelle  il  n’entre  que  le  poids  du  corps  dans 
le  vide  et  dans  l'eau.  Soient,  en  efiet,  P le  poidâ 
donné  d’un  corps  dans  le  vide;  P'  le  poids  aussi 
donné  du  même  corps  , quand  il  est  entièremeut 
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plongé  dans  l’eau;  V son  volume,  />  sa  densité,  tT 
Je  poids  de  l'eau  qu’il  déplace,  et  dugt  le  volume 
est  le  même  que  le  sien,  / la  densité  de  ce  fluide, 
G la  gravité;  nous  aurons 

P=yDG,  ^ — 

et  à cause  que  le  poids  du  corps  pesé  dans  l'eau , 
-est  diminué  du  poids  du  volume  d’eau  qu’il  déplace, 
nous  aurons  aussi 

P — ir  = P'. 

Eliminant  ^et  -tT  entre  ces  équations,  G s'en  va  eu 
même  tems  , et  l’on  trouve 

P T) 

P— P'  ~ 7’ 

,en  prenant  donc  la  densité  de  l'eau  pour  unité, 
celte  équation  fera  connaître  le  nombre  D qui  doit 
représenter  la  densité  du  corps,  ou  ce  que  les  phy- 
siciens appellent  sa  pesanteur  spécifique. 

Ce  moyen  ne  s’applique  qu’aux  substances  so- 
lides qui  ne  se  dissolvent  pas  dans  l’eau.  On  peut 
voir  dans  les  Traités  de  physique,  les  méthodes  que 
l’on  a imaginées  pour  obtenir  les  pesanteurs  spé- 
cifiques des  autres  substances,  et  pour  eu  former 
des  tables. 

5o3.  Il  résulte  du  principe  d’hydrostatique  que 
nous  venons  d’énoncer  , que  les  corps  doivent  être 
pesés  dans  le  vide,  si  l’on  veut  connaître  leur  véri- 
table poids.  Deux  corps  que  nous  pesons  dans  l’air, 
et  qui  s’y.  font  équilibre  au  moyen  d’une  balance 

a3.. 
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«xacte,  ne  sont  pas  égaux  en  poids,  à moins  qu5ls 
jie  soient  même  volume;  car 's'ils  ont  des  vo- 
lumes diÛ'érens,  ils  déplacent  des  quantités  d’air 
différentes  ; leurs  poids  sont  donc  inégalement  di- 
minués ; et  puisqu’ils  exercent  des  pressions  égales 
sur  les  plateaux  de  la  balance,  il  en  faut  conclure 
que  le  poids  du  corps  qui  a le  plus  grand  volume, 
est  aussi  le  plus  grand.  L'expérience  montre  effec- 
tivement qu’aussitôt  qu’on  transporte  la  balance 
dans  le  vide  , l’équilibre  se  rompt  eu  Diseur  du  corps 
dont  le  volume  est  le  plus  ^and. 

5o4-  Nous  devons  encore  observer  que  lorsqu’un 
corps  suspendu  dans  l’air,  est  abandonné  à l’action 
de  la  pesanteur,  sa  force  motrice,  dans  ce  fluide, 
est  égale  à l’excès  de  son  poids  sur  celui  de  l’air 
<|u‘il  déplace  ; de  sorte  qu’il  est  sollicité  par  uno 
force  accélératrice  constante , un  peu  plus  petite 
que  la  pesanteur  dans  le  vide.  Pour  comparer  ces 
deux  forces  entre  elles , désignons  par  g la  pre- 
mière , par  G la  seconde , par  V le  volume  du 
corps  , par  D sa  densité,  par  f celle  de  l’air;  nous 
aurons  f^D  pour  sa  masse,  et  GVD  — GV f pour 
sa  force  motrice  ; divisant  donc  l’une  par  l’autre, 
aüu  d’obtenir  la  force  accélératrice,  il  vient 

«=<=(■ -i> 

Ainsi  , l’air  ralentit  le  mouvement  des  corps 
pesans,  par  deux  raisons  distinctes  : parce  qu’il  agit 
sur  eux  comme  milieu  résistant,  ce  qui  produit 
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tme  force  relardalrice  dépendante  de  la  vitesse  du 
mobile;  et  parce  qu’il  diminue  la  force  accéléra- 
trice constante  qui  agit  sur  ces  corps.  Nous  avons 
vn , dans  le  n*  ayS , que  la  première  cause  n’a  aucune 
influence  sur  la  durée  de  l’oscillation  entière  d’un 
pendule;  mais  il  n’en  est  pas  de  même  de  la  se- 
conde : cette  durée  étant  en  raison  inverse  de  la 
racine  carrée  de  la  force  g-,  il  s’ensuit  qu’elle  dé- 
pendra de  la  densité  de  l’air  dans  lequel  le  pendule 
fait  ses  oscillations  , et  quelle  augmentera  avec 
cette  densité.  II  s’ensuit  aussi  que  la  valeur  de  g 
qu’on  détermine  par  les  observations  du  pendule  , 
faites  dans  l’air  (n*  373) , n'est  pas  exactement  l’in- 
tensité de  la  pesanteur  dans  le  vide;  mais  au  moyen 
de  la  formule  précédente , il  est  aisé  de  calculer  la 
valeur  de  G d’après  celle  dc^,  quand  on  connaît 

le  rapport  ^ de  la  densité  de  l’air  à celle  du  corps 
que  l'on  fait  osciller. 

5o5.  Reprenons  maintenant  la  théorie  des  pres- 
sions des  fliildes  sur  les  parois  des  vases ^ dont  nous 
nous  sommes  écartés  un  moment , et  à laquelle  il 
nous  reste  peu  de  choses  à ajouter. 

La  démonstration  du  n*  4q3  s’applique  sans  dif- 
ficulté aux  composantes  horizontales  de  ces  pres- 
sions; on  en  couclulque  ces  composantes  sont  deux 
à deux  égales  et  contraires , et  qu’elles  se  détruisent 
toutes  mutuellement  quelle  que  soitlaformedu  vaset 
de  manière  que  si  un  vase  posé  sur  un  plan  hori- 
xonlpl  fixe,  contient  un  ou  plusieurs  fluides  en  équi.-. 
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libre,  les  pressions  horizontales  que,  ces  fluides- 
exercent  SU!'  ses  parois  , ne  lui  imprimeront  aucun  < 
mouvcment-parallèlement  à ce  plan.  Mais  si  l’on  fait’ 
une  ouverture  aux :piarois  , au -^dessous  du  niveau 
du  fluide,  lei  va^e  glissera  aussitôt  sur  le  plan,  en 
vertu  de  la  pressioniiqui  a lieu  sür  la  partie -du  vase 
opposée  à celle  que  Ton  a percée.  Pour  bien  con-  > 
cevoir  cet  effet  , supposons  que  le  vase  soit  un 
parallélépipède  rectangle  ^C(flg.  57)j  rempli  d'eau 
jusqu’à  une  certaine  hauteur;  traçons  sur  une  de-- 
ses  faces  verlicalefl^  au-dessous  du  niveau  de  l’eau  j • 
une  courbe  fermée  ;nra/;  par  tous  ses  points,  menons 
des  perpendiculaires  à son  plan  , qui  formeront  un 
cylindre  horizontal,  et  qui  intercepteront  sur  la  face  ' 
opposée  du  vàse,  une. aire  m'nT, égale  et  semblable' 
à l’aire  mnl  : Ces  deux*  aires  éprouveront  des  pres- 
sions horizontales  qui-  sont  parfaitement  égales,  et» 
qui  SC  détruisent  mutuellement,  p-irce  qu’elles  agis- 
sent de  dedans  en  dehors  du  Vàéé,'  è'tpar  consé- 
quent en  sens  contraire  l’une  de  l’autre.  Or,  si  l’on 
fait  une  ouverture  latérale  au  ^wse  et  qu'on  enlève^ 
la  portion  nml  de  ses  parois  , s’écoulera  par 

cclté  ouverture,  la  pression  qui^a  lipu  sup  mal'.. 
lie  sera  plus  détruite,  et  le  vase  sera  mis  en  mou- 
vement par  cette  pression,  dans  leseifis'dii  sa  di- 
rection. Celte  force  motrice  du  'vasé’’dépèndra  de 
l’élenduede  niV/*,  etdelahauteür  dtt’nîvcaudereau, 
an-dessus  du  centre  de  gravité  de  cette  aire  (n°495); 
elle  sera  constante,  quand  le  niveau  sera  entretenu/ 
constamment  à la  même  hauteur  j elle  diminuera, 
lorsque  ce  uivcau  s'abaissera, 
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C’est  sur  eette  remarque  qu'est  fondé  le  moyen 
ingénieux,  proposé  par  Daniel  Bernoulli  y pour 
mouvoir  les  bateaux  sans  le  secours  des  rames  ni 
du  vent., 

5o6.  Le  raisonnement  du  n*  4Q9>  appliqué  aux 
composantes  verticales  des  pressions  qu’un  ou  plu- 
sieurs Huides  contenus  dans  ân  vase  de  forme  quel- 
conque, exercent  sur  toute  l’étendue  de  scs  parois  , 
prouve  aussi  que  la  résultante  de  toutes  ces  pres- 
sions, u’est  rien  autre  chose  que  le  poids  même 
de  ces  fluides.  Ce  poids,  joint  à celui  du  vase, 
forme  donc  la  seule  pression  que  supporte  lé 
plan  horizontal  sur  lequel  le  vase  est  posé.  On  ne 
doit  pas  la  «oufondre  avec  la  pression  qui  a lien  sur 
une  partie  seulement  des  parois  duvase,par  exemple, 
sur  son  fond  horizontal  : celle-ci  peut,  dans  certains 
cas,  surpasser  de  beaucoup  le  poids  du  fluide  contenu 
dans  le  vase  (n*  4q5)  ; mais  cela  n’arrive  que  quand 
le  ya.se  va  en  se  rétrécissant  à p.artir  du  fond  : alors 
mie  partie  de  ses  parois  est  pressée  verticalement 
de  bas  en  Ik-uiI,  et  le  plan  qui  le  supporte  n’est 
chargé  que  de  la  pression  qui  a lieu  sur  le  fond  , 
diminuée  de  celle  qui  a lieu  en  sens  coutraire  sur 
la  partie  opposée. 

§.  II.  Conditions  d’èquilihre  des  fluides  conlefius 
dans  des  vases  commnniquans. 

Scy,  La  considération  des  couches  de  niveau 

nous  a déjà  fait  connaître  les  conditions  d’équilibre 

de  düTérens  fluides  renfeunés  dans  un  même  vase ^ 
\ 
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mais  ces  conditions  ne  sont  plus  sufTIsantcs^  lors- 
que ces  fluides  sont  contenus  dans  plusieurs  vases, 
dont  chacun  est  ouvert  à sa  partie  supcVieure,  et 
qui  communiquent  entre  eux  par  des  ouvertures 
latérales,  de  manière  que  les  fluides  peûvent  couler 
d'un  vase  dans  Tautre.  Si  l’équilibre  existe  dans 
un  pareil  système  de  fluides , il  est  certain  qu"il 
ne  sera  pas  troublé,  en  supposant  qu’on  ferme  les 
ouverture^  latérales  des  vases.  Cet  état  ne  saurait 
donc  subsister  dans  le  système  entier,  à moins 
qu’il  n’ait  lieu  séparément  dans  chaque  vase;  ainsi, 
il  faudra  d’abord  que  les  fluides  de  difierentcs  den- 
sités contenus  dan$  un  même  vase,  y soient  disposés 
par  couclies  horizontales;  cette  condilioy  étant  rem- 
plie, il  faudra  en  outre  qu’il  existe  un  certain  rap- 
port entre  les  densités  des  fluides  et  les  hauteurs  de 
leurs  niveaux  daus  les  vases  communiquans;  et  c’est 
, ce  rapport  qu’il  s’agit  maintenant  de  déterminer. 

5o8.  D’abord  supposons  qu’on  ait  un  seul  fluide, 
homogène  et  Incompressible, répandu  dans  plusieurs 
vases  communlquans,  dont  chacun  est  ouvert  à sa 
partie  supérieure  ; il  faudra  que  le  fluide  s’élève  à 
la  même  hauteur,  ou  qu’il  ait  le  même  niveau  dans 
tous  ces  vases.  En  eflet,  s’il  y avait  un  vase  dans 
lequel  le  fluide  s’élevât  à une  plus  gi'ande  hauteur 
que  dans  les  autres,  la  pression  ne  souralt  être  nulle 
à la  surface  libre  du  fluide  dans  ceux-ci  : elle  y 
serait  proportionnelle  à la  distance  de  cette  surface 
au  niveau  le  plus  élevé;  par  conséquent  il  faudrait, 
pour  réquUibrc,  que  le  vase  dans  lequel,  le  fluide 
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s’élève  à la  plus  grande  hauteur,  restât  seul  ouvert, 
et  que  tous  les  autres  fussent  fermés  par  des  parois 
fixes , adjacentes  à la  surface  supérieure  du  fluide. 

Ainsi,  toutes  les  fois  qu’un  fluide,  tel  que  l’eau, 
par  exemple,  peut  couler  d’un  vase  dans  un  autre, 
et  que  nous  le  voyons  néanmoins  demeurer  en  re- 
pos, nous  en  pouvons'  conclure  que  le  fluide  est 
alor&de  niveau  dans  les  deux  vases.  L’usage  qu’on  fait 
du  niveau  d'eau,  dans  les  opérations  trigonomélri- 

ques,  est  une  application  immédiate  de  ce  principe. 

* 

509.  L’eau  étant  ainsi  de  nive.au  dans  deux  vases 
communiquans  ADC  et  BEF  38),  versons  un 
uouTcau  fluide  dont  la  densité  soit  /,  dans  le  pre- 
mier, et  un  autre  fluide  dont  la  densité  soit  f , dans 
le'  second;  soit  cdef\e  niveau  de  l’eau  dans  les  deux 
vases,  cd'  et  ef,  ceux  des  nouveaux  fluides,  h'  et 
h",  les  hauteurs  de  ces  niveaux  au-dessus  du  ni- 
veau de  l’eau.  Quelle  que  soit  la  forme  des  deux 
vases  aq-dessus  du  niveau  edef,  la  pression  que  le 
premier  fluide  exerce  sur  la  surface  ed  de  l’eau,  sera 
égale  à.  ah' f' y a étant  l’aire  de  cette  «urface  ; et  la 
préssiou  exercée  par  le  second  fluide  sur  la  surface 
efy  sera  égalé  à hh"  f y b étant  l’aire  de ‘la  section  ef 
du  second  vase  (n*  493)  •'  or,  pour  que  ces  deux 
pressions  ne  troublent  pas  l’équilibre  de  l’eau,  il 
,,  faut  qu’elles  soient  entre  elles  comme  les  surfaces 
a et  b (n®  481);  donc,  il  faut  qu’on  ait  /<'/  = /**/>', 
c’est-à-dire,  que  les  hauteurs  des  deux  fluides  au- 
dessus  du  niveau  primitif,  doivent  être  réciproque- 
ment proportionnelles  à leurs  densités. 
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Sans  entrer  dans  de  plus  grands  détails,  il  est  aisé 
de  voir  que  si  l'on  a un  nombre  quelconque  de  vases 
communiquans  par  des  ouvertures  latérales , qu’ils 
soient  remplis  d’un  premier  fluide»,  d’eau  par 
exemple,  jusqu’à  une  certaine  hauteur  au-dessus  de 
ces  ouvertures,  que  ce  fluide  ail  le  même  niveau 
dans  tous  les  vases , et  qu’on  verse  à-la-fois  dans 
chaque  vase,  plusieurs  fluides  de  difTérentes  densités, 
disposés  par  couches  horizontales  : il  suffira  et  if  sera 
nécessaire  pour  l’équilibre  , que  la  somme  des  hau- 
teurs verticales  de  ces  couches,  multipliées  respec- 
tivement par  les  densités , soit  la  même  dans  tous 
les  vases. 

Pour  déterminer  la  pression  sûr  le  fond,  ou  sur 
toute  .autre  paroi  de  l’uu  de  ces  vases,  on  aura  seu- 
lement égard  aux  fluides  qu’il  contient,  et  l’on  fera 
abstraction  de  ceux  qüi  sont  conlenüs  dans  les  autres 
vases.  Eu  effet,  on  peut,  sans  troubler  l’équilibre 
et  sans  rien  changer  aux  pressions , fermer  toutes 
les  communications  de  ces  vases  par  des  parois 
fixes,  et  considérer  ensuite  chaque  vase  isolément. 

5io.  Au  lieu  de  verser  un  nouveau  fluide  dans 
les  deux  vases  ADC  et  lŒFy  on  aurait  pu  recou- 
vrir la  surface  de  l’un  de  ces  vases,  par  une  paroi 
mobile,  et  poser  un  poids  quelconque  sur  cette 
paroi  ; en  donnant  au  fluide  versé  dans  l’autre  vase, 
une  hauteur  convenable,  au-dessus  du  niveau  de 
l’eau,  la  pression  duc  à ce  fluide  pourra  toujours 
faire  équilibre  à ce  poids  quelque  grand  qu’il  soit. 
C’est  sur  ce  principe  qu’est  foudéc  la  construclioifc 
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de  la  ^re^se  hjrdrostalique , danÿ  laquelle  un  simple 
filet  d’eau  peut  faire  équilibré  à un  poids  énorme  , et 
qu’on  avait  proposé,  dans  ces  derniers  tems,  d’em- 
ployer à peser  à-la-fois  les  voitures  et  leurs  charges. 

Qu’on  se  représente,  en  effet,  une  caisse  ou- 
verte à sa  partie  supérieure , et  à laquelle  nous 
donnerons,  pour  plus  de  simplicité  , la  forme  d’un 
parallélépipède  rectangle  ./I/iV  (fig.  5q)  : celte  caisse 
est  remplie  d’eau  jusqu’à  une  certaine  hauteur;  on 
pose  sur  la  surface  abcd  de  ce  fluide,  un  couvercle, 
ou  une  paroi  mobile,  qui  ferme  la  caisse  exacte- 
ment; au-dessous  du  niveau  de  l’eau,  on  fait  une 
ouverture  i?,  à l’une  des  parois  latérales , à laquelle 
on  ajuste  un  tuyau  recourbé  EFG^  ouvert  à sa 
partie  supérieure , et  dont  nous  supposerons  la  bran- 
che FGy  verticale.  A cause  du  poids  du  couvercle, 
et  de  tout  autre  poids  qu’on  y peut  ajouter,  l’eau  doit 
s’élever  dans  le  tube  au-dessus  de  son  niveau  dans  la 
caisse  ; ainsi  k étant  le  point  où  le  prolongement 
du  plan  horizontal  abcd  vient  couper  le  tube, 
l’eau  s’élèvera  jusqu’enam  point  /z,  situé  au-dessus 
dupoinlA'.  Pour  déterminer  la  position  dece  point  «, 
appelons  h la  hauteur  verticale  nk  ^ />  la  densité  de 
l’eau,  g la  gravité,  P le  poids  posé  sur  la  surface 
abcd  de  l’eau,  À l’aire  de  cette  surface , a l’aire 
de  la  section  horizontale  du  tube  au  point  k;  la- 
pression  de  l’eau  en  ce  point  sera  égale  au  produit 
fgha  ; pour  qu’elle  fasse  équilibre  à la  pression  P 
qui  s’exerce  sur  la  surface  y/ , il  faudra  qu’on  ait 

f jAfl  \ P \\a  \ A; 


Digitized  by  Google 


564  TRAITÉ  DE  5fÉCAMQUE. 
d'oà  l’oa  tire  • 

P=fgAh. 

Les  choses  e'tantdans  cet  état,  ajoutons  au  point  P, 
un  nouveau  poids  ^ y inconnu  et  qu'il  s’agit  de 
déterminer:  l’eau  s’élèvera  au-dessus  du  point» jus- 
qu’en un  point  tel  que  en  même  tems  le  niveau 
de  ce  fluide  s’abaissera  dans  la  caisse  et  deviendra, 
je  suppose , db’cd';  soit  k'  le  point  où  le  plan  ho- 
rizontal db'c'd'  prolongé  , vient  couper  le  tube  ; 
faisons  n«'=x,  hh'  ^jr  ; nous  aurons  dans  ce  nouvel 
état  d’équilibre 

P'-{-X=^gAiy+x')\ 

mais  à cause  que  l’eau  est  un  fluide  incompres- 
sible, l’abaissement^  et  l’élévation  x,  devront  être 
en  raison  inverse  des  surfaces  A et»  (n"48i)> 
c’est-à-dire,  qu’on  aura  Ajr=.ax',  mettant  donc  ax 
a la  place  de  Aj^y  et  pour  P sa  valeur,  dans  la  der- 
nière équation,  elle  se  réduit  à 

X=tg 

formule  qui  fera  connaître  immédiatement  le  poids 
X,  quand  on  aura  mesuré  la  hauteur  x,  ou  l’élé- 
vation de  l’eau  dans  le  tube,  au-dessus  de  son  niveau 
primitif,  produite  par  ce  poids  X.^ 

oit.  La  pression  atmosphérique  qui  s’exerce  sur 
la  surface  des  fluides  contenus  dans  des  vases  com- 
muniquans,  ne  saurait  jamais  troubler  l’équilibi-e  de' 
ces  fluides  ; car  cette  pression  est  toujours  propor- 
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tionnelleà  l'éteudue  de  la  surface  du  fluide,  en  con- 
tact avec  l’air  (n*494)>  ce  qui  est  la  même 
chose , la  pression  rapporte'e  à l’unité  de  surface  est 
la  même  partout  ; condition  suffisante  et  nécessaire 
pour  qu’elle  ne  détruise  pas  l’équilibre  des  fluides 
qu’on  suppose  exister  (n*  48>)*  Mai»  si  l’un  de 
ces  vases  s’ouvre  dans  le  vide,  tandis  que  les  autres 
s’ouvrent  dans  l’air , on  conçoit  que  l’équilibre  sera 
troublé,  et  que  le  fluide  s’élèvera  au-dessus  du 
niveau  dans  le  vase  où  il  n’éprouve  pas  la  pres- 
sion de  l’air.  En  supposant  donc  que  les  vases  com- 
muniquans  j^DC  et  EBF  (Rg.  38),  soient  tous  deux 
ouverts  à leur  partie  supérieure  DC  et  EF,  et  que 
l’on  y verse  ain  fluide  homogène , tel  que  l’eau  : ce 
fluide  se  mettra  de  niveau  daus  les  deux  vases,  et  y 
demeurera  malgré  la  pression  atmosphélrique;  mais 
si  l’on  fait  le  vide  dans  le  vase  EBF,  et  qu’on  le 
fernrlfe  exactement  dans  sa  partie  supérieure  , l’eau 
s’élèvera  aussitôt  dans  ce  vase,  et  s’abaissera  en 
même  tems  dans* l’autre.  Soit  donc  éf*  le  niveau 
de  l’eau  dans  le  vase,  fermé  EBF,  et  cd  le  niveau 
du  même  fluide  dans  le  vase  ouvert  ABC.  Sans  la 
pression  de  l’air  qui  s’exerce  sur  la  surface  cd,  le 
niveau  dans  le  vase  EDF  serait  ef,  qui  se  trouve 
dans  fe  même  plan  horizontal  que  cd',  appelons  h 
la  hauteur  verticale  du  niveau  e'f,  au-dessus  de  efy 
la  pression  rapportée  à l’unité  de  surface  que  la  por- 
tion d’eau  efe'f  exerce  sur  la  surface  ef,  sera  égale 
g étant  toujours  la  densité  du  fluide  et 
la  gravité  ; donc  , pour  que  cette  pression  fasse 
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«quilibre  à celle  de  l'air,  il  faudra  qu'on  ait 

yih  — n-, 

en  désignant  par  II,  la  pression  atmosphérique  rap- 
portée à l’unité  de  surface. 

On  voit  f par  celte  équation,  que  l’élévation  des 
fluides  au-dessus  de  leur  niveau,  produite  parla  pres- 
sion de  l’air , ne  dépend  ni  de  l’étendue  de  la  surface 
qui  éprouve  cette  pression  , ni  de  la  forme  des  vases 
.dans  lesquels  ces  fluides  sont  contenus  ; elle  ne  dépend 
que  de  la  densité  de  chaque  fluide , et  la  pression  de 
l’air  restantla même, l’élévation  d’un  fluide  quelcon- 
que est  en  raison  inverse  de  sa  densité.  Relativement 
à un  même  fluide , cette  élévation  est  1#  plus  grande 
à la  sqrface  de  la  terre  ; elle  est  moindre  au  sonunet 
d’une  montagne  d’une  hauteur  sensible , et  elle  dé- 
croît à mesure  qu’on  s’élève  au-dessus  de  cette  sur- 
face, parce  qu’alors  la  pi^ssion  atmosphériqife  di- 
minue. La  loi  de  ce  décroissement  et  l’application 
importante  qu'on  en  a faite  à la  mesure  des  hauteurs 
verticales , seront  l’objet  spécial  de  l’un  des  chapitres 
suivans.  * 

L’élévation  de  l’eau  due  à la  pression  atmosphé- 
rique, est  d’environ  lo  mètres  et  4 décimètres,  à 
la  surface  de  la  terre.  Eu  partant  de  cette  donnée, 
,il  sera  aisé  de  conclure  l’élévation  de  tout  autre 
fluide,  produite  par  la  même  cause,. quand  on 
connaîtra  le  rapport  de  sa  densité  à celle  de  l’eau. 

5i2.  Tout  ce  que  nous  disons  sur  l’équilibre  des 
fluides  pesaus  dans  les  vases  communiquans , con- 
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vient  également  aux  fluides  coulcnus  dans  des  tubes 
recourbés.  L’eau,  ou  tout  autre  liquide  pesant,  de- 
meurera en  équilibre  dans  un  tube  ACB  (fig.  40  et 
4i),comp6sé  de  deux  branches  AC  ci  BC  ouvertes 
en  enhaut , tant  que  ce  fluide  sera  de  niveau  dans  les 
deux  branches.  Si  l’une  d’elles  est  fermée  et  vide 
d’ai^ , l’eau  s’élèvera  dans  la  branche  fermée , jus- 
qu’à une  hauteur  d’environ  10™,  4,  au-dessus  de 
son  niveau  dans  la  branche  ouverte.  Les  deux  bran- 
ches étant  ouvertes,  si  le  tube  ACB  est  placé  dans 
une  position  renversée  (fig.  42),  l’eau  pourra  en- 
core s’y  tenir  en  équilibre  en  vertu  de  la  pression 
atmosphérique  qui  s’exerce  de  bas  en  haut  dans 
chaque  branche,  et  qui  s’oppose  à ce  que  l’eau  des- 
cende ; ^ais  en  supposant  que  le  fluide  occupe  la 
partie  aCb  du  tube,  il  faudra  i*.  que  les  deux 
points  extrêmes  a et  ^ , se  trouvent  dans  un  meme 
plai#  horizontal  ; a®,  que  la  hauteur  verticale  du 
sommet  U du  tube,  au-dessus  de  ce  plan  , soit  plus 
petite  que  la  hauteur  à laquelle  la  pression  de  l’air 
peut  élever  et  soutenir  le  fluide  donne  au  - dessus 
de  son  niveau.  Ainsi , en  abaissant  du  point  6’,  une 
perpendiculaire  Ce  sur  l'horizontale  ab , il  faudra, 
dans  le  cas  de  l’eau,  que  Ce  ne  dépasse  pas  1 o™ , 4 > 
environ,  sans  quoi  l’eau  descendrait  à-la-fois  dans 
les  deux  branches  AC  ci  BC , en  formant  un  vide 
au  sommet  C.'  ’ ‘ 

Au  reste,  on  doit  observer  que  l’équilibre  de 
l’eau  dans  un  tube  renversé,  n’est  qu’instantanée, 
de  manière  que  si  le  fluide  descend  un  tant  soit 
peu  dans  l’une  des  deux  branches,  et  monte  en 
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même  teins  dans  l’autre,  il  continuera  indéfi- 
niment à descendre  par  la  première  branche  et 
a monter  par  la  seconde.  En  effet,  supposons  que 
l’extrémité  a soit  descendue  en  a,  et  quef’extrémité 
b soit  montée  en  b',  de  sorte  que  le  Quide  remplisse 
maintenant  la  partie  a'Cb'  du  tube  j^CB  ; menons 
par  les  points  a'  et  b'  des  droites  horizontales  dtyb'f^ 
qui  rencontrent  la  verticale  Ce  aux  points  e et  f-, 
faisons  Ce=hj  Cfssh';  désignons  par  / et  g,  la  den- 
sité du  fluide  et  lagravité,et  comme  précédemment, 
par  n,  la  pression  atmosphérique,  rapportée  à l’unité 
de  surface  : la  pression  qui  a lieu  au  point  d et 
qui  tend  à faire  remonter  le  fluide  dans  la  branche 
A Cy  sera  l’excès  de  Ja  pression  FI  sur  celle  de  la 
portion  Cd  du  fluide  ; elle  sera  donc  égale  à p — g fh ; 
par  la  même  raison,  la  pression  au  point  b'  est 
égale  à Fl. — gfb't  et  elle  tend  à fiiire  remonter  le 
fluide  dans  la  branche  BC  ; or  , à cause  de  h'tC.h, 
la  seconde  quantité  est  plus  grande  que  la  première  : 
la  pression  au  point  d l’emportera  donc  sur  la  pres- 
sion au  point  n',  et  par  conséquent  le  fluide  s’écou- 
lera par  la  branche  AC.  ■ 

Lorsque  le  tube  est  dans  une  position  droite, 
l’équilibre  du  fluide  qu’il  renferme  est  stable; 
de  manière  que  si  on  l’abaisse  dans  une  des 
branches  au-dessous  de  son  niveau,  .et  qu’on 
l’élève  dans  l'autre  au-dessus  du  même  niveau , il 
tendra  à revenir  à sa  position  d’équilibre,  et  il  fera 
dans  l’une  et  l'autre  branche,  une  suite  indéfinie 
d’oscillations  dont  nous  donnerons  la  loi,  quand 
nous  traiterons  du  mouvement  des  fluides. 

5u>. 


Digitized  by  Google 


LIVRE  IV.  HYDROSTATIQUE.  56g 

5i5.  Rien  n’est  plus  facile  maintenant  que  d’expli- 
quer le  mécanisme  du  siphon^  instrument  qu’on 
emploie  à transvaser  les  liquides -et  qui  consiste 
simplement  en  un  tube  recourbé  dont  une  branche 
est  plus  longue  que  l’autre.  Soit  ab  (fig. '45)  le 
niveau  du  liquide  dans  le  vase  qu’il  s’agit  de  vider; 
on  plonge  dans  ce  liquide  la  branche  la  plus  courte 
CB  d’un  siphon  y/ on  aspire  ensuite  l’air  con- 
tenu dans  ce  tube,  et  aussitôt  la  pression  atmo- 
sphérique qui  s’exerce  sur  la  surface  ab^  fait  monter 
le  fluide  dans  la  branche  CB  ; il  s’élève  jusqu’au 
sommet  C,  pourvu  que  sa  hauteur  au-dessus  du 
niveau  ab^  ou.  la  perpendiculaire  Ce,  abaissée  de 
ce  point  sur  la  surface  aô,  n’excède  pas  la  hauteur 
à laquelle  le  fluide  peut  être  soutenu  par  la  pres- 
sion de  l'air  : parvenu  au  point  C,'  le  fluide  redes- 
cend par  la  branche  y/C,  et  il  s’écoule  dans  un  autre 
vase  par  l’extrémité  A de  cette  branche.  * 

Pendant  cet  écoulement,  le  niveau  ab  s’abaisse,  et 
la  hauteur  Ce  augmente;  il  faudra  donc  , pour  que 
l’écoulement  ne  soit  point  interrompu , que*  cette 
hauteur  n’atteigne  pas  la  limite  qui  lui  est  assignée, 
jusqu’à  ce  que  le  fluide  soit  entièrement  écoulé':  par 
exemple  , si  ce  fluide  est  de  l’eau  , l’écoulement 
s’arrêtera  de  lui  même,'  aussitôt  que  la  hauteur  Ce 
sera  devenue  égale  à io™,4-  * 

- . lui- 

5i4*  La  pesanteur  est  la  seule  force  que  nous 
ayons  considérée  dans  ce  paragraphe;  nous  n’avoos 
point  eu  égard  à l’attraction  mutuelle  des  molécules 
fluides,  non  plus  qu’à  l’attraction  des  parois  des  vases 
a.  a4 
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sur  ces  mêmes  molécules;  cependant  les  lois  de 
l’équilibre  des  fluides  pesans  sont  modifiées  en 
plusieurs  points,  par  l'action  de  ces  forces.  Il  ne  faut 
pas  confondre  l’attraclioa  dont  je  veux  parler  main- 
tenant, avec  celle  dont  il  a été  question  dans  le  pre- 
mier chapitre  du  livre  précédent  Toutes  les  parties 
de  la  matière  sont  en  efiet  soumises  à deux  sortes 
d’attractions  mutuelles,  essentiellement  distinctes 
l’une  de  l’autre.  L’intensité  de  l’une  de  ces  forces- 
suit  la  raison  inverse  du  carré  des  distances  des 
molécules.  Son  action  s’étend  à de  très -grandes 
distances;  c’est  elle  qui  produit  tous  les  phénomènes 
que  nous  présentent  les  mouvemensdes  corps  céles- 
tes; et  elle  comprend,  comme  cas  particulier,  la  pesan- 
teur terrestre.  Relativement  aux  plus  grandes  masses 
que  l’on  puisse  considérer  à la  surface  de  la  terre, 
cette  attraction  est  toujours  une  force  très-petite  par 
rapport  à la  pesanteur  (n*  SaS),  et  quand  on  cherche 
les  conditions  d’équilibre  d’un  fluide  pesant  contenu 
dans  un  vase,  on  peut,  sans  qu’il  en  résulte  aucune 
erreur  appréciable , négliger  l'attraction  de  cette 
espèce  que  le  vase  exerce  sur  le  fluide,  et  celle  du 
fluide  sur  lui  - même.  L'autre  espèce  d’attraction 
est  extrêmement  grande  dans  le  contact  des  mo- 
lécides  : son  action  s'étend  à distance  autour  de 
la  molécule  attirante,  mais  elle  décroît  avec  une 
extrême  rapidité , et  l’étendue  de  sa  sphère  d’acti- 
vité sensible  est  plus  petite  qu’aucune  distance  que 
noos  puissions  apprécier.  La  loi  de  ce  décroisse- 
ment est  inconnue  ; on  ignore  si  elle  est  la  même 
pour  toutes  les  substances  de  la  nature  ; l'expérience 
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t seulement  appris  que  la  grandeur  absolue  de  celte 
force  varie  avec  ces  diverses  substances , c’est-à-dire 
qu’une  même  mole'cule  , dans  les  mêmes  circons- 
tances, n’exerce  pas  une  attraction  égale  sur  des 
molécules  de  différentes  matières.  Quoi  qu’il  en  soit, 
la  réattion  est  toujours  égale  à l’action,  entre  des 
molécules  égales  en  masse,  de  sorte  que  cette  attrac- 
tion mutuelle  ne  peut  jamais  mettre  en  mouvement 
le  centre  de  gravité  d’un  assemblage  de  molécules 
qui  lui  sont  soumises. 

C’est  cette  dernière  espèce  d’attraction  qui  mo- 
difie les  conditions  d’équilibre  des  fluides  pesans. 
En  vertu  de  cette  force , la  surface  d’un  fluide  con- 
tenu dans  un  vase , n’est  plus  rigoureusement  hori- 
zontale; elle  est  concave  ou  convexe  près  des  parois 
de  ce  vase , et  elle  ne  devient  plane  et  horizontale 
qu’à  une  certaine  distance  de  ces  parois;  mais  de 
toutes  ces  modifications,  la  plus  remarquable  est 
l’élévation  ou  l’abaissement  du  niveau  des  fluides 
dans  les  tubes  capillaii'es.  L’expérience  prouve  , 
en  effet , que  si  l’on  plonge  un  tube  très-étroit  dans 
un  fluide,  ce  fluide  ne  prend  pas  dans  le  tube  le 
niveau  qu’il  a en  dehors  : le  niveau  s’élève  dans 
un  tube  de  verre,  plongé  dans  l’eau;  au  contraire, 
le  niveau  du  mercure  s’abaisse  dans  le  même  tube  ; 
or,  cette  élévation  et  cet  abaissement  sont  dus  à 
l’attraction  du  tube.  Sur  les  molécules  du  fluide., 
combinée  avec  l’attraction  du  fluide  sur  lui-même. 
On  doit  à M.  Laplace  une  Théorie  mathématique 
et  complète  du  phénomène  de  la  capillarité , et  d’un 
grand  nombre  d’autres  phénomènes  qui  dépendent 

a4.. 
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d’une  cause  semblable,  quoiqu'ils  paraissent  d’abord 
n’avoir  aucunrapport  entre  eux;  les  bornes  et  la  na- 
ture de  ce  Traité  ne  nous  permettent  pas  d’exposer, 
d'une  manière  convenable,  cette  importante  Théorie 
dont  on  trouvera  tous  les  dévcloppcmens  dans  le 
Supplément  ou  lo'  Livre  de  la  Mécanique  céleste. 

§.  III.  Notions  sur  les  Pompes, 

5i  5.  Les  machines  que  l’on  emploie  lepluscomrau- 
némcntà  élever  l’eyi  au-dessus  de  son  niveau,  sont 
les  dilTérentes  espèces  de  pompes.  Leur  théorie  est 
une  application  immédiate  et  fort  simple  des. lois 
de  l’équilibre  des  fluides  pesans,  et  pour  celte  raispii, 
nous  allons  maialenaut  eu  expliquer  les  points  prin- 
cipaux. , - • , ■ 

‘Une  pompe  consiste , en  général , en  un  tuyau 
cylindrique  CED  (fig.  44)»  dans  lequel  un  piston 
uéB  glisse  en  le 'remplissant  exactement  et  de  façon 
que  ni  l’air  , ni  l’eau  ne  puissent  passer  entre  le 
cylindre  et  le  piston.  Le  tuyau  CED  est  composé 
de  deux  parties  EC  et  ED^  qui  sont  le  plus  souvent 
des  cylindres  de  différens  diamètres,  exactement 
joints  l’un  à l’autre,  et  séparés  par  une  espèce  de 
cloison  EF,  qui  leur  est  fixement  attachée.  Cette 
cloison  est  percée  vers  son  centre;  l’ouverture  est 
fermée  par  un  couvercle ’à  , charnière  5 ,' qu’on 
appelle  une  Soupape,  et  qui  s’ouvre  de  bas  en  haut, 
comme  l’indique  la  figure.  La  soupape,  ens’ouvranf, 
permet  à l’eaù  de  passer  du  cylindre  inférieur  ED, 
dans  le  cylindre  supérieur  CE 'y  mais  quand  > elle 
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«St  fermée,  elle  empêche  ce  fluide  de  revenir  du 
6€Cond  cylindre  dans  le  premier.  Le  piston  j4B 
est  pareillement  percé  vers  son  centre,  et  l’ouver- 
ture est  aussi  fermée  par  une  soupape  V,  qui  s’ouvre, 
comme  la  première , de  bas  en  haut. 

Dans  toutes  leS  espèces  de  pompes  , l’eau  est 
élevée  d’un  cylindre  dans  l’autre  parle  jeu  du  piston  ; 
mais  dans  celles  qu’on  appelle  pompes  foulantes , le 
fluide  est  immédiatement  foulé  ou  poussé  par  le 
piston;  dans  les  autres,  c’est  l’aspiration  de  l’air  con- 
tenu entre  le  piston  et  l’eau,  qui  produit  l’élévation 
de  ce  fluide,  et  pour  cette  raison , on  les  nomme 
pompes  aspirantes  : quelquefois  aussi  ces  deux  moyens 
sont  combitjés  ensemble  dans  une  même  pompe  , 
dé  manière  qu’elle  est  à-la-fois  aspirante  et  fou- 
lante. Examinons  d'abord  le  mécanisme  dé  la  pompe 
aspiraule. 

5i6.  Soit  ab  le  niveau  de  l’eatique  l'on  vent  élever, 
et  dans  laquelle  le  cylindre  inférieur  est  plongé. 
Le  piston  AB  se  meut  dans  le  cylindre  supérieur 
EC y de  sorte  qu’il  est  toujours  situé  au-dessus  de  la 
cloison  EF.  L’espace  compris  entre  le  niveau  de 
l’eau  et  le  piston  est  rempli  d’air;  en  vertu  de  son 
élasticité  , ce  fluide  exerce  une  certaine  pression 
sur  la  surface  de  l’eau  , et  cette  pression  fait  équi- 
libre à celle  de  l’atmosphère,  en  supposant,  toute- 
fois, que  l’eau  soit  de  niveau  dans  l’intérieur  et  en 
dehors  de  la  pompe.  Si  l’on  abaisse  le  piston,  l’air 
compris  entre  AB  et  EFy  forcera  la  soupape  H'  de 
s’ouvrir,  et  s’échappera  par  cette  ouverture»  Pour 
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Axer  les  idées,  je  suppose  que  le  piston  soit  d'd>or4 
abaissé  jusqu’en  EF;  quand  ou  le  relevera  ensuite, 
l’espace  compris  entre  le  piston  et  la  cloison  EF 
se  Irouvera  vide  d'air;  mais  alors  la  pression,  .de 
l’air  contenu  entre  EF  et  ab^  contre  la  paroi  EF^ 
forcera  la  soupape  S de  s’ouvrir,  et  une  partie, de 
"cet  air  passera  dans  le  cylindre  EC ; par  coasequi^o^ 
l’air  se  dilatant,  sa  densité  et  sa  force  élastique  didii* 
nneront,  et  cette  force  cessera  de  &ire  équilibré  à 
la  pression  atmosphérique  qui  s’exerce  sur  la  sur- 
face de  l’eau  en  dehors  de  la  pompe  : l’eaii  mon- 
tera donc  dans  le  cylindre  ED^  jusqu’à  ce  que  la 
pression  due  à Peau  élevée,  augmentée  de  celle  qui 
est  due  à la  portion  d’air  comprise  entre  cette  eau 


et  le  piston  , fasse  équilibre  à la  pression  de  l’air 
extérieur.  , ‘ , 

Supposons  que'  ïê  piston  s’arrête  lorsqné  l’eau 


sera  parvenue  en  a b';  la  soupape  S se  fermera  par 
son  propre  poids  ; quand  le  piston  redescendra 
jusqu’en  JE/’,  l’air  contenu  entre  yiB  et  £/’,  ouvrira 
soupape  F et  s’échappera,  comme  la  première 
,fois,  par  cette  ouverture;  le  piston  se  relevant  de 
.nouveau,  le  vide  se  fera  entre  uiB  et  EF;  la  presr 
, sion  de  l’air  n'^'^/’onvrira  la  soupape  S;  une  partie 
^de  cet  air  passera  dans  le  cylindre  supérieur,  et  l’eau 
.s’.éljBvera  au-dessus  de  «'/.Ainsi,  à chaque  coup  de 
.^pûlou  l’eau  s’élève  d’une  nouvelle  quantité  ; je  sup- 
j>p^rai  donc  qu’aprèsun  certain  nombre  de  coups; 

exemple  au  troisième,  l’eau  ait  dépassé  la  cloi- 
son EFy  et  soit  parvenue  en  a.€  : j’arrête  le  piston, 
la  soupape  S se  ferme  j le  piston,  en  descendant  en- 


Din-'J-j  by  GoogU 


LIVRE  IV.  HYDROSTATIQUE.  575 


suite,  atteint  la  surface  olC  de  l’eau,  et  s’enfonce 
dans  ce  fluide,  de  sorte  que  l’eau  passe  au-dessus 
du  piston  en  ouvrant  la  soupape  <S';  je  suppose  tou« 
jours  que  le  piston  s’abaisse  jusqu’en  EJF’,  et  par 
conséquent  que  toute  la  portion  d’eau  EFttC  passe 
au-dessus  de  AB.  Quand  le  piston  est  parvenu  en 
EF,  la  soupape  y se  ferme;  lorsqu’il  remonte,  B 
* élève  avec  lui  l’eau  qui  se  trouve  au-dessus  de.^^; 
en  même  tems  la  soupape  S s’ouvre  et  laisse  passer 
une  nouvelle  portion  d’eau  qui  remplace  la  pré- 
cédente, et  qui  est  enlevée  par  le  coup  de  piston 
suivant. 

C’est  de  cette  manière  que  l'eau  s’élève  dans  une 
pompe  aspirante,  ét  quand  elle  est  parvenue  à une 
certaine  hauteur,  elle  s’écoule  hors  de  la  pompe 
par  'un  orifice  latéfal  O,. auquel  est  adapté  un 
tuyau  OH.  1 

’5  r 7.  Il  est  évident  que  l'eau  n’atteindra  jamais  le  cy- 
lindre supérieur  EC_,s\  la  hauteur  de  .ffjP  au- dessus 
du  niveau  surpasse  la  plus  grande  hauteur  à la- 
tpielle  la  pression  atmosphérique  peut  soutenir  l’eau 
dans  le  vide,  et  qui  est  égale,  comme  je  l’ai  déjà 
dit , à environ  î 0“  , 4 * supposons  donc  la  distance 
de  EF  à ab  plus  petite  que  10“  4 » proposons- 
nous  de  déterminer  en  combien  de  coups  de  piston 
l’eau  atteindra  la  paroi  EF. 

Pendant  que  l’eau  s’élève  dans  le  cylindre  ED  y 
son  niveau  s’abaisse  hors  de  la  pompe  ; mais  si  1» 
surface  du  réservoir  d’eau  dans  lequel  la  pompe  est 
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plongée  , est  très-grande  par  rapport  à la  section 
horizontale  du  cylindre  ED cet  abaissement  de 
niveau  sera  très-petit,  et  l’on  pourra  en  faire  abstrac- 
tion,' tant  que  l'eau  n’aura  pas  atteint  la  paroi 
Je  regarde  doncleîiiveau  du  réservoir 'd’eau  comme 
constant  ; je  désigne  par  A, la  hauteur  de  au-des- 
sus de  ce  niveau; par X,  l’élévation  inconnue  de  l’eau ^ 
au-dessus  du  même  niveau  , après  le  premier  coup 
de  piston,  c’est-à-dire,  la  distance  de  aV  à ab  ; par  Z, 
l’espace  parcouru  par  le  piston  , qui  part  de  EF 
et  q»ii  s’élève  jusqu’en  EF",  de  sorte  que  / exprime 
la  distance  de  EE  à EF\  parn,  l’aire  d’ime  sec-^ 
tion  horizontale  du  cylindre par /n,  celle  d’itue 
section  du  cylindre  EC.‘,  par  .H , la  plus  grande 
hauteur  à,  laquélle  la  pression  atmosphérique  sou- 
tient l’eau  dans  le  vide;  enfii^,.  par/,  la  densité. de 
l'eau , et  par  g la  gravité.  La  pression  atmospbé-; 
rique  rapportée  à l’unité  de  surface,  aura  pour 
mesure  ^/g;  avant,  que  le  piston  commence  à s’éle- 
ver , la  force  élastique  de  l’àir  qui  occupe  le  volume 
EFab  , fait  équilibre  à la  pression  dè  l’air  exté-f 
rienr;  celte  force,  est  doue  aussi  égale,  dans' cqt 
état,:  à Hfgi  quand,  le  pistou  est  en  EF^  et  l’eau 
en.o'A',  celte  même  porliou  djair  occupe' le  volume 
E'Fab'i  sa  densité, et  par  conséquent  sa  forcé  élas- 
tique, sont  doue  diminuées  dans  le  rapport  du  second 
volume  au  premier;  or,  le  volun»e  EFab^  est  :égal 
à nh,  le  volume  EFab'  est  la  somme  de  dçux 
cylindres,  qui  a pour  valeur  n(A— x)-f-/nZ;  d*hù  il 
suit  que  là  fotee  élastique  de  l’air  qui  occupe  le 
second  volume , est  égale  à * 
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nQi — ° 

La  pression  diie  à l’eau  élevée  jusqu’en  aT  par  lé 
premier  coup  de  piston,  a pour  mesure  le  produit 
xfg;  celte  pression  ajoutée  à celle  de  l’air  intérieur 
doit  faire  équilibre  à celle  de  l’air  extérieur;  donc , 
quand  le  piston  est  parvenu  en  'JE! F' , on  a cette 
équation  : ; * 

• xfg-p 

■)  ..!  j!  n{h^-~ X) nU  ^ ■il. 

pour  déterminer  l’élévation  correspondante  de  1 eau, 
ou  la  valeur  de  ar.  ' . 

En  supprimant  le  facteur  ' commun  à tous  les 
termes  , et  faisant  disparaître  le  dénominâlétir , il 


vient 


, I !i  ; . i'.  t ‘5'  < , ' ' ' ' ■ ■ ■ 

oii  l’on  a feit,  pour  abréger  ^La  réàohitio?» 

. ■'r.  , -.i,. 

a«  «lie  fjuiUOT^a» 

■ +i+ïo  y’i  ✓(^*+ 

* ^ ‘mJ.  ' '••r-  ‘f. 


Vi 


expression 'que 'l’on  péuteéi^  sous  celte  autre 

M r-  ' !i  N 

; ^ V ■x=-(a-\-h+<d)±  * 

I • ■>  -b/'i  ■> 

La  quantité  comprise  sous  le  radical  étant  .évidem- 
ment positive,  les  deux.  racineS»  sont  réellés;  de 
plus , ' cotte  tpwntité  est  plus  grande  que  le  carré 
de  H h — »/j  4’ou  il  suit  que  la;  racine  qui  répond 
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ausigaesupérieur  est  plus  grande  que  ^ (^+A-f-«/) 

-f-^(J5T4-A — «/)»  ou>Æ'.  On  doit  donc  la  rejeter 

conoime  étrangère  à la  question , puisque  ht  quan-^ 
tité  X ne  peut  jamais  surpasser  la  hauteur  repre- 
aentée  par  H.  La  racine  qui  répond  au  signe  infé* 
rieur  sera  la  vraie  valeur  de  l’incouBue  x,  et  elle 
fera  connaître  l’élévation  de  l’eau  produite  par  le 
premier  coup  de  piston.  Si  cette  valeur  de  x se 
trouve  plus  grande  que  A,  il  en  faudra  conclure 
qu’uit  seul  coup  de  piskan  suffit  pour  élever  l’eau 
au-dessus  de  JEJF' : je  supposerai  q|u’on  > ait  x-<A  , 
alin  d’avoir  h calculer  l’élévation  d.ue  à un  second 
coup  de  piston.  , . 

5i8.  Quand  ce  corps  est  parvenu  en  E'F’y  fl 
s’arrête,  et  la  soupape  S se  ferme;  il  redescend  jus- 
qu'en EF}  la  soupape  S s’ouvre,  et  tout  l’air  cou* 
tenu  dans  l’espace  EFEF,  s’échappe  par  cette 
ouverture.  Lorsque  le  piston  est  remonté  en  E'F', 
et  que  l’eau  s’est  élevée  de  nouveau  au-dessus  de 
db'y  par  exemple,  jusqu'en  n'A',  l’espace  compris 
entre  a*F  et  E'F,  est  rempli  par  l’air  qui  occupait 
l’espace  compris  entre  a'b'  et  EF;  son  volume  était 
donc  n(h — x),  et  il  est  devenu  n(k — x')'^ml,  en 
'appelant  x'  la  hauteur  de  a*F  au  -dessus  de  ab  ; 
donc  la  densité  et  la  force  élastique  de  cette  portion 
d'air  sont  diminuées  par  le  second  coup  de  piston, 
dans  le  rapport  du  premier  volmne  au  second; 
mais  le  premier  coup  de  piston  avait  déjà  réduit  la 
force  élastique  de  l’air  intérieur,  à (£f — x)fg^sçrèa 


Digitizrd 


LIVRE  IV.  HYDROSTATIQUE.  579 
le  second  coup,  cette  force  sera  donc  exprimé  par 
le  produit 


n(h—x)  , 

ij(A— a/  )+»n^ 


La  pression  de  ' l’eaa  élerée  jnsqn'en  aV,  on  à la 
hauteur  x'  au-dessus  du  niveau  du  réservoir , est 
e'gale  ii  xf  f g \ ajoutant  cette  pression  à celle  de  l’air 
intérieur,  leur  sonune  sera  égale  à la  pression  de 
l’air  extérieur,  li  laquelle  elles  font  équilibre,  et 
il  en  résultera,  pour  déterminer  xf y l’équation 
• ' •»  . * • . 

ou  bien , en  réduisant  et  &isant  loojourü  ^ es:  • , 
x'*^x'(ff+A  + */)  -f-«‘W+x(!Ér+ A)— **=0. . 

£u  résolvant  celte  équation  on  trouve  ‘‘i 

x'= 

comme’  on  suppose  x<ih  et  *<15r,‘la  quàntité 
(ff — x)  (h — x)  est  positive,  et  celle  qui  est  com> 
prise  sous  le  radical,  l’est  aussi;  les  deux  ràCineè 
sont  donc  réelles  : celle  qui  répond  au  signe  supé- 
rieur surpasse  ffy  et  doit  être  rejetée;  l’autre  racine 
est  la  vraie  valeur  de  x',  et  elle  est  connue,  puis- 
que celle  de  x,  qui  entre  dans  son  expression,  est 
déterminée  par  le  calcul  du  n“  précédent. 

■i-.ï  : 

Si  la  videur  de  x'  se  trouve  encore  plus  petite 
que  h y on  cherchera  l’élévation  ^e  l’eau  produite 


3 -i;:- 


.3  ."'T  . , 


« , 
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par  àn  troisième  coup  de  piston;  mais  sans  faire 
de  nouveaux  calculs,  il  est  évident  qu’elle’ se  déf- 
duira  de  la  valeur  de  a;',  comme  celle-ci  se  déduit 
de  la  valeur  de  x,  de  manière  qu’en  mettant  dans 
la  deri|ière  formule,  x'  à la  place  de  x,  et  prenant 
toujours  le  radical  avec  le  signe  — , on  aura  l’élé- 
valjon,  de  l'eau  au-dessus  du  niveau  du  réservoir, 
;^i’ès  le  troisième  coup  dç  piston.  On  déterminera 
<le  incme  les  élévations  successives  .de  ce  fluide  , 
jusqu'à  ce  qu’il  ait  atteint  la  paroi  EF. 

5ig.  Nous  avons  supposé  que  le  piston  descen- 
dait, à. chaque  coup,  jusqu’en  EF;  si  cela  n’était 
pas,  il  pourrait  arriver  que  l’eau  cessât  de  s’élever 
dans  le  cylindre  DE  y et'-ne  parvint  jamais  jusqu’en 
EF,  quoique  la  hauteur  de  au-dessus  du  niveau 
du  réservoir,  fut  moindre  que  lo™,  4-  En  effet, 
après  le  premier  coup  de  piston,  par  exemple;  quand 
ce  corps  est  en  E"^,  et  la  soupape  S fermée,  la 
force  élastique  de  l’air  compris  entre  EF  ni  E"F  e&t 
réduite  à (H — x).fg,  et  son  volume  est  égal  à Im; 
sMe  piston  parcouH;  en  redescendant,  .un  espace  P 
plus, petit  que  /,  de  manière  qu’il  s’arrête  à un* 
diatauce  l — /'delà  paroi  EF,  le  volume  de  celte  por- 
tion d’air  deviendra  par  conséquenlsaforc* 

élastique  aura  pour  mesure,  la  quantité  (Il — 
multipliée  par  le  rapport.dn  volume  Itn  au  volume 

(l — •t)m;  cette  force  sera  donc  égale  à ; 

mais , pour  que  la  pression  qu’elle  exerce  de  bas  en 
haut  contre  le  piston , puisse  forcer  la  soupape 
de  s’ouvrir,  il  faut  qu’elle  surpasse  la  pressioualmo 
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sphérique  qui  j agit  en  sens  contraire  sur  cetté  sou- 
pape";  il  faut  doue  qu’on  ait  ' < 

• ■ 

d’où  l’on  tire , en  réduisant , ' ' 

x/<£T^,  5<r 

I 

Donc  tontes  les  fois  que  le  rapport sera,  au  con- 
traire  , plus  petit  que  la  soupape  S'  demeurera 

fermée;  il  y aura  toujours  la  même  masse  d’air 
entre  la  cloison  EF  et  lé  piston,  et  quand  celui-ci 
sera  remonté  en  E'F*j  cet  air  reprendra  sa  forcé 
élastique’(^ — x )./§’,  la  même  que  celle  de 'l’air 
compris  entre  EF  et  l’eau  élevée  en  a'b'  ; la  Sou- 
pape S y pressée  également  dans  les  deux  sens,  res- 
tera donc  aussi  fermée,  et  l’eau  ne  bougera  pas  dans 
le  cylindre  ED.  De  cette  manière  le  piston  pourra 
continuer  de  jouer  indéfiniment  dans  le  cylindre 
EC,  sans  que  ni  l’une  ni  l’autre  des  deux  soupapes 
soit  ouverte  par  les  raréfactions  et  les  condensa-  . 
tions  successives  de  l'air  intérieur , et  aussi , sans 
que  l’eau  soit  élevée  au-dessus  Aee/b'. 

Nous  voyons  par  là  qu’il  est  nécessaire,  pour 
qu’une  pompe  aspirante  produise  infailliblement 
son  effet,  que  le  piston  atteigne  en  descendant 
l’extrémité  du  cylindre  supérieur,  ou  du  moins, 
qu’il  en  approche  aussi  près  qu’il  est  possible. 

5ao.  Quand  une  fois  l’eau  est  parvenue  dans  le 


58a  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE.  : 
c^rlindre  supérieur , on  peut  ensuite  l’élever  à tellé 
hauteur  que  Ton  veut  dans  oe  cylindre;  le  volume 
d’eau  que  chaque  coup  de  piston  fait  monter  est 
un  cylindre  qui  a pour  hauteur  l’espace  parcouru 
par  le  piston,  et  pour  base  la  section  intérieure  du 
cylindre  CE-,  en  multipliant  donc  ce  volume  parle 
nombre  de  coups  de  piston  qui  ont  lieu  en  un  tenis 
donné  , et  en  supposant  que  le  piston  parcourt 
constamment  le  même  espace , on  aura,  pour  cet 
intervalle  de  tems,  la  quantité  d’eau  que  la  pompe 
fournit,  et  qui  s’écoule  par  l’orifice  O. 

Cette  évaluation  du  produit  d’une  pompe  aspi- 
rante, se  trouverait  en  défaut,  si  le  niveau  du 
réservoir  venait  à s’abaisser  de  manière  que  la  plus 
grande  élévation  du  piston  au-dessus  de  ce  niveau, 
devint  plus  grande  que  la  hauteur  H.  Le  mouvement 
de  l’eau  ne  serait  point  arrêté,  pourvu  que  la  hau- 
teur de  la  cloison  au-dessus  du  niveau  du  réser- 
voir, fût  toujours  plus  petite  que  H-,  mais,  à chaque 
coup,  le  piston  éleverait  un  moindre  volume  d’eau. 

Pour  le  faire  voir,  soit  ef  une  section  du  cylindre 
^ EC  faite  à une  hauteur  H au-dessus  du  niveau  du 
réservoir;  lorsque  le  piston  monte  et  que  la  soupape 
S est  ouverte,  l’eau  ne  saurait  s’élever  au-dessus  de 
parvenue  à ce  terme,  l’eau  s’arrêtera  donc,et  si  le 
piston  continue  a monter,  le  vide  se  fera  entre  ce  corps 
et  la  surface  de  l’eau  ; la  soupape  S se  fermera  et  elle 
interceptera  un  volume  d’eau  EFef,  égal  à 
quand  le  piston  redescendra  jusqu’en  J?/’,  cettequan- 
tité d’eau  passera  en  entier  au-dessus  de  la  soupape  .9'; 
puis  elle  sera  emportée  parle  piston  dans  sonascen- 
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sion  suivante.  Ainsi , quoique  ce  corps  continue  de 
parcourir  l’espace  EFE'F'y  en  montant  et  en  des-* 
Cendant,  il  n'e'levera  cependant  que  la  portion  d’eau 
qui  remplit  l’espace  EFef)  de  sorte  que  le  volume 
d'eau  fourni  par  chaque  coup  de  piston,  an  lieu  d’être 
constant  et  égal  à ndy  sera  variable  et  égal  à m (H— h)  : 
la  hauteur  h dont  ce  volume  dépend,augmente  à me- 
sure que  le  niveau  de  l’eau  s’abaisse  dans  le  réservoir^ 
et  an  même  tems,  le  produit  des  coups  de  piston 
successifs  devient  de  plus  en  plus  petit. 

5a  I . Si  l’on  excepte  le  cas  où  il  se  fait  un  vide  dans 
l’intérieur  de  la  pompe,  la  charge  du  piston,  pen- 
dant tout  le  tems  qu’il  s’élève  et  que  la  soupape  S 
est  ouverte,  est  égale  au  poids  d’un  cylindre  d’eau 
qui  aurait  pour  base  celle  du  piston  ou  l’aire  m de  la 
section  intérieure  du  cylindre  ECy  et  pour  hauteur 
l’élévation  de  l’eau  au-dessus  du  niveau  du  réservoir. 

En  effet,  considérons  d’abord  le  piston  avant  que 
Peau  ne  soit  passée  au-dessus  de  ce  corps,  et  quand 
il  existe  encore  une  portion  d’air  entre  lui  et  le 
surface  de  l’eau  ; la  force  élastique  de  cet  air  jointe 
à la  pression  de  la  colonne  d’eau  élevée,  fait  équi- 
libre à la  pression  de  l’air  extérieur,  et  pour  cette 
saison,  elle  est  égale  à (H — x étant  la  hau- 

teur de  Peau  au-dessus  du  niveau  du  réservoir;,  le 
piston  est  donc  peussé  verticalement  de  bas  en  haut, 
par  une  force  égale  au  produit  de  Paire  /n,  multi- 
pliée par  il  éprouve,  en  sens  contraire, 

la  pression  atmosphérique,  égale  à Hfg.m,  relati- 
vement ù la  surface  m;  retraucbant  donc  la  première 
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de  la  seconde.,  il  vient  fgxtn^  pour  l’inleiisité 
de  la  force  qui  pousse  le  piston  dans  le  sens  de  la 
pesanteur..  . . . 

Lorsqu'une  partie  de  l'eau  a passé  au-dessus  dn 
piston , ce  corps  épronve  encore,  en  général,  deux 
pre.ssions  contraires  dont  il  lâut  trouver  la  diffétence. 
Celle  qui  s’exerce  dans  le  sens  de  la  pesanteur  est 
égale  au  poids  de  la  colonne  d’eau  supérieure,  an 
piston,  augmenté  de  la  pression  atmosphérique;  elle 
sera  représentée  par  fgym  -f-  fgHm,  en  désignant 
par^,  la  hauteur  verticale  de  cette  colonne  d’eau. 
Appelons  aussi^,  la  hauteur  du  piston  au-dessus  du 
niveau  du  réservoir,  elsupposons^-</r.  Dans  cette 
hypothèse , il  n’y  aura  pas  de  vide  entre  l’eau  et  le 
piston;  la  pression  atmosphérique  qui  s’exerce  sur 
la  surface  du  réservoir  d’eau,  tendra  à élever  encore 
ce  fluide  dans  la  pompe,  et  le  piston  sera  poussé  de 
bas  en  haut  par  l’excès  de  cette  pression  sur  celle 
de  la  colonne  d’eau  dont  la  hauteur  est  c’est-à- 
dire,  par  une  force  égale  à fgHm  — fgj'ni.  En  re- 
tranchant cette  forcé  de  celle  qui  pousse  le  même 
corps  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  on  a fgÇj-hy)my 
pour  la  charge  qu’il  éprouve;  résultat  conforme  à 
l’énoncé  du  théorème,  puisque  est  l’éléva- 

tion totale  del'eau  dans  la  pompe.  Si  l’on  avait^'>iÉr, 
il  y aurait  un  vide  entre  l’eau  et  le  piston , de  sorte 
que  ce  corps  n’éprouverait  aucune  pression  de  bas 
en  haut;  la  charge, qu’il  supporterait,  serait  alors 
égale  à fg{jr-\-H)my  et  par  conséquent  plus  petite 
que /»^(  7 +/)/».'■  • 

. Il  résulte  de  là,  qu’en  général,  pour  élever  l’eau  à 

une 


# 
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une  hauteur  donnée  par  le  moyen  d’une  pompe  aspi- 
rante, il  faut  appliquer  au  piston  une  force  capable 
de  soutenir  et  de  faire  monter  le  poids  de  ce  corps, 
augmentç  du  poids  d’un  cylindre  d’eau  qui  aurait 
pour  base  celle  du  piston,  et  pour  hauteur  l’élévation 
du  point  où  l’on  veut  élever  l’eau  au-dessus  du  ni- 
veau du  réservoir.  Il  faut  eu  outre-  que  cette  force 
puisse  vaincre  le  frottement  du  piston  contre  la 
surface  intérieure  du  cylindre  dans  lequel  il  se  meut. 
Quand  le  piston  descend,  le  frottement  est  le  seul 
obstacle  que  la  force  ait  à surmonter,  et  alors  elle 
est  favorisée  par  le  poids  même  de  ce  corps. 

522.  Nous  ne  nous  arrêterons  point  à décrire  les 
effets  de  la  pompe  simplement  foulante,  et  nous 
allons  de  suite  considérer  celle  qui  est  à-la-fois 
foulante  et  aspirante. 

Dans  cette  pompe  (%. 45),  le  'phionJB  n’est  pas 
percé  comme  dans  la  précédente}  il  joue  toujours 
dans  le  cylindre  supérieur  EC^  et  il  s’élère  et 
s’abaisse  successivement  au-dessus  et  au-dessous 
d’un  orifice  K , pratiqué  latéralement  au  cylindre  ; 
à cet  orifice  est  adapté  un  tuyau  recourbé  KLO, 
ouvert  à sou  extrémité  supérieure;  une  soupape  S' 
attachée  fixement  au  point  L,  s’ouvre  de  bas  en  haut, 
et  permet  à l’eau  de  passer  dans  la  partie  LO  de  ce 
tuyau;  c’est,  en  effet,  dans  ce  tuyau  qu’il  s’agit 
d'élever  l’eau  jusqu’en  un  point  donné  O,  d’où  elle 
s’écoule  ensuite  par  un  second  oiéfice  latéral. 

Le  piston  en  descendant  comprime  l’air  contenu 
dans  le  cylindre  supérieur  et  dans  le  tuyau  KL-, 
2.  a5 
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cet  air  comprime'  force  la  soupape  S'  de  s’ouvrir,  une 
partie  s’échappe  par  cette  ouverture,  et  la  partie  qui 
reste,  conserve  la  même  densité  et  la  même  force 
élastique  que  l’air  extérieur.  Parvenu  au  point  A , 
ou  très-près  de  ce  point,  le  piston  cesse  de  descen- 
dre; la  soupape  S'  se  ferme  par  son  propre  poids; 
quand  le  piston  remonte,  l’air  cmilcnu  entre  ce  corps 
etlaparoi  so  dilate,  la  soupape  5 s’ouvre , l’air 
contenu  dans  le  cy  lindre  inférieur  se  dilate  égale- 
ment, sa  force  élastique  diminue,  et  l’eau  monte 
dans  le  cylindre  ED;  après  un  ou  plusieurs  coups  de 
piston  l’eau  se  trouve  élevée  jusqu’en  EF^  ensuite 
une  partie  de  ce  fluide  pas.se  dans  le  cylindre  supé- 
rieur, et  l’on  voit  que  jusque-là  le  mécanisme  est 
le  même  que  celui  de  la  pompe  aspirante.  Gomme 
le  piston  ne  descend  pas  plus  bas  que  le  point  AT, 
il  est  possible,  d’après  la  remarque  du  n*  5iy,  que 
l’eau  cesse  de  monter  dans  le  cylindre  ED,  avant 
d’avoir  atteint  son  extrémité  A’ P,  quoique  la  hauteur 
de  AA’ au-dessus  du  uiveau  du  réservoir,  soit  sup- 
posée plus  petite  que  lo"",  4-  Pour  obvier  à cet  ia- 
couvénient  dans  la  pratique,  on  a soin  de  placer  le 
tuyau  KL  très-près  de  la  cloison  EF.  Supposons 
donc  l’eauparvenue  dans  le  cylindre  AC  aii-dessus  du 
point  K , par  exemple  enE'F';  si  le  piston  s’arrête 
un  moment,  la  soupape  S se  ferme,  et  quand  il  des- 
cend ensuite,  il  pousse  l’eau  devant  lui,  de  manière 
que  la  soupape  S'  est  forcée  de  s'ouvrir,  ce  qui  per- 
met à l’eau  de  pénétrer  dans  le  tuyau  LO.  Le  piston 
descend  ainsi  jusqu’au  point  K;  il  demeure  un  ins- 
tant stationnaire, la  soupape  A’’ se  referme  aussitôt; 


Digitized  by  Google 


LIVRE  IV.  HYDROSTATIQUE.  SS; 
le  piston  se  relève,  la  soupape  A s’ouvre  de  nouveau, 
et  Teau  suit  le  pistou,  du  moins  tant  que  ce  corps 
ne  s’élève  pas  à une  hauteur  plus  grande  que  lo'",  4, 
au-dessus  du  niveau  du  réservoir. 

On  conçoit  maintenant  que  chaque  fois  que  le 
piston  s’élève  du  point  K jusqu’en  ET" ^ 11  passe  du 
cylindre  Inférieur  dans  le  cylindre  supérieur,  un 
volume  d’eau  qui  remplit  l’espace  compris  entre 
ET'  et  le  point  K\  et  chaque  fois  que  le  piston  re- 
vient de  E'F  au  point  K , un  pareil  volume  d’eau 
passe  dans  le  tuyau  LO.  Ainsi  le  produit  de  chaque 
coup  de  piston  est  un  volume  d’eau  équivalent  à un 
cylindre  qui  aurait  pour  hase,  celle  du  cylindre  EC, 
et  pour  hauteur,  l’espace  parcouru  parle  piston. 

La  charge  que  ce  corps  supporte  n’est  pas  la  même 
quand  il  monte  et  quand  il  descend.  Pour  la  déter- 
miner, considérons  le  piston  dans  une  position 
quelconque,  par  exemple,  lorsqu’il  est  en  ef-,  s’il 
monte  à cet  instant,  la  soupape  S sera  ouverte,  et 
la  soupape  S' sera  au  contraire  fermée  ; or,  on  verra 
par  un  .raisonnement  semblable  à celui  du  n*  pré- 
cédent, que  ce  edrps  est  alors  poussé  dans  le. sens 
de  la  pesanteur,  par  une  force  égale  au  poids  d’un 
cylindre  d’eau  qui  aurait  pour  base  celle  du  pistou  , 
et  pour  hauteur  celle  de  ef  au-dessus  du  niveau  du 
réservoir,  c’est-à-dire,  la  longueur  de  la  colonne 
d’eau  élevée  dans  la  pompe.  Lorsque  le  piston  des- 
cend, c’est  la  soupape  A,  qui  est  fermée  et  la  sou- 
pape S'  est  ouverte;  k étant  le  point  où  le  plan  ho- 
rizontal de  la  section  ef  vient  couper  le  tuyau  A' O, 
la  portion  d’eau  comprise  au-dessous  de  ce  point  et 
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de  ef^  est  en  équilibre  d’elle-mème  (n“  5o8),etelIe 
n’ejterce  aucune  pression  sur  le  piston  situé  en  ef; 
mais  la  colonne  d’eau  élevée  dans  le  tuyau  LO,  au- 
dessus  du  point  k,  exerce  sur  la  base  du  piston  une 
pression  dirigée  de  bas  en  haut  et  proportionnelle 
à sa  hauteur  verticale.  D’où  il  suit  que  pendant  qu’il 
descend,  le  piston  est  repoussé  de  bas  en  haut  par 
une  force  égale  au  poids  d’un  cylindre  d’eau  qui 
aurait  pour  base  celle  de  ce  corps,  et  pour  hauteur 
l’élévation  de  l’eau  dans  le  tuyau  LO,  au-dessus  de 
la  position  actuelle  du  piston.  Je  n’ai  point  égard, 
dans  cette  évaluation , à la  pression  de  la  colonne 
atmosphérique  qui  s’appuie  sur  le  piston  et  qui  le 
pousse  en  en  bas,  parce  que  le  tuyau  ZO  étant  ouvert 
à sa  partie  supérieure , cette  pression  est  détruite  par 
celle  de  l’air  extérieur  qui  a lieu  ù l’extrémité  de  ce 
tuyau.  Connaissant  la  charge  du  piston,  le  poids  de 
ce  corps , le  frottement  qu’il  éprouve  dans  l’intérieur 
de  la  pompe,  on  déterminera  dans  chaque  cas,  l’ef- 
fort qu’il  faut  faire  et  la  force  qu’on  doit  employer 
pour  mouvoir  le  piston  et  pour  élever  l’eau  à une 
hauteur  donnée  dans  le  tuyau  LO. 
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CHAPITRE  IV. 

DE  L'ÉQUILIBRE  DES  CORPS  FLOTTANS.  , ' 

5a3.  Pour  qu’un  corps  pesant  puisse  se  tenir  en 
équilibré  à la  surface  d’un  fluide  stagnant,  il  est 
nécessaire  que  son  poids  soit  plus  petit  que  celui 
d’un  volume  du  fluide  égal  au  sien.  Cette  règle 
générale  souffre  cependant  une  exception , relative- 
ment aux  ÆOrps  d’un  très-petit  volume,  formés 
d’une  matière  qui  n’exerce  aucune  attraction  sur  les 
molécules  du  fluide,  ou  dont  l’action  est  beaucoup 
plus  faible  que  celle  du  fluide  sur  Ini-mcme.  Dans 
ce  cas  le  fluide  s’abaisse  au-dessous  de  son  niveau, 
autour  du  corps  flottant  ; il  se  forme  un  vide  près 
de  sa  surface;  on  peut  regarder  cet  espace  vide 
comme  faisant  partie  du  volume  du  corps,  et  à raison 
de  cette  augmentation  de  volume,  on  conçoit  que 
le  corps  peut  surnager,  quoique  sa  pesanteur  spé- 
cifique soit  plus  grande  que  celle  du  fluide.  Afin 
de  n’avoir  pas  à tenir  compte  de  cet  effet,  nous 
supposerons  aux  corps  flottans,  que  nous  allons  çoii- 
sidérer , un  volume  assez  grand  pour  qiîe  l’espace 
vide  qui  peut  se  former  autour  d’eux,  et  qui  est 
toujours  fort  petit,  puisse  être  négligé,  sans  erreur 
sensible  par  rapport  à ce  volume. 

La  condiliou  que  le  poids  du  corps  soit  plus  petit 
t 
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que  celui  du  fluide  sous  !e  même  volume  , étant 
remplie,  le  corps  s’enfonce  dans  le  fluide  , jusqu’à 
ce  que  le  poids  du  fluide  déplacé  soit  devenu  égal  à 
relui  duco  psj  et  lorsque  ces  deux  poids  sont  égaux, 
le  corps  reste  en  équilibre,  si  son  centre  de  gravité 
et  celui  du  fluide  déplacé,  se  trouvent  sur  une  même 
verticale  (n*  5oi).  Relativement  aux  corps  homo- 
gènes , ce  second  centre  de  gravité  coïncide  avec 
celui  de  la  partie  du  corps,  plongée  dans  le  fluide; 
pour  qne  le  poids  du  fluide  déplacé  soit  égal  à celui 
du  corps,  il  faut  que  les  densités  soient  en  raison 
inverse  des  volumes,  ou  que  le  volume  de  la  partie 
plongée  soit  au  volume  entier  du  corps,  comme  sa 
densité  est  à celle  du  fluide;  il  s’ensuit  donc  que  la 
reclierclie  des  positions  d’équilibre  d’un  corps  ho- 
ipogène,  placé  à la  surface  d’un  fluide  d’une  densité 
donnée  et  plus  grande  que  celle  du  corps , se  réduit 
à un  problème  de  pure  géométrie  , dont  l’énoncé 
est  fort  simple  : il  s’agit  de  couper  le  corps  par  un 
plan,  de’manière  que  le  volume  d’un  des  segmens 
soit  à celui  du  corps  entier,  dans  un  rapport  donné  , 
et  que  les  centres  de  gravite  de  ce  segment  et  du 
corps,  SC  trouvent  sur  une  même  perpendiculaire 
au  plan  coupant. 

Dans  chaque  cas  particulier,  on  exprimera  ces  deux 
conditions  par  des  équations  dont  la  solution  com- 
plète fera  connaître  toutes  les  directions  qu’on  peut 
donner  au  plan  coupant,  et  d’où  résulteront  autant  de 
positions  d’équilibre  du  corps.Quelquefois,lenombre 
de  CCS  positions  sera  infini,  comme,  par  exem- 
ple, dans  le  cas  des  solides  de  révolution  dont  l’axe  de 
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figure  est  horizontal;  d’autres  fois,  ce  nombre  ser.i 
fini  et  dclenuine;  mais  il  s -.’ait  ditlicile  de  démon- 
trer, à priori  y qu'il  y a toujours  au  moins  une  po- 
sition d’équilibre,  quelle  que  soit  la  Forme  du  corps. 

5a4*  Je  choisirai  pour  exemple  du  problème  rela- 
tif aux  positionsd’équilibredes  corps  homogènes,  le 
cas  d’un  prisme  droit  et  triangulaire, considéré dans 
une  position  renversée,  c’est-.à-dire,dans  une  position 
où  ses  arêtes  sont  horizontales , et  où  ,par  conséquent, 
le  plan  coupant  leur  est  parallèle.  Toutes  les  fois 
qu’il  s’agit  d’u  n corps  prismatique  ou  cyli  ndrîque,don  t 
les  bases  sont  perpendiculaires  aux  arêtes,  et  que 
l’on  place  horizontalement,  il  est  évident  que  les 
positions  d’équilibre  sont  indépendantes  de  la  dis- 
tance des  bases;  on  peut  donc  faire  abstraction  de 
la  longueur  du  corps  , et  il  sufiit  de  déterminer  la 
ligne  d’intersection  du  plan  coupant  avec  l’une 
des  deux  bases  ; de  sorte  que  le  problème  dépend 
alors  de  la  géométrie  à deux  dimensions  seulement. 

Soit  donc  ABC  (fig.46)  l’une  des  bases  du  prisme 
donné.  11  peutarriverque  deux  sommets  soient  plon- 
gés dans  le  fluide,  ou  qu’il  n’y  en  ait  qu’un  seul,  ce 
qui  présente  deux  cas  différens  à consldérer,*j’exami.- 
neral  d’abord  le  second,  et  nous  verrons  ensuite  com- 
ment le  premier  s'y  ramène.  Ainsi,  je  suppose  que  le 
sommet  C soit  seul  plongé  dans  le  fluide,  et  que 
mn  soit  l’intersection  du  plan  coupant  avec  le  plan 
de  la  base , laquelle  intersection  représente  le  ni- 
veau du  fluide.  .l’appelle  rt,  /^,c,  les  côtés  donnés 
du  triangle  ABC,  qui  sont  respectivement  opposés 
aux  angles  A,  B,  C,  et  x et  j les  côtés  inconnus  C/* 
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et  Cm  du  triangle  en  Cnm  ; de  sorte  qu’on  ait 
BC~a,  j4C~b,  ^^3  = 0,  Cn=x,  Cm  — y. 

I.a  surface  d’un  triangle  quelconque  est  e'gale  au 
produit  de  deux  de  ses  côtés,  multiplié  par  la  moitié 
du  sinus  de  l’angle  compris;  on  aura  donc 

ab. sin. C , mnC  = -.ary.sin.C; 
a a ’ 

le  prisme  entier  et  le  prisme  plongé  dans  le  fluide 
sont  entre  eux  comme  leurs  bases  ABC  et  mnC ^ 
puisqu’ils  ont  même  hauteur  ; on  doit  donc  avoir 

mnC  t ABC  \\  r \ i , 

r étant  une  quantité  plus  petite  que  l’unité,  qui  dé- 
signe la  densité  du  corps  flottant,  celle  du  fluide 
étant  prise  pour  unité;  mettant  pour  ABC  et  mnC ^ 
leurs  valeurs,  et  supprimant  le  facteur  commua 
sin.C,  cette  proportion  donne 

xy  = rab.  (i) 

Maintenant  soit  D le  milieu  de  la  base  AB; 
menons  la  ligne  CZ?,  et  prenons,  sur  cette  droite  , 

DGz=:^  . DCf  le  point  G sera  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle  ABC  ( n*  107);  de  même  k étant 
le  milieu  de  »</z,si  l’on  prend Â;g,  égal  au  tiers  de 
hCy  le  pointg  sera  le  centre  de  gravité  de //wC;  la 
droite  Gg  devra  donc  être  perpendiculaire  à la  ligne 
mn-,  mais  à cause  que  les  lignes  CD  et  Ck  sont 
coupées  en  parties  proportionnelles  aux  points  G 
et  g,  les  droites  Dk  et  Gg  sont  parallèles;  donc 
la  droite  Dky  qui  joint  les  milieux  des  deux  bases 
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'AB  et  mriy  est  aussi  perpendiculaire  à nui]  par 
conséquent,  les  deux  droites et  Dn  sont  égales.' 
Réciproquement,  si  l’on  a Dm—Drif  la  droite  Dk 
sera  perpendiculaire  à mn,  ainsi  que  sa  parallèle  Ggi 
donc  pour  que  la  droite  qui  joint  les  deux  centre* 
de  gravité  G ci  g y soit  perpendiculaire  à l’intersec- 
tion mn  du  plan  coupant,  il  est  nécessaire  et  il  sufEt 
que  les  valeurs  des  deux  quantités  Dm  et  Dn  soient 
égales  entre  elles. 

Pour  avoir  ces  valeurs  , Elisons  CD=.hy  et  dé- 
signons par  a et  les  deux  parties  DCn  et  DCm 
de  l’angle  C;  en  considérant  le  triangle  CDm,  on 
aura 

V 

Dm — CD  -f-Cm  — a . CD . Cm  .cos.D  Cm-=Â‘-ty‘—afiy . cos.  C; 
le  triangle  CDn  donnera  de  même 

—a 

Dn  — akx.cos.u  ; 

égalant  ces  valeurs  de  Dm  et  Dn  , il  vient 
^*— aAy.cos.C=a:*— a/tj;.cos.«.  (a) 

Cette  équation  et  la  précédente  expriment 

les  deux  conditions  du  problème,  et  suffisent  pour 
déterminer  les  inconnues  x cl  jr. 

En  éliminant  y entre  ces  deux  équations , on 
trouve,  toute  réduction  faite, 

aH — ah . cos . a . ^hrab . cos  .C.x—  r'a^b’  = o ; (3) 

^ on  tirera  donc  la  valeur  de  a: , de  cette  équation  du 
quatrième  degré,et  l’on  aura^=^^^,  pour  la  valeur 
correspondante  de  j. 
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SaS.  On  démontré  dans  les  Elémens  d' Algèbre," 
que  tonte  e'qualion  de  degré  pair  dont  le  dernier 
terme  est  pégalif,  a deux  racines  réelles,  Tune  po- 
sitive et  l’autre  négative;  l’équation  (5)  aura  donc 
toujours  deux  semblables  racines;  mais  les  deux 
autres  pourront  être  réelles  ou  imaginaires.  Si  les 
quatre  racines  de  l’équation  (3)  sont  réelles,  la  règle 
de  Descartes  fait  voir  qu'il  y en  aura  trois  posi- 
tives et  une  seule  négative;  car  en  considérant  les 
signes  des  termes  de  cette  équation,  soit  qu'on 
suppose  le  signe -|- ou  le  signe  — , au  troisième 
terme  qu’on  y peut  rétablir  avec  un  cocflicient 
nul  , on  trouve  toujours  trois  variations  et  une 
permanence  de  signes , ce  qui  annonce  trois  racines 
positives  cl  une  racine  négative.  Les  inconnues 
acel  J,  qui  sont  les  côtés  Cn  el  Cmdiu  triangle  plongé 
dans  le  fluide,  ne  peuvent  être  que  des  quantités 
positives,  et  de  plus,  ces  quantités  doivent  être  res- 
pertîvtn)ent  plus  petites  que  les  côtés  CB  e\  CJà\i 
triangle  CAB;  on  rejetera  donc,  comme  étrangère 
à la  question  , la  racine  négalivede  l’équation  (5),  et 
pour  la  même  raison  , ou  n’adniellra  pas  les  racines 
positives  qui  seront  plus  grandes  que  a,  ou  bien 
celles  qui  étant  plus  petites  que  a,  douncroul  pour 
y des  valeurs  plus  grandes  que  h.  Ainsi,  il  y aura 
au  plus  trois  positions  d'équilibre  dans  lesquelles  le 
sommet  C est  seul  plongé  dans  le  fluide. 

SI  l’on  suppose  le  sommet  Cliors  du  fluide,  elles 
deux  sommets  y/  et /?,  au-dessous  du  niveau  mn  , le 
problème  sera  le  même  que  dans  le  cas  précédent, 
avec  cette  seule  différence,  que  l'on  devra  rempla- 
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cer  la  densité  />  par  i — r dans  les  équations  (i)  et 
(3).  En  efiét , à cause  que  les  centres  de  gravité  du 
triangle  ABC  et  de  ses  deux  parties  Cmn  et  mnAB 
sont  rangés  sur  une  même  droite,  il  faudra  tou- 
jours que  les  triangles  Cmn  et  CAB  y aient  leurs 
centres  de  gravité  sur  une  droite  perpendiculaire  à 
la  ligne  mn,  de  sorte  que  l’on  axira  d’abord  j’équa- 
tion  (2)  sans  aucun  changement.  D’ailleurs,  la 
proportion 

mnAB  : CAB  r I 1 , * 

se  change  en  celle-ci  : 

Cmn  ; CAB  ;;  1 — r ; i ; 
d’où  l’on  conclut  cette  équation  : 

xy=z(i—r)  ah, 

qui  remplacera  l’équation  xy=s^rah  du  n*  précédent. 
Si  l’on  en  fait  usage  pour  éliminer  l’inconnue  y , 
dans  l’équation  (2),  on  retrouvera  l’équation  (3) 
dans  laquelle  r sera  remplacée  par  1 — r\  c’est-à- 
dire  qu’on  aura 

X* — %h . cos . et . — r)ab  .coi.ee.  x — ( 1— r)’o*i*=o.  (4) 

D’après  ce  résultat  et  en  raisonnant  comme  pré- 
cédemment, nous  voyons  qu’il  y a trois  ou  un  plus 
petit  nombre  de  positions  d’équilibre , pour  les- 
quelles les  deux  sommets  AtXB  sont  plongés  dans 
le  fluide. 

En  considérant  successivement  chacun  des  som- 
ipets.<^,  B y C,  et  examinant,  pour  chaque  sommet, 
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le  cas  où  il  est  plongé  dans  le  fluide  et  le  cas  où  il 
est  hors  du  fluide , on  déterminera  toutes  les  posi- 
tions d’équilibre  liorizontales  du  prisme  donné.  Or, 
il  résulte  de  notre  analyse  que  le  nombre  de  ces  po-  ' 
sitions  ii’excédera  jamais  le  nombre  i8,  mais  qu’il 
pourra  souvent  être  moindre. 

626.  Lorsque  le  irizn^e  ÂBC  est  isocèle 
le  calcul  des  positions  d'équilibre  devient  un  peu  plus 
simple  : en  supposant  AC-=.BC^  et  le  sommet  C 
plongé  dans  le  fluide , on  peut  se  passer  de  la  réso- 
lution  de  l'équation  (3),  et  résoudre  directement 
les  équations  (i)  et  (a).  Dans  ce  cas,  la  droite  CD 
est  perpendiculaire  sur  le  milieu  BeAB  ^ le  triangle 
rectangle  ADC  donne 


substituant  ces  valeurs  et  faisant  en  outre  l=sal 
dans  les  équations  (i)  et  (2),  elles  deviennent 

xyr=ra\  =0. 

On  y satisfait  d’abord  en  prenant 
y = X = a r J 

à cause  que  r-<  1 , on  a aussi  a \/r<C.oi  ces  valeurs 
dey^  et  x sont  donc  admissibles,  et  il  en  résulte 
une  première  position  d’équilibre  dans  laquelle  les 
deux  côtés  Cm  et  Cn  sont  égaux.  Dans  cette  posi- 
tion , la  base  AB  est  horizontale,  ou  parallèle  à 

I 
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la  ligne  mn;  mais  II  peut  eu  exister  d’autres,  pour 
lesquelles  cette  base  soit  inclinée. 


En  effet,  en  supprimant  le  Acteur  y — x dans  l.'i 
seconde  équation,  il  vient 


7 + *== 


4u*- 


cellc-ci  et  l’équation  = donnent  la  somme 
et  le  produit  des  deux  inconnues  x et  y ; ces  quan- 
tités sont  donc  les  deux  racines  différentes  d’une 
même  équation  du  second  degré,  de  manière  qu'on 
a,  en  formant  et  résolvant  celte  équation , 


4a* — c*±:  1/ ( 4a* — c*  )* — iGru^ 
jyoux= ^ ; 

on  prendra  successivement  chacune  de  ces  deux  raci- 
nes pour  X et  l’autre  pour^,  et  quand  ces  racines 
seront  réelles  et  que  chacune  d’elles  sera  plus  petite 
que  a , il  en  résultera  deux  nouvelles  positions 
d'équilibre.  Si  le  radical  est  nul, les  deux  racines  de> 
viennent  égales;  il  n’y  a plus  qu’une  position  d’équi- 
libre , qui  se  confond  avec  celle  qu’on  a déjà 
trouvée;  car,  pour  que  le  radical  disparaisse,  il 
faut  qu’on  ait  Vc»  ce  qui  donne 

y=x=af^  r. 

D’après  la  remarque  du  n®  précédent,  nous  dé- 
terminerons les  positions  d’équilibre  pour  lesquelles 
la  base  AB  est  plongée  dans  le  fluide,  en  mettant 
1 — r à la  place  de  r dans  les  formules  relatives  au 
cas  Contraire.  Il  y aura  donc  toujours  une  première 
position  pour  laquelle  celte  base  sera  horizontale: 
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les  côle's  X cijr  du  triangle  Cnm^  situé,  dans  ce  caS, 
Lors  du  fluide  , seront  alors  égaux  entre  eux , el 
auront  pour  valeur  commune 

*=y  = a\/i — r.  ^ 

Il  pourra  en  outre  exister  deux  autres  positions 
correspondantes  à une  direction  inclinée  de  la  base 
AB  y ou  a des  valeurs  inégales  de  x et_y,  qui  seront 
exprimées  par 

(4o’ — c*)* — i6(j  — r)a*. 

ac  ou  y = ^ — 

4a 

537.  Pour  préciser  davantage  ces  résultats,  ap- 
pliquons-les  au  cas  d’un  triangle  équilatéral , ce  qui 
se  réduit  à faire  c=a,  dans  toutes  ces  formules. 
Les  valeurs  égales  de  x et  ne  seront  pas  cLan— 
gées)  leurs  valeurs  inégales  deviendront 

fl(3±:V^q  — l6r) 

- . 

dans  le  cas  d’un  seul  sommet  plongé  dans  le  fluide,  et 

a(a  ± {/ i6r — 7) 

4 ' 

dans  le  cas  contraire  : il  s’agit  desavoir  quelle  doit 
être  la  densité  r,  pour  que  ces  valeurs  soient  réelle* 
et  toutes  deux  plus  petites  que  a. 

Or,  si  l’on  a r<Z-^  et>|,  la  première  formule 
sera  réelle,  et  ses  deux  valeurs  seront  l’une  et  l’autre 
plus  petites  que  fl;  hors  de  ces  limites,  cette  formule 
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sera  imaginaire,  ou  bien,  l’une  de  scs  deux  valeurs, 
celle  qui  répond  au  signe  supérieur , deviendra  plus 
grande  que  a;  et  de  même,  pour  que  les  valeurs 
de  la  seconde  formule  soient  réelles  et  plus  petites 
que  (1,  il  est  nécessaire  et  il  su  (lit  que  l’on  ait 
>-i^.  On  voit  donc  que  depuis  r=  jusqu’à  r=-~,  la 

première  fonnule  sera  seule  admissible;  que  ce  sera 
au  contraire  la  seconde  depuis  jusqu’à  r=-^; 

et  que  pour  ou  deux  formules 

devront  être  rejetées. 

Comme  le  triangle  ABC  est  supposé  équilatéral, 
tout  est  semblable  par  rapport  à cbacun  de  ses 
sommets , de  sorte  que  le  nombre  total  des  posi- 
tions d’équilibre,  sera  nécessairement  un  multiple 
de  trois.  Ce  nombre  sera  égal  à 6 ou  à 1 2 , c’est- 
à-dire,  qu’un  prisme  triangulaire  et  à base  équila- 
térale, flottant  à la  surface  d’un  fluide  d’une  densité 
moindre  que  la  sienne,  a toujours  ou  douze  ou  six 
positions  d’équilibre  horizontales;  il  en  a douze, 
quand  le  rapport  de  sa  densité  à celle  du  fluide  , 
est  compris  entre  les  deux  fractions  et  7^;  et  six 
seulement,  quand  ce  rapport  tombe  hors  de  ces  li- 
mites. Dans  le  cas  de  douze  positions,  il  y en  a neuf 
ou  trois  pour  lesquelles  un  seul  sommet  est  plongé 
dans  le  fluide,  selon  que  la  densité  du  corps  est  plus 
grande  ou  plus  petite  que  la  moitié  delà  densité  du 
fluide. 

528.  Outre  leurs  positions  d’équilibre  horizon- 
tales, les  corps  prismatiques  ou  cylindriques  termi- 
nés par  des  bases  perpendiculaires  à leurs  arêtes. 
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out  aussi  des  positions  verticales  dans  lesquelles 
leurs  bases  sont  parallèles  au  niveau  du  fluide , et 
qui  sont  doubles  pour  chaque  corps , parce  que  l'une 
ou  l’autre  des  deux  bases  peut  être  plongée  dans 
le  fluide.  Il  ne  s’agit  alors  que  de  déterminer  l’en- 
foncement du  corps  dans  le  fluide,  et  pour  cela  on 
prendra  sur  l’une  des  arêtes,  à partir  de  la  base 
plongée , une  partie  qui  soit  à la  longueur  entière 
de  l’arête,  comme  la  densité  du  corps  est  à celle 
du  fluide  : le  volume  du  prisme  plongé  sera  au  vo- 
lume du  prisme  entier  dans  le  même  rapport. 

Les  solides  de  révolution  ont  de  même  deux  po- 
sitions d’équilibre  dans  lesquelles  l’axe  de  figure  est 
vertical,  et  quisontfaciles h déterminer  pourchaque 
solide  en  particulier.  Si,  par  exemple,  le  solide  est 
un  cône  droit,  il  pourra  demeurer  en  équilibre, 
quand  le  sommet  sera  plongé  dans  le  fluide , et  lors- 
qu’il en  sera  dehors  : dans  le  premier  cas,  le  solide 
plongé  sera  un  cône  semblable  au  cône  entier  ; leurs 
volumes  seront  entre  eux  comme  les  cubes  de  leurs 
hauteurs;  donc  en  appelant  x la  hauteur  du  premier 
cône,  où  la  partie  de  l’axe  de  figure , plongée  dans 
le  fluide,  h la  hauteur  du  cône  entier,  et  r le  rap- 
port de  la  densité  de  ce  corps  à celle  du  fluide  , il 
faudra  qu’on  ait 

i 

d'où  l’on  tire  x—h.  \/r.  Dans  le  second,  on  trou- 

3 _ 3 _ 

vera  h — jrz=h  . \^r,ouj‘=h(^i—‘  \0-),  en  dési- 
gnant 


Digitized  by  Google 


Livre  iv.  hydrostatique.  401 

giiant  par^',  la  hauteur  du  c6nc  tronqué,  plongé 
dans  le  fluide. 

En  général,  les  corps  qui  sont  symétriques  par 
rapporta  une  droite,  jouissent  delà  même  propriété 
que  les  prismes  et  les  solides  de  révolution.  J’en- 
tends ici  par  corps  symétrique ^ un  corps  homogène 
ou  hétérogène,  composé  d’une  suite  de  tranches 
perpendiculaires  à une  même  droite,  d’une  épais- 
seur infiniment  petite,  et  qui  ont  toutes  leurs  cen- 
tres dé  gravité  sur  cette  droite,  que  j’appellerai  l’a.ve 
du  corps.  Tout  plan  perpendiculaire  à l’axe  partage 
un  corps  de  cette  espèce  en  deux  parties  dontchacunc 
a son  centre  de  gravité  sur  l’axe,  ainsi  que  le  corps 
entier  ; parconséquent,  en  tenant  l’axe  vertical,  et  en 
plongeant  une  partie  du  corps  dans  un  fluide,  on  sera 
toujours  certain  que  le  centre  de  gravité  de  la  partie 
plongée  et  celui  du  corps  entier,  seront  sur  une 
même  verticale;  de  sorte  qu’il  suffira,  pour  l’équi- 
libre , que  le  poids  du  fluide  déplacé  soit  égal  au 
poids  entier  du  corps.  Cette  égalité  sera  toujours 
possible,  si  la  densité  du  corps,  quand  il  est  homo- 
gène, ou  sa  densité  moyenne,  quand  il  est  hétéro- 
gène , est  plus  petite  que  celle  du  fluide  ; d’où  l’on 
peut  conclure  que  dans  ce  cas  le  corps  a deux 
positions  d’équilibre,  inverses  l’une  de  l’autre,  et 
dans  lesquelles  son  axe  est  vertical. 

L’instrument  qu’on  appelle  ai'éomelre  ou  pèse- 
liqueur  y est  un  corps  symétrique  par  rapport  h un 
axe  vertical;  on  l’emploie  à comparer  entre  elles  les 
densités  de  difTérens  fluides,  dont  il  Indique  les  rap- 
ports par  ses  difTérens  degrés  d’eufoucemeut  dans 
a. 
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ces  fluides;  on  le  fait  aussi  servir  d'yine  manière 
ingénieuse,  à déterminer  la  pesanteur  spécifique 
des  corps  solides  (*). 

529.  Les  diverses  positions  d’équilibre  d’un  même 
corps  solide  flottant  à la  surface  d’un  fluide , jouis- 
sent d’une  propriété  remarquable,  qui  peut  se  dé- 
montrer sans  aucun  calcul.  Supposons  qu’on  fasse 
tourner  le  corps  autour  d’un  a-xe  mobile,  assujéti  à 
rester  constamment  parallèle  à une  droite  fixe  et 
horizontale;  et  que  de  cette  manière  on  le  fasse  passer 
successivement  par  toutes  ses  positions  d’équilibre  , 
dans  lesquelles  cet  axe  a cette  direction;  je  dis  que 
les  positions  d’équilibre  stable  et  non-stable  , se  suc- 
céderont alternativement , de  sorte  que  s’il  part 
d’une  position  d'équilibre  stable , la  seconde  posi- 
tion d'équilibre  qu'il  rencontrera,  ne  sera  pas  stable, 
la  troisième  le  sera,  la  quatrième  ne  le  sera  pas;  et 
ainsi  de  suite  , jusqu’à  ce  qu'il  soit  revenu  à sa  po- 
sition primitive. 

En  effet,  tant  qu’il  sera  encore  très-voisin  de  sa 
position  primitive,  il  tendra  à y revenir,  puisque 
cette  position  est  supposée  stable;  cette  tendance 
diminuera  graduellement,  et  enfin  le  corps  tendra 
à s'écarter  de  cette  position  ; mais  avant  que  cette 
tendance  change , pour  ainsi  dire,  de  signe,  il  y 
aura  une<position  dans  laquelle  elle  sera  nulle,  et 
où  le  corps  ne  tendra  ni  à revenir  à sa  position  pri- 
mitive, ni  à s’en  écarter  davantage;  ce  sera  donc  sa 


(*)  Voyez,  sur  ce  poi.nt,  le  Traité  de  Physique  de  M Ha  'y. 
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seconde  posilion  d équilibré;  or,  on  voit  qu’en  deçà 
de  celle  posilion,  le  corps  tend  à revenir  à la  pre- 
mière ; par  conséquent  à s’écarter  de  la  seconde  : 
au-delà  de  cette  même  position  , le  corps  tend  à 
s’écarter  de  la  première,  et  eu  même  tems  de  la 
seconde;  donc  la  seconde  position  d’équilibre  n’est  ’ 
••  pas  stable,  puisque  de  part  et  d’autre  de  celte  po- 
sition , le  corps  tend  à s’en  écarter  davantage.  Lors- 
qu’il a dépassé  sa  seconde  position  d’équilibre,  sa 
tendance  à s’en  écarter  diminue  continuellement  ; 
elle  devient  nulle  ; puis  le  corps  tend  à revenir  à 
cette  seconde  position.  La  position  où  cette  ten- 
dance est  nulle,  est  une  troisième  position  d’équi- 
libre , qui  est  évidemment  stable;  car  en-deçà  et 
au-delà,  le  corps  tend  à y revenir,  soit  pour  s’éloi- 
gner, soit  pour  se  rapprocher  de  la  seconde  posi- 
tion. Si  la  troisième  position  est  stable,  on  prou- 
vera par  notre  même  raisonnement  que  la  quatrième 
ne  l’est  pas;  et  la  quatrième  ne  l’étant  pas,  la  cin- 
quième le  sera,  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi,  quand  le  corps  sera  revenu  à sa  position 
initiale  , il  aura  nécessairement  passé  par  un  nombre 
pair  de  positions  d’équilibre,  alternativement  stable 
et  non  stable.  Par  exemple,  si  l’on  fait  tourner  autour 
d’une  droite  horiaontale,  le  prisme  équilatéral  que  • 
nous  venons  de  considérer  (n*  637)  , il  passera  par 
les  six  ou  par  les  douze  positions  d’équilibre  que 
nous  avons  déterminées;  or,  la  moitié  de  ces  po- 

Mlions  répoudraà  des  étals  stables,  et  l’autre  moitié 

a des  étals  non  stables;  et  jes  positions  d’équilibre 

a6. . 
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de  l’une  et  de  l'autre  espèce,  se  succéderont  alter- 
nativement. 

55o.  II  est  important  de  savoir  distinguer  l’équi* 
libre  stable  d’un  corps  flottant,  de  celui  qui  ne  l’est 
,pas.  On  a pour  cela  une  règle  ge'nérale,  qui  s’ap- 
plique à tous  les  cas,  et  qui  se  déduit  du  principe 
des  forces  vives  (n”4^9)  > mais  avant  de  la  faire 
connaître,  je  crois  utile  de  considérer  un  cas  par- 
ticulier qui  se  présente  souvent,  et  dans  lequel  la 
stabilité  dépend  d’une  condition  très-facile  à vérifler. 

Ce  cas  est  celui  d'un  corps  qui  est  partagé  par 
un  plan  vertical  CED  (flg.  48)  en  deux  parties  par- 
faitement semblables,  et  pour  la  forme,  et  pour  la 
densité.  On  suppose  d.e  plus,  que  l’on  écarte  ce  corps 
de  sa  position  d’équilibre , de  manière  que  cette  sec- 
tion CED  reste  verticale,  et  qu’après  l’avoir  ainsi  dé- 
rangé, on  l’abandonne  à lui-méme  sans  lui  imprimer 
aucune  vitesse  initiale;  de  cette  manière  la  section 
demeurera  dans  un  même  plan  vertical,  pen- 
dant tout  le  mouvement  du  corps  ; car,  tout  étant 
semblable  de  part  et  d’autre  de  cette  section,  il  n’y  a 
pas  de  raison  pour  qu’elle  sortejamais  du  plan  vertical 
où  elle  se  trouvait  à l'origine.  Par  la  même  raison  le 
centre  de  gravité  du  fluide  déplacé , sera  toujours  un 
• point  de  la  section  CED,  ainsi  que  le  centre  de  gravité 
du  corps  entier.  Soit  donc  G,  ce  dernier  centre;  soit 
aussi,  dans  la  position  d’équilibre,  Ole  centre  de  gra- 
vité du  fluide  déplacé,  et  l’intersection  du  niveau 
du  fluide  avec  le  plan  CED;  dans  cette  position,  la 
droite  GOqui  joint  les  deux  centres^  est  verticale,  et 
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par  conséquent  perpendiculaire  à lachoite  À B ; elle 
s’incline  en  general^  quand  on  écarte  le  corps  de 
cette  position  ; et  en  même  tcms^lc  centre  de  gravité 
de  la  partie  plongée,  et  la  ligne  d’intersection  du  ni- 
veau avec  le  plan  CED  ^ changent  de  position  sur  ce 
plan.  Je  supposerai  donc  que  ce  centre  et  celle  ligne 
deviennent  le  ppint  (ï  et  la  droite  A' R , après  qu’oa 
a troublé  l’équilibre  ; les  forces  qui  mettront  le 
mobile  en  monvement,  sont  le  poids  du  corps  qui 
est  dirigé  suivant  la  verticale  G/f,  menée  par  le 
centre  de  gravité  G,  et  la  résultante  des  pressions 
verticales  du  fluide  sur  la  surface  du  corps  ; résul- 
tante qu’on  appelle  la  poussée  du  fluide  , qui  est 
égale  au  poids  du  fluide  déplacé , et  qui  agit  au 
point  (y  (n*5oo)j  en  sens  contraire  de  la  pe- 
santeur, ou  suivant  la  verticale  O If.  Cette  verticale 
et  la  droite  inclinée  GO  étant  dans  un  meme  plan, 
se  couperont  en  un  certain  point  m ; on  appelle  ce  ^ 

poûit d’intersection,  le  niétaçentre\  et  c’est,  conime 
on  va  le  voir,  de  la  position  de  ce  point  par  rap- 
port au  centre  de  gravité  G,  que  dépend  la  stabi- 
lité de  l’équilibre.  11  est  permis  de  le  prendre  pour 
point  d’application  de  la  pt>ussée  du  fluide,  qui  agira 
alors  suivant  la  droite  mW  ; le  corps  sera  donc  sol- 
licité par  deux  forces  parallèles  et  contraires,  appli- 
quées aux  extrémités  de  la  droite  GO;  or,  il  s’agît 
d’examiuer  le  mouvement  que  prendra  le  mobile  ^ 
et  si  ces  forces  tendront  à le  ramener  à la  position: 
d’équilibre  , ou  à l’en  écarter  davantage.  \ 

D’abord  elles  produiront  un  mouvement  d’os- 
cillations du  point  G.  En  eflet  le  centre  de  gravîté- 
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doit  semouvorr  comme  si  ces  deux  forceslui  étaient 
di  reclement  appliquées  (n*  SQd);  donc,  à cause  que  sa 
vitesse  initiale  est  nulle,  son  mouvement  sera  recti- 
ligne, vertical,  et  uniquement  dû  à l’excès  de  la  plus 
grande  des  deux  forces  sur  la  plus  petite.  Si , à l’ori- 
gine du  mouvement,  le  poids  du  corps  l’emporte  sur 
la  poussée  du  fluide,  le  point  G comaiencera  par  des- 
cendre: son  mouvement  sera  d’abord  accéléré;  mais 
à mesure  que  le  coi'ps  s’enfoncera  dans  le  fluide,  U 
en  déplacera  un  plus  grand  volume;  la  poussée  du 
fluide  augmentera  donc  ; et  enfin  , il  arrivera  un  ins- 
tant où  elle  sera  égale  au  poids  du  corps.  Le  point  G 
continuera  encore  de  se  mouvoir  dans  le  même  sens 
en  vertu  de  sa  vitesse  acquise;  mais  alors  la  poussée  du 
fluide  l'emportant  sur  le  poids  du  corps,  son  mouve- 
ment sera  retardé;  le  point  G s’arrêtera  quand  il  aura 
perdu  toute  sa  vitesse,  puis  il  remontera  vers  sa 
position  Initiale,  et  il  oscillera  ainsi  jusqu’à  ce  que  la 
résistance  que  le  fluide  même  oppose  au  mouvement 
dn  corps,  ait  entièrement  détruit  ce  mouvement. 
•L’amplitude  de  ces  oscillations  sera  d’autant  plus 
petite,  que  la  différence  initiale  entre  le  poids  du 
corps  et  celui  du  fluide*dcplacé  sera  elle  - même 
plus  petite  par  rapport  au  pôids  du  corps.  Si  le 
corps  a été  très-peu  écarté  de  sa  position  d’équi- 
libre , cette  différence  sera  très  - petite , l’ampli- 
tude de  ces  oscillations  le  sera  aussi,  et  ces  petites 
oscillations  du  centre  de  gravité  n’auront  aucune 
influence  sur  la  stabilité  de  l’équilibre. 

Rendant  les  oscillations  du  point  G,  le  corps  tour- 
nera autour  de  ce  centre  comme  s’il  étaitfixe  (n*  4o*)i 
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son  mouvement  de  rotation  sera  donc  produit  par 
la  poussée  du  fluide,  qui  agit  an  point  m suivant  la 
direction  mH'\  et  son  état  d’équilibre  sera  stable  ou 
non  stable,  selon  que,  dans  ce  mouvement,  la  droite 
GO  reviendra  à la  position  verticale,  ou  s’en  écartera 
davantage.  Or,  l’inspection  de  la  figure  suffit  pour 
montrer  que  la  poussée  du  fluide  ramènera  la  droite 
GO  à la  position  verticale,  toutes  les  fois  que  le  point 
m sera  au-dessus  du  point  G ; an  contraire  , si  le 
métacentre  est  au-dessous  du  point  G , en  mi ^ par 
exemple,  la  poussée  du  fluide  qui  agira  alors  sui- 
vant m'H",  écartera  la  droite  GO  de  la  position 
verticale , et  fera  chavirer  le  corps  flottant.  Donc 
quand  le  métacentre  est  au-dessous  du  centre  de 
gravité  d’un  corps  flottant,  tel  que  celui  que  nous 
considérons,  l’équilibre  n’est  pas  stable;  et  au  con- 
traire , lorsque  le  métacentre  est  au-dessus  de  ce 
centre,  l’équilibre  est  stable,  du  moins  pour  les 
dérangemens  dans  lesquels  le  plan  CED  reste 
vertical.  Si,  dans  un  cas  particulier  , le  n>étacentre 
coïncide  avec  le  centre  de  gravité  , il  n’y  aura  pas 
de  mouvement  de  rotation  , et  la*  droite  GO  con- 
servera l’inclinaison  qu’on  lui  aura  donnée. 

55 1.  Lorsque  la  forme  du  corps  flottant  sera 
connue,  il  sera  toujours  facile,  en  le  mettant  dans 
une  position  très-voisine  de  sa  position  d'équilibre, 
de  déterminer  le  lieu  du  métacentre , ou  plutôt  de 
reconnaître  si  ce  point  est  au-dessus  ou  au-dessous 
du  centre  de  gravité  du  mobile.  Supposons,  par 
exemple,  que  ce  corps  est  un  cylindre  horizontal 
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à hase  elhplîqae  homogène^  et  d'une  densité^ëgala 
à la  moitié  de  celle  du  fluide  ; soit  ÂEBD  (flg.  49 
cl  5o)ÿUne  section  verticale, faite  à égale  distance  des 
deux  hases;  dans  la  position  d’équilibre  , l’un  des 
deux  axes  de  cet  ellipse  sera  vertical  ; et  comme 
Ja  moitié  du  volume  sera  plongée  dans  le  fluide , 
il  s’ensuit  que  l’autre  base  se  trouvera  à fleur  d’eoMy 
et  représentera  le  niveau  du  fluide.  L’axe  vertical 
ED  est  le  grand  axe  dans  la  fig.  4g,‘  et  le  petit, 
dans  la  fig.  5o;  or,  je  dis  que,  dans  le  premier  cas, 
le  métacentre  est  au-dessous  du  centre  G de  l'el-> 
lipse  qui  est  aussi  le  centre  de  gravité  du  cylindre, 
et  qu’au  contraire  il  est  au-dessas  dans  le  second  cas. 

En  effet,  menons  par  le  point  G une  droite 
E'U  qui  fasse  un  angle  très-petit  avec  ED\  cou-> 
cevons  ensuite  que  l’on  incline  l’axe  ED^  de  ma-* 
nière  que  E'D  devienne  verticale,  et  en  même 
tems,  supposons  qu’on  élève  ou  qu’on  abaisse  un 
tant  soit  peu  le  centre  Gy  ensorle  que  le  niveau  du 
fluide  devienne  la  droite  A'JÏ y perpendiculaire  à 
la  droite  EU  au’ point  G'.  Dans  celte  position,  la 
partie  A'E'B'G  de  l’ellipse  AED  B se  trouvera 
plongée  dans  le  fluide;  celte  partie  est  divisée  en 
deux  portions  inégales  A'E G'  et  EE G',  par  la 
droite  G'E';  or,  il  est  évident  que  le  centre  de  gravité 
du  fluide  déplacé  se  trouvera  quelque  part  en  un 
point  (y,  compris  dans  la  plus  grande  de  ces  deux 
portions;  d’où  l’on  voit,  en  considérant  les  deux  fi- 
gures que  la  parallèle  Cf/n , à la  droite  E'D',  ira 
rencontrer  la  droite  DE  au-dessous  du  centre  6r; 
dans  la  première  figure,  et  au-dessus,  dans  la 
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fécondé.  L’intersec  lion  m est  le  niétacentre  qui  se 
trouve  place'  comme  nous  TaA'ions  annoncé. 

* Ainsi  le  cj’Iindrc  que  nous  considérons  est  dans 
une  position  d’équilibre  stable  ou  non  stable,  selon 
que  le  petit  axe  ou  le  grand  axe  de  sa  base  est  vei-- 
lical.  En  supposant  que  le  corps  tourne  autour  de 
la  droite  horizontale  qui  joint  les  centres  de  ses 
deux  bases,  il  passera  successivement  par  quatre 
positions  d’équilibre  , qui  seront  alternativement 
stables  et  non  stables,  ce  qui  est  conforme  au  théo- 
rème du'n*  Sag. 

53a.  Considérons  maintenant  un  corps  de  forme 
quelconque,  en  équilibre  à la  surface  de  l’eau;  soit 
ABCD  (fig.  5i)  la  section  de  ce  corps,  déterminée 
par  la  surface  de  l’eau;  G le  centre  de  gravité  du 
corps  entier,  O celui  du  fluide  déplacé  par  la  partie 
plongée  du  corps,  V le  volume  de  celte  partie 
plongée,  AI  la  masse  entière  du  corps  : puisqu’il  est 
supposé  en  équilibre , le  plan  de  la  section  ABCD 
est  horizontal,  et  la  ligne  GO  est  perpendiculaire 
à ce  plan  ; de  plus,  la  masse  d’eau  déplacée  et  celle 
du  corps  sont  égales  entre  elles;  de  sorte  qu’en 
désignant  par  la  densité  de  l’eau,  on  a 

M—  />. 

Si  le  corps  était  homogène,  le  point  O serait  le 
centre  de  gravité  du  segment  de,  ce  corps  qui  se 
trouve  au-dessous  du  plan  ABCD  ; dans  ce  cas , 
le  point  O serait  nécessairement  plus  basque  le  point 
G;  car  O étant  le  centre  de  gravité  de  l’autre  partie 


4io  TRjrrÉ  DE  MÉCANIQUE, 
du  corps  y celui  du  corps  entier  doit  se  trouver  sur 
la  droite  Oo  y entre  les  deux  points  o et  O.  Mais 
quand  il  s’agit  d’un  corps  hétérogène,  et  que  la 
densité  de  sa  partie  inférieure  l’emporte  sur  celle  de 
sa  partie  supérieure,  il  peut  arriver  que  le  point  G 
soit  placé  au-dessous  du  point  O.  On  conçoit  même 
qu'on  pourra  toujours  faire  ensorte  que  le  centre 
de  gravité  du  corps  entier,  tombe  au-dessous  de 
celui  du  fluide  déplacé , en  augmentant  convenable* 
ment  la  densité  de  la  partie  inférieure,  et  diminuant 
celle  de  la  partie  supérieure , sans  changer  la  masse 
entière  du  corps.  Nous  représenterons  donc  par  a la 
distance  OG  de  ces  deux  centres,  et  nous  ne  ferons 
d’avance  aucune  hypothèse  sur  la  position  de  l’un 
des  centres  par  rapport  à l’autre. 

Supposons  qu’on  élève  la  section  .,^/ÎCZ?  au-dessus 
du  niveau  de  l'eau , ou  qu'on  l’abaisse  au-dessous  de 
ce  niveau,  d’une  quantité  très-petite,  et  qu’en  même 
tems  on  incline  un  tant  soit  peu  le  plan  de  celte 
section;  l’équilibre  sera  troublé;  en  abandonnant  le 
corps  à lui-même , il  prendra  un  certain  mouve- 
ment; et  la  question  de  la  stabilité  consiste  à exa- 
miner si  la  section  ABCD  s’écartera  de  plus  en  plus 
du  niveau  de  l’eau  , ou  si  elle  tendra  à y revenir,  en 
oscillant  de  part  et  d’autre  de  sa  position  primitive. 
Pendant  ce  mouvement  le  plan  du  niveau  de  l’eau 
qui  reste  fixe,  coupe  le  corps  suivant  une  section 
variable  qu’on  appelle  ordinairement  le  plan  de 
yîbWflWon;  soit  à un  instant  quelconque,  A'B'CI/ 
celte  section;  ABC'iy\  une  autre  section  du  corps 
faite  par  un  plan  borisoatal,  mené  par  le  centre 
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de  gravité  de  la  section  ABCD\  AB  la  ligne  d in- 
tersection de  ABCiy  et  ABCD‘,  9 l’inclftaison 
mutuelle  de  ces  deux  sections;  Ç la  distance  de 
ABC*Lf  au  plan  de  flottaison , laquelle  distance 
sera  regardée  comme  positive  ou  comme  négative, 
suivant  que  cette  section  se  trouvera  au-dessous  ou 
au-dessus  du  niveau  de  l’eau  : ces  quantités  varia- 
bles Ç et  ô sont  supposées  très-petites  à l’origine  du 
mouvement;  il  s’agit  de  savoir  si  elles  resteront  très- 
petites  pendant  toute  sa  durée. 

553.  En  appelant  u la  vitesse  variable  d’un  élé- 
ment quelconque  dm  de  la  masse  du  corps,  la 
somme  des  forces  vives  de  tous  ses  points  sera  don- 
née par  l’iutcgrale  fa'dm  qui  doit  être  étendue  à la 
masse  entière.  L’équation  qui  renferme  le  principe 
général  des  forces  vives  aura  donc  cette  forme  : 

fa'dm  =1  C 

C étant  une  constante  arbitraire,  et  ^ une  fonction 
dépendante  des  forces  qui  sont  appliquées  au  mobile 
(n°  /fOg).  Ces  forces  sont  la  gravité  et  les  pressions 
verticales  que  le  fluide  exerce  en  tous  les  points  de 
la  surface  du  corps , qui  sont  plongés  dans  l’eau  ; 
or,  011  peut  substituer  h ces  pressions,  des  forces 
motrices,  agissant  sur  tous  les  clémens  matériels  de 
la  partie  submergée  du  corps,  dirigées  en  sens  con- 
traire de  la  pesanteur,  et  égales,  pour  chaque  ino-, 
lécule,  au  poids  d’une  molécule  d’eau  de  même  vo- 
lume; car  la  résultante  de  ces  forces  motrices  sera 
identiquement  la  même  que  celle  des  pressions  ver- 
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tj'cales  du  fluide  (u*  5oo)  : il  s'ensuit  donc  qu'eu 
dcsigaant  par  g la  gravité , et  par  dv  l’éléraeut  du 
volume  du  corps,  correspondant  à l'élément  d/zidu 
sa  masse,  la  force  motrice  de  dm  sera  exprimée  par 
gdm  — gfdf,  si  ce  point  matériel  se  trouve  au-dessou» 
du  niveau  de  Tcau,  et  par  gdm j s’il  sc  trouve  au-» 
dessus.  Soit  de  plus  z la  distance  varial)le  de  dm  au 
plan  de  flottaison,  z étant  une  quantité  positive  ou 
négative,  suivant  que  dm  se  trouve  au-dessous  ou 
au-dessus  de  ce  plan  ; il  résulte  de  la  valeur  géné* 
raie  de  la  fonction  cp,  donnée  dans  le  n*  4^9,  que 
dans  la  question  qui  nous  occupe,  on  doit  avoir 

f = —fzgfdv  ; 

la  première  de  ces  deux  intégrales  étant  relative  à 
la  masse  entière  du  corps,  et  la  seconde  ne  devant 
s’étendre  qu’à  la  partie  submergée  de  son  volume- 
En  appelant  a,  la  distance  variable  du  centre  de 
gravité  G de  la  masse  Af , au  plan  A'^CU ^ ou  la 
longueur  de  la  peiqiendiculaire  GIl , abaissée  de  ce 
point,  sur  ce  pian,  on  aura  d’abord 

Pgdm=gfziïm  = ; 

je  partage  ensuite  la  seconde  intégrale  en  deux  par- 
ties, l’une  relative  au  volume  qui  se  trouve  au- 
dessous  de  lar  section  ABCDy  l’autre  relative  au  vo- 
lume compris  entre  \essecixonsABCDe\.A'B'C'jyi 
j’ai  alors  gf^fz^y  pour  la  valeur  de  la  première  par- 
tie, étant  la  distance  variable  du  ceAtre  de  gravité 
O du  volume  au  plan  de  flottaison , c’est-à-dire, 
la  longueur  de  la  perpendiculaire  OE,  abaissée  do. 
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point  O sur  le  plan  A'IÏC'iy  : donc  en  représen- 
tant pour  un  moment  par  AT , la  valeur  de  l’intégrale 
fzdvy  prise  dans  les  limites  du  second  volume , de 
manière  que  gfK  soit  la  secondé  partie  de  la  seconde 
intégrale  qui  entre  dans  la  valeur  de  j’aurai 


e = gmz,  —gfP:z„—g(K. 

Mais  la  droite  OG  étant  perpendiculaire  au  plan 
ABCD , l’angle  qu’elle  fait  avec  la  verticale  GH  est 
égal  à l’inclinaison  9 de  ce  plan  sur  un  plan  hori- 
zontal; d’ailleurs  la  longueur  de  cette  droite  OG  a 
été  représentée  par  a;  d’où  l’on  peut  facilement 
conclure 

*,  = 2„±:  a.cos.fl;  X 

le  signe  supérieur  ayant  lieu , quand  le  point  G est 
plus  bas  que  le  point  O^ln^t  l’inférieur  dans  le  cas 
contraire.  Substituant  cette  vsdbur  de  z,,  dans  celle 
de  9,  et  observant  que  il  vient 


.w  =»t-Tr'  ■ ip 

iC  ' - . uT 

Pour  avoir  la  valeur  de  AT  ou  de  fzdv,  je  décon>* 
pose  l’aire  de  la  section  ABCD  en  une  infinité 
d’élémens  infiniment  petits;  je  les- projette  tous  sur 
le  plan  deilottaison  ; ce  qui  forme  une  infinité  de 
cylindres  verticaux  dont  les  bases  infiniment  petites^ 
sont  les  projections  des  élémens;  je  coupe  ensuite 
un  cylindre  quelconque  par  une  infinité  de  plans 
horizontaux  ; et  je  prends  pour  l’élément  dv  du  vo- 
lume, la  partie  de  ce  cylindre  comprise  entre  deux 
plans  consécutifs,  dont  les  distances  au  plan  de 
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iloUaison,  sont  z et  z + </z;  de  sorte  que  cet  éîc- 
inéiit  sera  égal  à la  base  du  cylindre,  multipliée  par 
la  différentielle  dz.  Or , d\  étant  l’élément  différen- 
tiel do  l'aire  ABCDy  sa  projection  horizontale,  ou 
la  base  du  cylindre  qui  lui  correspond , est  égale  à 
COS.d.t^A,  puisque  â est  l’inclinaison  du  plan  de  cet 
élément  sur  le  plan  ho'rizontal  ; on  aura  donc 

dv  = co%.b. dx.dz\ 

par  conséquent  l’intégrale  fzdv,  relative  à l’un  des 
cylindres,  deviendra  cos. ^.dA.fzdz,  et  devra  être 
prise  depuis  z = o,  jusqu’à  zs=hy  «n  désignant  par 
h la  distance  de  l’élément  dh,  au  plan  de  flottaison  , 
ou  la  hauteur  du  cylindre;  donc  cette  intégrale  sera 
égale  à 7A*.cos.fl.rfA. 

Ma^s  si  l’on  suppose  que  rélémerrt  d\  répond  au 
point  n de' la  section  ABvD , que  l’on  abaisse  de 
ce  point  des  perpendiculaires  ne  et  nf  sur  la  droite 
AB  et  sur  le  plan  A'BCL/ , que  y'  soit  le  point  où 
celte  seconde  perpendiculaire  coupe  le  ^va.ABCiy, 
et  qu’on  fasse  ne=.l:  on  aura  d’abord  h = nf=nf 
-f- ff',  la  partie  f*f  sera  la  distance  de  la  droite  ho- 
rizontale a\i  plan  de  flottaison,  et  par  conséquent 
égale  à la  variable  Ç ; l’autre  partie  nf  sera  égale  à 
/.sin.8;  d’où  II  suit  * 

/<  = ï -p /.  sin . â ; 

formule  dans  laquelle  on  devra  regarder  la  quantité 
l comme  positive  ou  comme  négative,  selon  que  le 
point  n se  trouvera  au-dessous  ou  au-dessus  du  plan 
ABC  If,  ou,  autrement  dit,  selon  qu'il  appartiendra 
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à la  partie  ABD^  ou  à la  partie  ABC  de  la  sectioa 
ABCD.  L’intégrale  relative  au  cj^liadre  qui  répond 
à l’élément  dXy  devient  donc 

j . î;* . C04 . S . (/a  + C.  fin . 6 . cos . ® . Id*.  + j . &in* . 6 . cos . 6 . t‘d*,. 

* 

Ainsi-l’on  aura  la  valeur  de  fiAv  relative  à tous  les 
cylindres^  en  intégrant  de  nouveau  cette  formule 
différentielle  par  rapport  à / et  et  étendant  l’in- 
tégrale à l’aire  entière  de  la  section  ABCD\  ce  qui 
donne 

/ïdi/=  l.'y.cos.fl.yïfA+Ç.sin.fl.cos.fl./ÜA  + ï.sin’.9.cos.9.//'dA. 

Désignant  cette  aire  entière^  ou  la  valeur  de  fd\, 
par  b\  celle  de  fl*dx^  par  y,  et  observant  que 
yWA  = o,  parce  que  la  droite yfjB contient  le  centre 
de  gravité  de  l’aire  ABCD  : la  valeur  de  fidv  se 
réduit  à 

* .i^’.cos.ô  -f  j.j..sin*.6.co«.9. 

^ y'-'-.' 

Cette  valeur  de  fzdv  n’est  pas  ri^ureusement 
celle  de  K~,  pour  qu’elle  le  fdt,  il  faudrait  que  le 
solide  compris  entre  les  sections  A'DCU  e\  ABCD 
fût  un  cylindre  vertical  tronqué  par  le  plan  de  *la 
section  ABCD',  mais  quelle  que  soit  sa  forme,  on 
conçoit  que  cette  valeur  doit  très-peu  différer  de  la 
valeur  exacte  de  K , tant  que  le^  variables  ^ et  6 sont 
très-petites  ; et  il  est  fficile  de  s’assurer  que  la  diffé- 
rence de  ces  valeurs  est  de  l’ordre  des  produits  de 
trois  dimensions  de  ^ et  de  fl,  c’est-à-dire,  que  si 
^et6  étaient  infiniment  petits,  cette  différence  serait 
infiniment  petite  du  troisième  ordre.  Eu  négligeant 
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donc  les  quantités  de  cet  ordre  et  substituant  la 
valeur  de  fzdv  à la  place  de  dans  la  valeur  de 
j'aurai 

^ =±  gf^a.cos.fl  — i.g-fiÇ’.cos.9  — g.jÇfj^.sin’.Ô.cos.fl. 
Mais  en  développant  sin.9  et  cos.G^  on  a 

6*  f* 

sin.9  = 6 — ^-^  + etc. , cos.9  = i — — *tc.\ 

négligeant  donc  toujours  les  termes  de  trois  dimen-< 
sions  par  rapport  à G et  on  aura 

» = rh  — ï-gfb.^  — i.gfy.Ê*; 

ce  qui  change  l’équation  des  forces  vives,  en  celle-ci  i 

^ (i) 

en  comprenant  le  terme  db  tigfVa^  dans  la  constante 
arbitraire. 

554-  La  valeur  de  C se  détermine  d’après  celles 
de  U,  G et  Ç à l’origine  du  mouvement;  C est  donc 
une  quantité  très-petite;  et  de  plus  l’équation  (i) 
nous  montre  que  cette  quantité  est  positive,  toutes 
les  fois  que  la  valeur  du  coefficient  y =fc  f^a  est 
positive.  Si  Ce  coefficient  reste  positif  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement,  on  peut  conclure  de  celte 
équation,  par  le  raisonnement  déjà  employé  dans  le 
n*  474»  variables  G et  Ç demeureront  aussi 

très-petites,  de  manière  qu’on  aura  toujours 

ce 
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ce  qui  montre  que  la  stabilité  de  l’équilibre  du  corps 
que  nous  considérous,  tient  au  signe  du  coefficient 
T'  =b  de  manière  q\^  cet  équilibre  sera  stable 
toutes  les  fois  que  ce  coefficient  sera  positif  à l’ori- 
gine et  pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

555.  L’intégrale  fl^dXy  qui  est  représentée  par  7., 
est  une  quantité  essentiellement  positive  ; car  tous 
les  élémens  dont  cette  intégrale  est  fa  somme,  sont 
positifs.  Le  terme  db  Va  doit  être  pris  avec  le  signe 
qu.nnd  le  point  G se  trouve  au-dessous  du  point 
O;  donc  dans  ce  cas  le  coefficient  y db  est  posi- 
tif, et  l'équilibre  stable.  Lors  donc  que  le  centre  de 
gravité  de  la  masse  entière  d’un  corps  flottant  est 
plus  bas  que  celui  du  volume  d’eau  qu’il  déplace 
dans  sa  position  d’équilibre,  on  peut  être  certain 
que  cet  équilibre  est  stable,  par  xapport  à tous  les 
petits  mouvemens  qu’on  peut  imprimer  à ce  corps. 

Si  au  contraire  le  point  O est  au-dessous  du  point 
Gy  le  terme  db  doit  être  pris  avec  le  signe — ; 
il  faut  alors  qu’on  ait  7/  >•  ^a,  pour  que  le  coeffi- 
cient yàzVa  soit  positif,  et  qu’on  puisse  assurer 
la  stabilité  de  l’équilibre.  La  quantité  y varie  avec 
la  position  de  la  ligne  AB;  cette  ligne  passe  constam- 
ment par  le  centre  de  gravité  de  l’aire  ABCD;  mais 
pendant  le  mouvement,  elle  peut  se  déplacer  sur  le 
plan  de  cette  aire , en  tournant  autour  de  ce  centre. 

Or,  enlui  faisant  faire  une  révolution  entière  autour  • 
de  ce  point,  il  est  évident  qu’elle  passera  par  «ne 
position  dans  laquelle  la  valeur  de  y sera  plus  petite 
que  dans  toute  autre  j si  doncpn  ctdcule  cette  plus 

a.  37  ^ 
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pclUe  ».loar,  et  qa'm.  U trouYC  plus  grande  <pe  k 
nrodolt  r» , 11  sera  cerUm  que  le  coeHicient  y±ra 
uepcul  devenir  négaüf,«t  per  cnnsequenl,  que 
l’écjuilibra  est  stable.  , 

Aînsî , par  exemple,  dans  un  vaisseau,  il  est  aisé 
âe  voir  qL  la  droite  par  rapport  à -laquelle  l’mte- 
OTale//*rfA  est  un  minimum,  est  la  ligne  qui  va  de 
la  proue  à la  poupe;  on  partagera  donc  1 aire  du 
plan  de  flottaison , ou  de  la  section  faite  a fleur  d eau, 
en  élcmens  infiniment  petits';  puis  on  prendra  la 
somme  de  tous  ces  élémens  multipliés  respective- 
ment, par  le  carré  de  leurs  distances  à cette  ligne;  et 
pour>’U  que  cette  intégrale  soit  plus  grande  que  le 
produit  du  volume  d’eau  déplacé  par  le  vaisseau  , 
mulüplié  par  la  distance  du  centre  de  gravite  de  ce 
volume  à celui  dp  vaisseau,  on  pourra  assurer  qne 
réquilibre  est  stable  par  rapport  à tous  les  petiU 
mouvemens  du  vaisseau,  lors  même  que  le  second 
centre  de  gravité  serait  plus  haut  que  le  premier. 


• 556.  D’apres  la  théorie  exposée  dans  les  chapi- 

tres IV  et  V du  livre  précédent,  nous  pourrions 
entreprendre  de  déterminer  le  mouvement  d’un 
corps  flottant,  de  forme  quelconque,  que  Ion 
écarte  un  tant  soit  peu  de  sa  position  d équili- 
bré* nous  confirmerions  de  cette  manière  le  théo- 
rème général,  que  nous  venons  de  démontrer, 
sur  la  stabilité  de  cet  équilibre;  mais  pour  ne  pas 
udtis  jeter  dans  de  trop  longs  calculs,  nous  nous 
bornerons  à considérer  le  cas  particulier  du  n*  53o; 
nous  supposerons  donc  que  dans  sa  position  d equi- 
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libre,  le  corps  est  coupé  en  deux  parties  parfaite- 
ment identiques,  par  un  plan  vertical  CED;  qu’en 
l’écartant  de  cette  position , cette  section  CED  reste 
verticale;  et  qu’après  l’avoir  ainsi  dérangé,  on  l’a- 
bandonne à lui-même,  saus  lui  imprimer  aucune 
•vitesse  initiale.  De  cette  manière,  la  section  CED 
restera  dans  un  même  plan  vertical , pendant  toute 
la  durée  du  mouvement;  et  nous  aurons  seulement 
à déterminer  le  mouvement  du  centre  de  gravité  G, 
et  le  mouvement  de  rotation  du  corps  autour  d’un 
axe  horizontal , passant  par  le  point  G et  perpen- 
diculaire au  plan  CED. 

Or,  le  centre  de  gravité  G se  meut  comme  si  la 
masse  entière  A/  y était  réunie,  et  que  les  deux  forces 
qui  agissent  sur  le  corps,' fussent  transportées  en  ce 
point  parallèlement  à leurs  directions;  ces  forces 
sont  le  poids  A/gdu  corps,  et  la  poqssée  du  fluide  dont 
ladirection  est  contraire  à celle  de  la  pesanteur,  et 
dont  l’intensité  est  égale  au  poid^  du  volume  d’eau 
déplacé;  la  force  motrice  du  point  G sera  donc  tou- 
jours verticale;  et  comme  sa  vitesse  initiale  est  nulle, 
il  s’ensuit  que  son  mouvement  sera  rectiligue  et  ver- 
tical, ainsi  que  nous  l’avons  déjà  remarqué  (n*53o). 
En  désignant  par  le  volume  d’eau  déplacé  dans 
la  position  d’équilibre  , et  par  ü,  celui  qui  est 
déplacé  à un  instant  quelconque,  la  force  motrice 
du  point  Gy  à cet  instant,  sera  exprimée  par  Mg 
— -|-  Uy.gf;  quantité  qui  Se  réduit  à — Ugfy 

à cause  que  l’équation  dlSérentielIe  du 

mouvement  de  ce  centre  sera  doue 

27- • 
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— — Vg!  ; (a)  ■ 

S étant  la  disUnce  GH  du  point  G au  niveau 

de  l’eau,  ou  au  plan  et  désignant  l’élé- 

luent  du  tems.  U représente  ici  le  volume  compris 
entre  le  plan  de  flottaison  A'HCÜ,  à un  instant 
«juelconcpie , et  la  section  ABCD  ^i  était  le  plan 
de  flottaison  dans  la  position  d’équilibre;  or,  tant 
que  les  variables  ^ et  â du  n*  53a , sont  très-petites, 
et  qu’on  néglige  les  termes  de  seconde  dimension 
par  rapport  à ces  quantités,  on  a 

tr=:/(  Ç4- Z.  ïin . 6) . CO» . 8 . dx  ; 

l'intégrale  étant  relative  à Z et  dA,  et  devant  s’étendre 
à l’aire  entière  ABCD.  En  effet,  le  cylindre  vertical 
qui  a pour  base  la  projection  de  l’élément  dA  de 
cette  aire,  snr  le  plan  A’H C U et  qui  se  termine 
au  plan  ABCD,  est  égal  à sa  hauteur  Ç-f-Z.sin.0, 
multipliée  par  sa  base  cos . 0 ,dx  ; et  la  somme  des 
cylindres  semblables,  relatifs  à tous  les  élémens 
dA,  forme  à très  - peu  près  le  volume  U,  compris 
entre  ces  deux  plans.  Cette  valeur  de  U se  réduit  à 

I/=Ç.co».0./ d^-f-ain.6.cos.6./’/dx'=:  , 

à cause  que  fldK=zo  et  fdKssih  (n*555),  et  que 
cos. 6=  I,  quand  on  néglige  le  carré  de  8. 

Pour  simplifier  encore  ces  calculs.  Je  supposerai 
que  la  perpendiculaire  GP,  abaissée  du  point  G sur 
la  section  A B CD, yient  tomber  sur  la  droite  AB  sa. 
centre  de  gravité  de  cette  section  ; je  désignerai  par 
c,  la  longueur  de  cette  perpendiculaire;  menant 
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parJe  point  jP,  une  horiionlale  PQ  qui  coupe  au 
point  Ç,  la  verticale  GH,  j’aurai  GQ=c. cot. 9 ; 
donc  en  observant  que  Ç est  la  distance  QH  du 
point  Q ou  du  point  P au  ^va.  jP B' CLf  (n*55a}j 
on  aura 

G£T=  c.cot.â  -f-  Ç = c Ç , 

puisqu’on  néglige  le  carré  de  fl. 

Ces  valeurs  de  z,  et  de  U étaut  substituées  dans 
l’équation  (a) , elle  devient 

M.^-k-bg^.r,=o\ 

d’où  l’on  tire,  en  intégrant , 

tL  et  a'  étant  les  constantes  arbitraires.  Comme  la 
vitesse  initiale  du  point  G est  nulle  ^ il  en  résulte 
que  si  l’on  compte  le  tems  t de  l’origine  du  mou- 
vement, il  faudra  qu’on  ait  ù-la-fois  t=o  et 

^ = O,  ce  qui  exige  qu’on  prenne  oi'=o.  L’autre 

constante  représente  alors  la  valeur  initiale  de  t. 
Cette  constante  peut  être  positive  ou  négative;  elle 
exprime  la  quantité  dont  le  centre  de  gravité  G a 
été  abaissé  ou  élevé,  à l’origioe  du  mouvement,  au- 
dessous  ou  au-dessus  de  sa  position  d’équilibre. 

On  aura,  après  un  tems  t quelconque. 
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d’où  l’on  peut  conclure  que  le  point  G fera,  dep:^rt  et 
d’autre  de  sa  position  d équilibré , des  oscillations 
égales  et  d’cgale  durée  , analogues  à celles  d’un 
pendule  simple.  En  désignant  par  T,  le  tems  d'une 
oscillation  entière,  et  par  'Tt,  le  rapport  de  la  cir- 
conférence au  diamètre,  on  aura 


537.  Quant  au  mouvement  de  rotation  du  corps 
autour  de  l’axe  horizontal  passant  par  son  centre  de 
gravité , il  est  le  même  que  si  cet  axe  était  fixe , 
et  que  cependant  les  forces  motrices  qui  agissent 
sur  le  corps  ne  fussent  pas  changées  (n"  4^2)  ; 
oa  pourroit  donc  en  trouver  les  lois,  au  moyen 
de  la  formule  du  n*  56g,  qui  sert  à déterminer 
la  vitesse  angulaire  d’un  corps  solide,  autour  d’un 
axe  fixe;  mais  pour  prévenir  quelques  difficultés 
relatives  aux  signes  des  quantités,  il  vaut  mieux 
employer  l’une  des  trois  équations  (2)  du  n*  4^^- 
En  effet,  en  remplaçant  dans  ces  équations  la 
masse  m par  l’élément  dm  de  la  masse  d’un  corps 
solide,  et  la  caractéristique  2 par  le  signe  in- 
tégral y*,  chacune  d’elles  sert  à déterminer  le  mou- 
vement de  rotation  de  ce  corps  autour  de  l’un 
des  trois  axes  des  coordonnées  x,  y,  z;  si  l’on 
suppose , par  exemple , que  l’axe  de  rotation  soit 
celui  desy' , on  a à considérer  la  seconde  de  ces 
équations,  savoir  ; 

dm==f(zX^xZ).dm-,  (3) 
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dans  laquelleales  deux  intégrales  sont  relatives  à 
l’élement  dm , et  doivent  être  étendues  à la  masse 
entière. 

Or  Xdm  et  Zdm  sont  ici  les  forces  motrices  pa- 
rallèles aux  axes  des  x et  des  z,  de  l’élément  dm:  en 
prenant  donc  la  verticale  érz,  dirigée  dans  le  sens 
de  la  pesanteur , pour  l’axe  des  z , et  par  conséquent 
l’horizontale  Gx  pour  l’axe  des  or,  la  première  de 
ces  forces  sera  nulle;  de  plus,  dv  étant  l’élément  du 
volume  qui  correspond  à l’élément  dm  de  la  masse , 
nous  aurons  Zdm^ gdm  — gfdv,  ou  Zidm=gdm^ 
selon  que  cet  élément  dm  appartiendra  .à  la  partie  du 
corps  qui  est  au-dessous  du  niveau  de  l’eau , ou  à 
^celle  qui  eft  au  -dessus  (n*  553)  ; donc  le  second 
ntembre  de  l’équation  précédente  deviendra 

/(sX — xZ) . dm.  = — g.fxdm  +gf . / xdi'  ; 

la  première  intégrale  étant  relative  à la  masse  entière 
du  corps,  et  la  seconde  devant  seulement  s’étendre 
à la  partie  de  son  volume,  qui  est  plongée  dàBs 
l’eau;  mais,  à cause  que  le  plan  des  passe 

par  le  centre  de  gravité  G de  cette  masse , on  a 
ifxdm—o  ; ce  second  membre  se  réduit  donc  k 
gf.fxdv.  A un  instant  quelconque,  le  volume  plongé 
dans  l’eau  est  la  somme  des  deux  volumes  V qX,  U ^ 
l’intégrale  fxdv  se  compose  donc  de  deux  parties  : 
l’une  relative  au  volume  l’autre  relative  au  volume 

U-,  la  première  est  égale  au  produit  F'x^y  x,  étant 
la  valeur  de  x qui  correspond  au  point  O,  centre 
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de  gravité  de  V ; pour  avoir  l’autre  parâe,  jé  décom- 
pose, comme  précédemment,  le  volume  U,  en  une 
infinité  de  cylindres  verticaux  ; le  volume  d’un  de  ces 
Cylindres  est  exprimé  par(Ç-f-/9).dA,  én  négligeant 
le  carré  de  fl  ; de  sorte  que  la  partie  de  f xdv,  relative 
à U,  devient  La  variable  x est  ici  la 

distance  de  l’élément  d\  au  plan  àesjr , z,  et  l’inté- 
grale doit  être  étendue  à l’aire  entière  ABCD  ; or , 
il  est  aisé  de  voir  qu’on  a,  d’après  ce  que  signifient 
6,  A et  / (n‘  555), 

x=  /i.sin.fl  + Z.cos.9  = ft(-f-/, 

en  négligeant  toujours  .le  carré  de  9.  On  conclut 
de  la  ^ 

/x(Ç+«).rfA=/(A6+0.(Ç4.Z9);dA=>9, 

en  faisant,  comme  plus  haut,  fl*d\=yf  observant 
que  /ldh=o,  et  négligeant  le  produit  Ç0.  Je  réunis 
maintenant  les  deux  parties  de  l’intégrale  fxdv , je 
multiplie  leur  somme  par  />g,  et  j’ai  gf{V r,+5/0)  , 
pour  le  second  membre  de  l’équation  (S). 

Soit  R la  projection  de  l’élément  dm  sur  le  plan 
CED',  menons  la  droite  RQ,  et  désignons  sa  lon- 
gueur par  r ; désignons  aussi  par  l’angle  que 
cette  droite  GR  fait  avec  l’axe  Gx , quand  le 
corps  est  dans  sa  position  d’équilibre  ; angle  dont 
les  valeurs  relatives  aux  différens  points  du  corps  , 
s’étendront  depuis  zéro  jusqu’à  quatre  angles  droits; 
de  sorte  que  cet  angle  sera,  par  exemple,  égal  à 
100°  pour  tous  les  points  situés  sur  l’axe  Uz,  et  égal 
à Soo*  pour  tous  ceux  qui  sont  situés  sur  son 

»•  , 


/ 
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prolongement  Gz.  On  aura  de  celte  manière 
x=r.cos.ff  a=r.sin./  Dans' la  position  d’équi- 
libre^ la  ligne  GO  coïncide  avec  l’axe  des  »ou  avec 
son  prolongement  j pendant  le  mouvement,  elle  s en 
écarte  de  l’angle  variable  û qui  doit  ainsi  s ajouter  a 
l’angle  f,  pour  tous  les  pointa  du  corps;  on  a donc, 
à un  instant  quelconque  , 

a;=r.cos.(^+®)»  + 6) -, 

d’où  l’on  tire 

, / dx  dx\ 

d*x  d*z  ‘\'dt  " 3T/  , 

*•■5^— *apr—  Â 5^* 

Par  conséquent  lepremier  membre  de  l’équation  (5) 
est  la  même  chose  que  Mk' . ; Mk*  repré- 

sentant le  moment  d’inertie  de  la  masse  Af , qui  sc 
rapporte  à l’axe  de  rotation. 

• 

Relativement  au  point  O,  on  a Jhsiioo*,  quand 
ce  point  estau-dessous  du  point  G;y=ssSoo*,  quand 
il  est  au-dessus;  et  r=  00=0,  dans  l’un  et  l’autre 
cas;  on  a donc  ar^=ata.cos.(ioo*-t-0)= — o.sin.fl, 
dans  le  premier  cas,  et  x,ï=û.cos  . (5oo*-f- 9) 
=:a. sin.fi,  dans  le  second;  ou  bien,  en  négli- 
geant le  carré  de  6,  — J=o6.  Le  second  membre 

de  l’écpiation  (3)  est  donc  égal  ù g'/>(>'dbf’<i)9,  et 
cette  éqiiation  prend  la  forme  : 

Mk\~  + gt(.y:hra).6z=o  ; 
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où  l’on  doit  prendre  le  signe  supe'rieur  ou  le 'signe 
inférieur,  selon  que  le  point  O est  au-dessus  ou 
au-dessous  du  point  G. 

Dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe  , la 
quantité  J/ est  constante;  Car  elle  représente  la  somme 
des  élémens  de  l’aire  ABCD  ^ multipliés  respec- 
tivement par  le  carré  de  leurs  distances  à la  ligne 
AB  y qui  est  l'intersection  du' plan  de  la  section 
avec  le  plan  horizontal  ABC" U'',  cette  ligne 
passe  constamment  par  le  centre  de  gravité  de  cette 
section,  et  de  plus  elle  est  parallèle  à l’axe  de  ro- 
tation ; elle  ne  change  donc  pas  de  position  sur  le 
plan  ABCD  ; par  conséquent  l’intégrale  y*/*c?A  ne 
change  pas  non  plus  de  valeur.  Lors  donc  que  le 
coefficient  constantj/zt/^asera positif, nousaurons, 
en  intégrant  l’équation  précédente  , 

C et  Ç'  étant  les  deux  constantes  arbitraires.  La  se- 
conde doit  être  nulle  , pour  qu’on  ait  à-  la  - fois 

<=0  et  ^ — o;  condition  qui  résulte  de  ce  que  le 

corps  n’a  aucune  vitesse  initiale.  La  constante  ë repré- 
sente alors  la  valeur  de  Oàl’originedu  mouvement  , 
ou  la  "quantité  dont  on  a écarté  primitivement  la 
ligne  ÔGy  de  la  direction  verticale;  la  valeur  de  fl 
exprime  le  même  écart,  après  un  tems  quelconque 
t ; et  nous  voyons  par  la  forme  de  celle  valeur,  que 

♦ 
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la  ligne  OG  oscille  de  pari  et  d’autre  de  la  verti- 
cale comme  un  pendule  simple  : T"  élaut  la  durée 
d’une  oscillation  entière,  et  'K  le  rapport  de  la  cir- 
conférence au  diamètre,  on  aura 


Mk^ 


Lorsquele coefficient j-i/^aeslnégalif, la  valeur 
de  9 n’est  plus  exprimée  par  un  cosinus  ; elle  l’est 
alors  par  une  exponentielle;  par  conséquent  elle 
ne  reste  plus  très-petite , pendant  toute  la  durée  du 
mouvement , quoiqu’elle  soit  aussi  petite  que  l’on 
voudra  à l’origine  ; d’où  l’on  doit  conclure  que  , 
dans  c^  cas , la  position  d’équilibre  dont  le  corps 
a été  écarté,  n’est  pas  stable. 


558.  Dans  le  cas  de  la  stabilité , les  oscillations 
de  la  ligne  GO  ont  lieu  en  même  tems  que  celles  du 
centre  de  gravité  G;  les  unes  sont  dues  à l’abais- 
sement primitif  de  ce  centre,  au-dessous  de  sa  po- 
sition d’équilibre;  les  autres  à l’écartement  primitif 
de  la  ligne  GO,  de  la  verticale  menée  par  le  point 
G,  avec  laquelle  celte  ligne  coïncidait  dans  la  po- 
sition d’équilibre  du  corps.  Cet  abai.sscment  et  cet 
écartement  primitifs  sont  deux  c.iuses  differentes  , 
qui  peuvent  troubler  cet  équillbro  ; si  l’abaisse- 
ment primitif  du  point  G,  que  nous  avons  appelé 
a,  était  nul,  les  oscillations  du  point  G seraient 
aussi  uulles,  et  celles  de  la  ligne  GO  subsisteraient 
seules;  si,  au  contraire,  la  ligne  GO  était  restée 
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Terticale  à l'origine  du  mouvement,  on  aur*it6=oi 
les  oscillations  de  cette  ligne  seraient  nulles,  et  celles 
du  point  G ayraient  seules  lieu  ; mais  quand  le  dé- 
placement du  point  G et  la  déviation  de  la  ligne 
GO,  ont  concouru  à écarter  le  corps  de  sa  position 
d’équilibre  , ces  deux  espèces  d'oscillations  existent 
ensemble,  sans  se  gêner  mutuellement;  résultat 
qui  nous  offire  un  exemple  et  une  vérification  remar- 
quables du  principe  de  la  coexistence  des  petites 
oscillations  (n*  476). 


4 
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CHAPITRE  V. 

* USAGE  DU  BAROMÈTRE  POUR  LA  MESURE 

DES  HAUTEURS  VERTICALES.  . , » 

559.  ü N barofnètre  e$t  formé , en-  général , d’un 
tube  de  verre  recourbé  ABC  (fig.  5a);  la  branche 
AB  est  fermée  à son  extrémité  supérieure  A ; l’autre 
branche  BC  est  ouverte  en  C;  le  tube  est  en  partie 
rempli  de  mercure  qui  s’élève  à des  hauteurs  iné- 
gales  dans  les  deux  branches.  Je  suppose  que  ce 
fluide  s’élève  jusqu’au  point  B,  dans  la  branche  AB, 
et  que  l’intervalle  AB,  compris  entre  son  niveau  et 
le  sommet  de  la  branche , soit  exactement  vide 
d’air;  sort  aussi  jE,  le  niveau  du  mercure  dans  la 
branche  BC  qui  communique  avec  l’atmosphère  ; 
par  le  point  B , concevons  un  plan  horizontal  qui 
coupe  en  B la  branche  AB  ; la  portion  FEB  de 
mercure  ^ra  d’clle-mêmeen^oildrre;  il  faut  donc, 
quand  la  masse  entière  est  en  repos , que  la  près-  ^ 

sion  rapportée  à l’unité  de  surface,  exercée  en  F 
par  la  colonne  BF  de  mercure , soit  égale  à celle 
que  l’air  exerce  en  E.  La  première  de  ces  pres- 
sions est  exprimée  par  gmh,  g étant  la  pesanteur, 
m la  densité  du  mercure,  h la  hauteur  verticale  de 
son  niveau  B,  au-dessus  du  point  puisque  le  tube 
est  ouvert  au  point  C,  la  colonne  d’air  qui  presse 
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sur  le  mercure  eu  E,  doit  être  censée  prolongée  in- 
déCniment  dans  l'atmosphère  ; la  pression  que  la  sur- 
face du  mercure  éprouve,  est  donc  égale  au  poids 
de  la  colonne  cylindrique  d’air , qui  a pour  base 
cette  surface,  et  qui  se  termine  à la  limite  de  l'at- 
mosphère; donc  la  pression  rapportée  à l'unité  de 
surface , qui  a lieu  au  point  E,  est  égale  au  poids 
d’une  semblable  colonne,  dont  la  base  serait  la  sur- 
face qu’on  prend  pour  unité  : on  aura  donc,  en  dé- 
signant ce  poids  par  FI , ' 

gmh  = n.  .i"  - ^ 


Diverses  circonstances,  telles  que  les  vents,  la 
température,  la  quantité  d’eau  suspendue  dans  l’air, 
font  varier  le  poids  Fl  de  la  colonne  atmosphérique  ; 
la  hauteur  h du  mercure  dans  le  baromètre,  doit  va- 
rier dans  le  même  rapport  ; aussi  cette  hauteur  n’est- 
elle  pas  constamment  la  même  dans  le  même  lieu 
de  la  terre.  La  hauteur  la  plus  commune'  du  baro- 
mètre , à Paris,  parait  être  de  76  centimètres;  ses 
variations  sont  très-petites  au-dessus  de  ce, terme  ; 
mais  au-dessous,  elles  s’élèvent  souvent  jusqu’à  ^ 
environ  de  la  bauleu^^oyenue. 

A mesure  qu'on  s’élève  au-dessus  de  la  surface 
de  la  terre,  le  poids  FI  et  la  hauteur  ’h  diminuent  ; 
ces  diminutions  dépendent  de  la  hauteur  à laquelle 
on  s’est  élevé,  et  de  la  loi  que  suivent  les  densités 
des  couches  atmosphéi-iques  ; si  cette  loi  nous  était 
connue,  on  conçoit  qu’on  pourrait  déterminer  la 
différence  des  hauteurs  verticales  de  deux  points, 
par  la  comparaison  des  hauteurs  du  baromètre  en 
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ces  deux  points;  mais  pour  découvrir  celle  loi,  il 
est  nécessaire  de  recourir  à quelques  dort  nées  de 
l’expérience  qui  sont  relatives  à la  densité  de  Fair 
sous  différentes  pressions  et  à différentes  tempé- 
ratures, et  que  nous  allons  d'abord  exposer. 

540.  Supposons  que  la  branche  J? <7  de  notre  tube, 
au  lieu  de  s’ouvrir  dans  l’air  libre , s’ouvre  main- 
tenant dans  un  vase  fermé,  de  petites  dimensions, 
et  rempli  d’air  ou  d’un  gaz  quelconque.  On  peut 
alors  faire  abstraction  du  poids  de  celle  petite  por- 
tion de  fluide;  niais  à raison  de  son  élasticité,  ce 
gaz  exerce  une  certaine  pression  sur  les  parois  du 
vase,  qui  est  la  même  en  tous  leurs  points  (n*  482); 
'c’est  la  pression  qu’il  exerce  sur  la  surface  du  mer- 
cure, en~E,  qui  soutient  ce  fluide  au-dessus  du 
niveau  F dans  la  branche  yiB-,  par  conséquent , h 
étant  toujours  la  hauteur  DF  du  mercure , le  pro- 
duit gmh  sera  la  mesure  de  la  pression  du  gaz,  due 
à son  élasticité,  et  rapportée  à l’unité  de  surface  ; 
o’est-à-dire  , la  mesure  de  ce  qu’on  appelle  la  /b/re 
élastique  du  gaz.  L’appareil  qui  sert  à la  mesurer, 
se  nomme  un  manomètre  : il  consiste  , comme  on 
voit,  en  un  baromètre  ordinaire  ABC,  dont  la 
branche  ouverte  BC  communique  dans  un  vaisseau 
fermé,  dans  lequel  on  place  le  gaz  ou  la  vapeur 
dont  un  veut  connaître  la  force  élastique.  La  hau- 
teur du  mercure  dans  un  baromètre  dont  la  branche 
ouverte  communique  avec  l’atmosphère,  donne  la 
mesure  de  la  force  élastique  de  l’air,  au  point  où 
ce  fluide  est  en  contact  avec  le  mercure  ; car  si  l’ou 
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ferme  l’ouverlure  C du  tube  ABC  y sans  rien  chan- 
ger à l’état  de  l’air  contenu  dans  la  branche  ECy  il 
est  évident  que  l'équilibre  du  mercure  et  de  cet 
air  ue  sera  pas  troublé  ; la  force  élastique  de  cette 
portion  d’air  ECy  fait  donc  équilibre  à la  pression 
de  la  colonne  de  mercure  FD',  donc  cette  force 
élastique  a pour  mesure  lé  produit  gmh. 

La  force  élastique  d’une  portion  d’air,  contenue 
dans  un  vaisseau  fermé , ne  varie  pas  tant  que  cet 
air  conserve  la  même  densité  et  la  même  tempéra- 
ture; si  done  on  transporte  un  manomètre  d’un  lieu 
dans  un  autre,  et  qu’on  ait  soin  de  ne  changer  en 
aucune  mabière  l’état  de  l’air  qu’il  contient , le 
produit  gmh , qui  mesure  la  force  élastique  de  cet 
air,  ne  devra  pas  changer  non  plus;  par  consé- 
quent, si  la  gravité  g varie  d’un  lieu  à l’autre  , la 
hauteur  h du  mercure  variera  en  raison  inverse,  eu 
supposant  que  la  densité  m de  ce  fluide  ne  change 
pas;  d'où  l’on  voit  conunent  les  variations  des  hau- 
teurs du  mercure  dans  le  manomètre  , peuvent 
rendre  sensibles  celles  de  la  pesanteur  à la  surfaco 
de  la  terre,  et  servir  même  à les  déterminer  (0*94). 

54t.  L’expérience  a appris  que,  la  température 
restant  la  même,  la  force  élastique  d’un  même  gaz 
k difl'érentes  densités,  est  proportionnelle  à ces  den- 
sités. Ainsi , que  l’on  ait  un  gaz  quelconque , con- 
tenu dans  un  vase  cylindrique  vertical,  et  recouvert 
à sa  partie  supérieure,  d'un  piston  qui  ferme  exac- 
tement ce  vase;  que  ce  piston  soit  chargé  d’un 
poids  donné  P y en  y comprenant  le  poids  même  du 

piston  ; 
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piston  ; qu’on  substitue  successivement  à ce  poids  P, 
une  suite  de  poids  2P,  5P,  : le  gaz  se  com-i 

prime  de  plus  en  plus , et  l’expérience  prouve  que 
son  volume  devient  successivement  la  moitié , le 
tiers,  le  quart,  etc.,  de  ce  qu’il  était  d’abord;  sa 
densité  devient  donc,  au  contraire,  double,  triple, 
quadruple,  etc.,  de  sa  densité  primitive;  c’est-à- 
dire,  que  la  densité  cfoîl  dans  le'méme  rapport  que 
le  poids  comprimant;  or,  ce  poids  est  la  mesure  de 
la  force  élastique  du  gaz  ; donc  la  densité  est  tou-  ' 
jours  proportionnelle  à la  force  élastique,  et  réci- 
proquement. 

Maintenant  suppoSons  que  le  poids  P restant  le 
même , on  élève  la  température  du  gaz  soumis  à sa 
pression;  ce  gaz  se  dilatera,  son  volume  croîtra  et 
sa  densité  diminuera;  or,  on  sait,  par  les  expé- 
riences de  M.  ùajr~Lussac y i®.  que  tous  les  gaz  se 
dilatent  uniformément,  du  moins  dans  l’intervalle 
de  la  température  zéro  , à celle  de  100*  du  ther- 
momètre centigrade;  j2®.  que  la  dilatation  due  à un 
même  accroissement  de  température,  est  exacte- 
ment là  même  pour  tous  les  gaz  , vapeurs  ou  mé- 
langes de  gaz  et  de  vapeurs  ; 5*.  que  le  volume  du 
gaz  à la  température  zéro,  étant  pris  pour  unité,  cette 
dilatation  commune  est  de  0,00575,  par  chaque 
degré  du  thermomètre;  dé  sorte  qu’à  la  tempé- 
raturex,  ce  volume  sera  exprimé  par  i-f-(o,oo575).x. 
Quoique  cette  loi  de  dilatation  ne  soit  vérifiée  par 
l'expériencè , qu’entre  les  limites  zéro  et  100®, 
nous  pouvons  l’étendre,  par  analogie  , hors  de  ces 
limites,  et  supposer  que  x t-oprésente  ici  un  nombre 
3.  ad 
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quelconque  de  degrés  du  thermomètre  centigrade, 
positif  quand  la  température  est  au-dessus  de  zéro, 
négatif  quand  elle  est  au-dessous.  On  peut  ramener 
ce  volume  i -{-(OjOoSyS). jc  , à son  état  primitif, 
soit  en  ramenant  la  température  à zéro , soit  en  chan- 
geant le  poids  P J qui  comprime  le  gaz , sans  changer 
la  température;  de  celte  seconde  manière,  il  faudra 
substituerau  poidsP,  unpoidsP.'  i-|-(o,oo375).j:], 
qui  sera  la  mesure  de  la  force  élastique  du  gaz  ra- 
mené à sa  densité  première;  d’où  l’on  conclut  que 
le  volume  et  la  densité  d’nn  gaz  quelconque  res- 
tant les  mêmes,  sa.  force  élastique  augmente  dans 
le  même  rapport  que  sa  température. 

Si , d’une  part , la  force  élastique  d’un  gaz  est 
proportionnelle  à sa  densité,  quand  la  température 
ne  varie  pas;  que  d’un  autre  côté,  cette  force  croisse 
dans  le  même  rapport  que  la  température,  lorsque 
la  densité  reste  la  même,  il  est  aisé  d’en  conclure 
l’intensité  de  cette  force , en  fonction  de  ces  deux 
élémens  supposés  variables  ensemble  : en  désignant 
par  />,  la  densité  ;‘  par  x,  le  nombre  de  degrés  du 
thermomètre  centigrade,  qui  marque  la  tempéra- 
ture; par /V  la  force  élastique  du  gaz,  ou  la  pres- 
sion qu’il  exerce  sur  l’unité  de  surface,  nous  aurons 

=0j>.  [i-f-(o, 00375).. r];  (1) 

a étant  le  rapport  de  la  force  élastique  à la  den- 
sité , à la  température  zéro.  Ce  coellicient  a est 
constant  pour  un  meme  fluide  élastique;  mais  il 
varie  d'un  fluide  à un  autre,  et  il  doit  être  déter- 
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miné  par  l’expérience , pour  chaque  gaz  en  par- 
ticulier. 

543.  Appliquons  maintenant  ces  résultats  de  l'ex- 
périence, à la  masse  d’air  qui  compose  l’atmosphère 
terrestre. 

Pour  cela , considérons  dans  cette  masse , une 
colonne  d'air  cylindrique  et  verticale,  qui  s’appuie 
sur  la  surface  de  la  terre,  et  se  prolonge  kidéfini- 
ment.  Supposons  que  le  reste  de  l’atmosphère  se  so- 
lidifie, de  manière  que  cette  colonne  d’air  se  trouve 
contenue  latéralement,  par  les  parois  d’un  cylindre 
vertical  : si  la  niasse  entière  de  l’air  est  en  équilibre, 
cet  état  ne  doit  pas  être  troublé  par  notre  suppo- 
sition; ainsi  la  colonne  d’air  doit  être  séparément 
en  équilibre.  La  force  qui  sollicite  les  molécules 
d’air  est  la  pesanteur,  que  l’on  peut,  sans  erreur  sen- 
sible, regarder  comme  dirigée  suivant  la  longueur 
du  cylindre,  dans  toute  son  étendue,  ou  du  moins, 
jusqu’à  la  hauteur  où  la  densité  de  l’air  deviept  in- 
sensible et  peut  être  négligée  ; par  conséquent  il 
faut,  pour  l’équilibre,  que  la  densité,  la  pression 
et  la  température  soient  uniformes  dans  toute  l’éten- 
due d’une  même  couche  horizontale  d’une  hauteur 
infiniment  'petite  (n*  490).  Soit  z la  distance  d'une 
couche  quelconque,  à la  surface  de  la  terre,  />  sa 
densité,  x sa  température,  g'  sa  pesanteur,  p sa 
force  élastique,  dp  sorte  que  />,  .r,  g et  p soient 
des  fonctions  de  z;  soit  aussi  dzy  la  hauteur  de 
cette  couche,  et  A sa  largeur,  ou  la  section  du  cy-< 
li.ndrc,  perpendiculaire  à sa  longueur  : Ap  sera  la 

a8.. 


« 
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pression  qni  a Heu  sur  sa  base  inférieure;  Ji(p^dp), 
celle  qu’éprouve  sa  base  supérieure;  l’excès  — -ddp, 
delà  première  sur  la  seconde,  doit  être  égal  au 
poids  Afg  .dz  de  celle  même  couche;  on  aura  donc, 
en  supprifbant  le  facteur  commun  A y l’équation 

.<fa, 

qui  revient  à Celle  du  n"  485.  Substituant  pour  / sa 
Valeur  tirée  de  l’équation  (i) , 11  vient 

dp  _ — dz  _ 

y ~a(i  + «jc)  ’ 

OÙ  l’on  a mis , pour  abréger,  a à la  place  de  la  frac- 
tlon  0,00375. 

On  ne  peut  rien  conclnrè  de  cette  équation , tant 
que  la  valeur  de  x n’est  pas  donnée  en  fonction  de  z ; 
or,  les  physicien»  savent  que  la  température  décroît 
à mesure  que  l’on  s’éloigne  de  la  surface  dé  la  terre  ; 
mais  l’expérience  n’a  point  encore  feit  connaître 
d’une  manière  tout-à-foit  satisfaisante,  la  loi  de  ce 
décroissement.  Héureuséiwént  cette  loi  a peu  d’in- 
fluence sur  le  résultât  du  calcul  des  hauteurs  par  le 
baromètre,  à cause  de  la  petitessè  du  coefticiént  a.  ; 
et  l’oupentj  dans  celte  question,  regarder  la  tem- 
pérature comme  constante,  pourvu  qu’on  prenne 
pour  Xy  dans  chaque  Cas  particulier , Une  tempéra- 
ture moyenne  entre  celles  qui  ont  lieu  aux  deux 
points  extrêmes  de  la  hauteur  qu’on  veut  détermi- 
ner. D’ailleurs,  r étant  le  rayon  de  là  terre,  et  g là 
pesanteur  à Sa  anrfacè,  on  «3  à la  distance  r-j-i 
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de  sea  çeatre. 


/ 

g = 


(r-t-a)*' 


457 


' puisque  cette  force  varie  en  raison  inverse  du  carré 
de  cette  distance.  L’équation  précédente  devient 
donc 

ilp — 

P “aÇi-l-Ar)  (r-f-a)*’ 


intégrant  dans  la  supposition  de  x constante, 
en  déduit 


log.  P 


l<gr*  I 

ô(i  ' r-l-a 


OU 


C étant  la  constante  arbitraire.  Le  logarithme  de  p 
est  pris  dans  les  tables  ordinaires,  et  k représente 
le  module  de  ces  tables,  c’est-à-dire,  le  nombre 
0,434295.  Pour  déterminer  la  constante  C , soit  II 
la  valeur  de  p ^ qui  répond  à z=o , nous  aurons 


log.nz= 


+ C- 


et  en  retranchant  l’équation  précédente  de  celle-ci,' 
il  vient 


log. 


n kfçr  Z 

P a(  I -f-cr)  ' r -f-  à’ 


(2) 


Celte  équation,  jointe  à l’équation  (1),  donnera 
les  valeurs  de  p et  de  f>  en  fonction  de  z ; ainsi 
ces  équations  renferment  les  lois  de  la  densité  et  de 
la  force  élastique  de  l’air , qui  conviennent  à l’état 
d’équilibre  de  l’atmosphère. 

543.  Pour  faire  servir  l’équation  (a)  à la  mesure 


* 
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(les  hauteurs  verticales,  d’après  celles  du  baromètre, 
supposous  qu’on  ait  observé  la  hauteur  barométrique 
à la  surface  de  la  terre,  et  à la  hauteur  z au-dessus 
de  cette  surface  ; soient  Ma  première  hauteur  obser- 
vée, et  h'  la  seconde;  soient  aussi,  lors  de  ces  deux 
observations,  T ei  T' les  températures  du  mercure 
qui  sont  marquées  par  un  thermomètre  en  (Contact 

avec  le  baromètre.  Le  mercure  se  condense  de 

541a 

par  chaque  degré  centigrade  de  diminution  dans  la 

température  ; d’où  il  suit  que  si  m est  la  densité 

de  ce  fluide  qui  correspond  au  nombre  T de  ces 

{T’— 

1+  5^7^} 

sera  celle  qui  répond  au  nombre  7”,  ou  à la  seconde 
observation  ; nous  aurons  donc  (n"  559)  , 


n=mgA 


et 


Pour  abréger  , nous  comprendrons  le  facteur 
I H dans  A',  de  sorte  que  la  lettre  h'  repré- 

sentera la  hauteur  du  baromètre,  telle  qu’elle  est 
donnée  par  la  seconde  observation,  multipliée  en- 
suite par  ce  facteur.  Alors  en  mettant  pour  g*  sa 
valeur  précédente,  on  aura  simplement 

n _ A (r-hzy 

P ~~  h'  ' r*  * 


par  conséquent 

n , h 

P 


Î05-^  = l"S-^<+a''‘’5-(‘  +7)- 


Digilized  by  Google 


LIVTIE  IV.  HYDROSTATIQUE.  43(> 

Soient  encore  t et  /'  les  tempt^alures  de  rair,  à 
la  surface  de  la  terre  et  à la  hauteur  z.  Elles  diffèrent 
“en  général  des  températures  T et  T'  du  mercure 
contenu  dans  le  baromètre  , parce'  que  ce  fluide  n’a 
pas  toujours  le  teras  de  prendre  la  température  de  l'air 
ambiant.  Celles-ci  t et  ( sont  données  par  des  thermo- 
mètres isolés  et  suspendus  dans  l’air.  Nous  prendrons 

0:= ^ ; nous  devrions  aussi  prendrea=o,oo375t 

mais  il  est  bon  d’augmenter  un  peu  ce  cocfGcieht , 
afln  de  tenir  compte,  autant  qu’il  est  possible,  de 
la  quantité  d’eau  en  vapeur  que  l’air  contient.  En 
effet , sous  la  pression  ordinaire  de  l’atmosphère 
la  densité  de  l’eau  en  vapeur  est  à celle  de  l’air  , 
comme  10  est  à 14  ; l’air  est  donc  d’autant  plus 
léger  qu’il  contient  plus  de  cette  vapeur;  or,  il 
en  contient  d’autant  plus  que  la  température  estplus 
élevée;  ce  qui  fait  que  quand  l’air  est  dilaté  par  la 
chaleur,  son  poids  doit  diminuer  dans  uu  plus  grand 
rapport  que  son  volume  n’augmente.  Nous  augmen- 
terons donc  le  coeOicienta,  et  pour  la  commodité 


du  caleul , nous  prendrons  a 0,004= 
il  suit 


1 

a5o 


; d’où 


dLK 


3(t-b0 

1000 


Si  l’on  substitue  ccs  valeurs  de  loc.  — et  ax  , 
dans  l’équation  (2)  , il  est  ensuite  aisé  d’en  déduire- 


\ 
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Le  moyen  le  plus  sûr  de  déterminer  avec  exac- 


titude le  coeflScienl qui  entre  dans  cette  formule, 


c'cst  de  faire  usage  d’une  hauteur  bien  connue  d’après 
des  mesures  trigoiioinélriques  : on  substituera  cette 
hauteur  à la  place  de  z,  dans  cette  équation  ; on  y 
mettra  en  même  tcms,  à la  place  de  t,  t',  h et  h', 
les  températures  de  l’air  et  les  hauteurs  du  baro- 
mètre, observées  au  pied  et  au  sommet  de  cotte 
hauteur  z;  et  à la  place  de  r,  le  rayon  moyen  de  la 
tcrre,savoirj  /v=6366ig8  mètres  : de  celte  manière, 
on  aura  une  équation  de  condition  d’où  l’on  tirera 


la  valeur  de  En  prenant  une  moyenne  entra 


les  résultats  d'un  grand  nombre  d'observations , 
faites  avec  le  plus  grand  soin,  par  M.  Rarnoiid , 

on  a trouvé  A=  i8536  mètres,  à la  latitude  de  5o®, 


Ce  coefficient  vaVie  avec  la  latitude  du  lieu  de 
l’observation,  à cause  de  la  gravité  g' qui  se  trouve 
à son  dénominateur  et  qui  se  rapporte  à celle  lati- 
tude; d'après  la  loi  de  cette  force  citée  dans  le 
u°  194)  aura,  à une  latitude  quelconque  4 , 


1^—  i833ij"'.[i  -h (0,002837). CO. a4j. 
ë 

Au  moyen  de  celte  valeur  de  l’équation  (3) 

servira  à déterminer  la  hauteur  de  a , dans  tous  les 
lieux  de  la  terre,  d’après  les  valeurs  de  h,  h',  l,  t', 
qui  ont  lieu,  en  même  tems,  aux  deux  extrémités  de 

celte  hauteur,  Comme  la  fraction  ^ sera  toujours  très- 
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petite,  on  aura  une  première  valeur  très-approchée 
de  Z,  en  négligeant  celte  fraction  dans  le  second 
membre  de  celte  équation  ; on  substituera  cette  pre- 
mière valeur  dans  le  second  membre , ce  qui  don- 
nera une  seconde  valeur  de  z plus  approchée  que  la 
. première  ; on  en  pourrait  trouver  une  troisième  en- 
core plus  approchée , en  substituant  la  seconde  dans 
ce  même  second  membre.;  mais  on  aura , dans  tous 
les  cas,  une  exactitude  suffisante,  en  bornant  l’ap- 
proximation  à la  seconde  valeur  de  z.  ^ 

544*  L’équatiôq  (3)  ne  diffère  pas  essentiellement 
do  celle  que  M.  Laplace  a donnée,  pour  le  même 
objet,  dans  le  lo*  livre  de  la  Mécanique  céleste. 
Ces  deux  équations  coïncident  ensemble , quand 

on  néglige  le  carré  de  ^ , dans  le  second  membre  dç 

l’équation  (3)  ; çe  qu’on  peut  toujours  faire  sans 
erreur  sensible.  Il  existe  une  autre  formule,  moins 
exacte,  mais  aussi  plus  simple  et  d'un  calcul  plus 
facile  que  la  précédente  ; elle  s’en  déduit  en  y né- 
gligeant entièrement  la  fraction  ce  qui  la  réduit  à 


n(t  + 0 

1000 


mais  on  conçoit  que  pour  satisfaire  aux  observa- 
tions, le  coefficient  ne  doit  pas  avoir  la  même 

valeur  dans  celte  formule,  que  dans  l’équation  (3); 
et  en  effet,  les  observations  citées  de  M.  Ramond , 
donnent  pour  la  valeur  du  coefficient  qu’on  doit  , 


traité  de  mécanique. 

employer  dans  cette  nouvelle  formule, 


ainsi  l'on  aura 


■J—  =18393  mètres  : 


iSSgS".  I^i  4 

4 


ag-l-0' 

loco 


Si  l’on  excepte  les  cas  où  il  s’agit  d’une  très- 
grande  hauteur,  cette  formule  est  celle  qui  serl 
presque  toujours  à la  mesure  des  hauteurs  par  l’ob- 
serf^tion  du  baromètre.  Elle  donne  immédiatement 
et  avec  une  exactitude  suffisante,  la  dificrence  de# 
hauteurs  verticales  de  deux  points,  quand  on  con> 
naît  la  température  de  l’air  et  la  hauteur  du  baro- 
mètre en  ces  deux  points  : / et  /t  se  rapportent  à la 
station  inférieure  , tf  et  h\  à la  station  supérieure  ; 
la  hauteur  h',  relative  à cette  seconde  station , ne 
doit  être  employée  qu’après  l’avoir  corrigée  de  la 
diflerence  des  températures  T et  T\  du  mercure 
aux  deux  stations,  c'est-à-dire,  après  l'avoir  raul- 

* 7»  , . 

tipliée  par  le  facteur  i -j — 5^7^*  coefficient 

18393  se  rapporte  à la  latitude  de  5o’;  il  change 
avec  celle  du  lieu  de  l’observation;  et  l’on  aura  sa 
valeur  à une  latitude  quelconque  •>!/,  en  le  multi- 
pliant par  1 -j- (0,00  285  7).  cos.  2 4 • 


FIN  DU  QUATRIÈME  LIVRE. 


LIVRE  CINQUIÈME. 

HYDRODYNAMIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

\ 

DU  MOUVEMENT  D UN  FLUIDE  PESANT. 

545.  -L’hydrodynamique  est  la  partie  de  la  me'ca- 
nique  rationnelle  qui  traite  du  mouvement  des  fluides; 
l’application  des  principes  de  cette  science  à l’art  de 
conduire  les  eaux  et  de  les  faire  servir  à mouvoir 
les  machines,  se  nomme  hjdraulujue. 

En  appliquant  aux  fluides  le  principe  de  D’Alem- 
bert,  on  formera  immédiatement  les  équations  gé- 
nérales de  leur  mouvement,  d’après  celles  de  leur 
équilibre;  mais  comme  ces  équations  sont  très- 
compliquées  , il  y a des  questions  relatives  au  mou- 
vement des  fluides,  dont  il  est  plus  simple  de  cher- 
cher directement  la  solution,  que  d’essayer  de ‘la 
déduire  de  ces  équations  générales  ; c’est  pour  cette 
raison  qu’avant  de  les  donner , je  vais  considérer 
en  particulier  le  mouvement  des  fluides  pesans,  et 
résoudre , par  rapport  à ces  fluides , plusieurs  pro- 
blèmes importans  qui  dépendent  d’une  analyse  fort 
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§.  !"•  Hypothèse  du  parallélisme  'des  tranches  ^ 
mouvement  de  Peau  qui  sort  <tun  vase  de  figure 
quelconque. 

Considérons  un  vase  rempli  d’ean  jusqu’à 
une  certaine  hauteur,  et  dont  le  fond  soit  hori- 
zontal ; supposons  que  l’on  fasse  une  ouverture  au 
fond  de  ce  vase,  et  proposons-nous  de  déterminer 
le  mouvement  de  l’eau  qui  va  s’écouler  par  cet  ori- 
fice. Pendant  ce  mouvement,  chaque  molécule  pren- 
dra une  vitesse  particulière , variable  d’une  molécule 
à une  autre,  en  grandeur  et  en  direction;  mais  pour 
simplifier  la  solution  de  ce  problème,  nous  suppose- 
rons que  toutes  les  molécules  qui  appartiennent  à 
une  même  tranche  horizontale,  ont  au  meme  instant 
la  même  vitesse,  de  sorte  que  chaque  tranche  d’une 
épaisseur  infiniment  petite  reste  parallèle  à elle- 
même,  et  est  formée  des  mêmes  molécules  fluides 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement.  Une  tranche 
quelconque  prend  ainsi  la  place  de  cpUe  qui  lui 
est  inferieure;  par  conséquent  sa  largeur  augmentai 
QU  diminue,  selon  que  le  vase  s'élargit  ou  se  rétrécit» 
et  en  même  Icms,  son  épaisseur  varie  en  raison  in-r 
verse  de  sa  largeur,  Pqur  que  cet  efifet  ait  lieu , il 
est  nécessaire  que  les  molécules  qui  composent  cetta 
tranche  s'aplatissent  en  s'élargissant,  ou  s’alongenl 
en  se  rétrécissant  ; d'oii  il  résulte  qu’elles  changent, 
aussi  de  position  dans  le  sens  horizontal.  Ainsi» 
outre  la  vitesse  verticale  commune  à toutes  les  nio- 
.lécules  d’une  même  tranche  horizontale,  chaque- 
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molécule  a encore  une  vitesse  horizontale  qui  lui  est 
particulière;  mais  la  question  deviendrait  trop  com- 
pliquée , si  l’on  voulait  tenir  compte  des  vitesses 
horizontales;  nous  ferons  donc  abstraction  de  ces 
vitesses,  et  nous  ne  nous  occuperons  que  de  la 
détermination  de  la  vitesse  verticale  des  tranches 
fluides. 

On  conçoit,  et  l’expérience  prouve,  que  quand  il 
s’agit  d’un  vase  qui  s’écarte  peu  de  la  forme  cylin- 
drique, ou  lorsque  la  hauteur  de  l’eau  est  très-grande/ 
par  rapport  à la  différence  des  largeurs  des  tranches, 
les  vitesses  horizontales  des  molécules  sont  très- 
petites,  par  rapport  à leurs  vitesses  verticales  qui , 
en  même  tems,  sont  à-peu-près  égales,  pour  toutes 
les  molécules  d’une  même  tranche  : il  y a donc  un 
grand  nombre  de  cas , dans  lesquels  le  parallélisme 
des  tranches  s’observe,  sinon  exactement,  du  moins 
par  approximation;  et  pour  tous  ces  cas,  le  calcul 
fondé  sur  cette  hypothèse,  devra  conduire  a une 
solution  approchée  de  la  question.  La  théorie  ma- 
thématique du  mouvement  des  fluides  est  encore 
peu  avancée  : ce  n’est  qu’en  restreignant  l’étendue 
de  la  question , par  des  hypothèses  plus  ou  moins 
admissibles,  que  l’on  est  parvenu  jusqu’à  présent,  à 
quelques  résultats  généraux,  utiles  dans  la  pratique, 
et  conformes  à l’expérience. 

547.  Soit  ABCD  (fig.  53),  une  section  verticale 
du  vase,  AB  l’orifice,  Oz  un  axe  vertical  sur  le- 
quel on  compte  les  distances  des  tranches  fluides  a 
un  point  fixe  O , ou  au  plan  horizontal , mené  par 


446  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 
ce  point;  après  un  tenist,  écoulé  depuis  l’originédu 
mouvement,  désignons  par  e,la  vitesse  d’une  tranche 
quelconque  du  fluide,  et  par  s,  sa  distance  au  point 
O,  de  sorte  que  2 et  e soient  deux  fonctions  incon* 
nues  de  la  variable  t.  Pour  fixer  les  idées,  sup- 
posons que  mqnm'tf'n'  représente  alors  la  section 
verticale  de  cette  tranche  quelconque  ; on  aura 
Oq  = z,  l’épaisseur  de  la  tranche  sera  exprimée 

par  la  différentielle  </z,  et  son  volume  sera  égal  à sa 
largeur  multipliée  par  dz.  Or , sa  largeur  est  l’aire 
de  la  section  du  vase  faite  par  un  plan  horizontal 
mené  par  le  point  q ; cette  aire  est  une  fonction  de 
2,  dépendante  de  la  forme  du  vase,  et  donnée  dans 
chaque  cas  particulier  : nous  la  représenterons  par 
J',  et  nous  aiirons^  ife , pour  le  volume  de  la  tranche 
mobile  que  nous  considérons.  Enfin,  désignons  tou- 
jours la  gi'avité  par^. 

Pendant  l’instant  de,  la  vitesse  de  la  tranche g’i/a 
croîtrait  de  la  quantité  gdt,  si  cette  tranche  était 
libre  et  isolée;  di^  est  l’augmentation  de  vitesse  qui 
a réellement  lieu;  gde — dv  est  donc  la  vitesse  infi- 
niment petite,  perdue  à chaque  instant  par  cette 
franche;  or,  d’après  le  principe  de  d’Alembert , le 
fluide  resterait  en  équilibre  , si  toutes  ses  tranches 
étaient  sollicitées  par  des  forces  motrices,  capables 
de  leur  imprimer  les  vitesses  qu’elles  perdent  à 
chaque  instant;  supposons  donc  ces  tranches  solli- 
citées par  de  semblables  forces , et  cherchons  dans 
cette  hypothèse  , les  conditions  de  Jeur  équilibre. 

La  force  accélératrice  de  la  tranche  quelconque 
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ydzy  sera  exprimée  par  ^ puisqu’elle  doit  pro- 
duire la  vitesse  gdt — dv^  dans  l’instante//.  Sa  force 
motrice  sera  donc  égale  au  produit  (g  —j^-fjdz  , 

f étant  la  densité  de  l’eau.  Appelons  aussi  la  pres- 
sion rapportée  à l’unité  de  surface,  que  celte  tranche 
éprouve  sur  sa  base  supérieure  nujn  ; pression 
qui  se  transmet  par  l'intermédiaire  du  fluide  dont 
la  tranche  est  composée,  non -seulement  sur  sa 
base  inférieure  mais  aussi  sur  les  parois  du 

vase  qui  terminent  sa  circonférence;  de  sorte  que 
quand  la  valeur  de  p sera  déterminée  en  fonction 
de  Z et  de  on  connaîtra  à chaque  instant  la  pres- 
sion que  ce  vase  éprouve  en  tous  ses  points.  Outre 
la  pression  p y la  base  inférieure  de  la  tranche  ydzy 
éprouve  encore,  dans  l’état  d’équilibre  que  nous 
considérons , une  pression  due  à la  force  motrice 
de  cette  tranche  , et  égale  à cette  force  ou  à 

{g—^'fydz)  divisant  parj  , afin  d’avoir  la  pres- 
sion due  à cette  même  force  et  rapportée  à l’unité 
de  surface,  il  vient  : par  conséquent;;^ 

étant  la  pression  entière  qu’éprouve  cette  base  in- 
férieure, on  aura 

Mais  la  différence  p—p  est  évidemment  la  diflé- 
renlielle  de  la  fonction  py  prise  par  rapport  à la 
variable  z ; on  a donc  aussi 
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équation  qui  fiera  connaître  la  valeur  de  la  pression 
py  quand  celle  de  la  vitesse  v sera  déterminée. 

548.  Comme  le  fluide  qui  s'écoule  dani  le  Vâse,  est 
incompressible,  il  doit  passer,  dans  Un  irtlervalle 
de  temps  quelconque  , le  même  volume  de  fluide 
par  toutes  les  sections  horizontales  du  Vasc;  d’où 
l’on  peut  conclure  que  les  vitesses  de  deux  tranches 
prises  au  hasard,  doivent  être,  à chaque  instant  , 
en  raison  inverse  de  leurs  largeurs^  si  donc  nous  dé- 
signons par  « , la  vitesse  du  fluide  à l’orifite  hori- 
zontal AB,  par  lequel  il  s’écoule,  et  par  k,  l’aire 
de  cet  ôrifice , nous  aurons,  en  comparant  cette  vi- 
tesse à celle  de  la  tranche^</2,  l’équation  fv=kUy 
qui  donne 

hu 

Dans  cette  valeur  de  e,  « est  une  fonction  de 
et  J-  une  fonction  de  z;  on  peut  donc  en  prendre 
la  différentielle,  par  rapport  à l’une  ou  l’autre  de 
ces  variables  : la  différentielle  relative  à 2,  te*pri- 
merait  la  différence  entre  les  vitesses  de  deux  tran- 
ches consécutives,  qui  ont  lieu  au  même  instant  ; 
en  différentiant  par  rapport  à <,  on  aurait  la  diffé- 
rence entre  les  vitesses  de  deux  tranches  du  fluide, 
qui  répondent  successivement  à la  même  section  du 
vase;  mais  pour  avoir  la  diflerence  entre  les  vi- 
tesses successives  d’une  même  tranche,  il  faut  diffé- 

rcntler 
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rentier  la  valeur  de  par  rapport  aux  deux  varia- 
bles ^ et  Z , en  considérant  la  seconde  comme  une 
fonction  de  la  première  ; ce  qui  donne 

dv  k du  ku  dy  dz 
dt  y' dt  y*  ‘ dz' dt' 


C’est  cette  expression  qu’il  faut  substituer  à la  place 
de  dans  la  valeur  de  dp;  et  en  remplaçant  aussi 

^ , par  la  vitesse  v,  ou  par  sa  valeur  — , on  aura 


dp-gî-dz—ki 


du  dz 
dt  'y 


En  intégrant  par  rapport  à z,  et  observant  qu’alors 
les  quantités  “ et  ^ doivent  être  regardées  comme 
constantes,  il  vient 


W+c. 

ay* 


« 


t 

L'arbitraire  C,  qu’on  ajoute  à cette  intégrale,  peut 
être  une  fonction  de  / ; sa  valeur  dépend  de  la  pres- 
sion que  supporte  la  surface  supérieure  de  l’eau; 
pour  fixer  les  idées , nous  supposerons  que  cette 
pression  est  celle  de  l’atmosphère , et  nous  la  re- 
présenterons par  n.  Soit  aussi  EHF.  le  niveau  de’ 
l’eau  dans  le  vase;  faisons  OH—::!,  c’est-à-dire, 
désignons  para'  la  valeur  de  z relative  à ce  niveau; 
représentons  parg^',  la  section  du  vaSe  qui  répond 
au  même  niveau , de  sorte  que  y soit  ce  que 
devient^;',  quand  on  y fait  z = z';  en  supposant  d« 

a-.  39 
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plue  que  l’inlégrale  s’e'vanouisse  , pour  cette 

\aleur  z=z',  on  aura,  pour  cette  même  valeur. 


• n=g,»'- 


’ ay'^ 


C. 


Eliminant  C aü  ihoy«n  de  cette  équation,  la  pré- 
cédente devient 


P = + n (a— a')  — ^ 


■ ay’‘  a/‘'  ^ 


Cette  valeur  de  p convient  à tous  les  points  du 
vase;  or,  la  pression  qui  a lieu  à l’orifice  , 
est  donnée  : elle  est  égale  à la  pression  atmo- 
sphérique, si  le  fluide,  eu  sm*tant  du  vase , s’écoùle 
dans  l’air;  elle  est  nulle,  s’il  s’écoule  dans  le  vide; 
et  en  général  , nous  pouvons  la  représenter'  par 
n — c,  c étant  la  différence  'des  pressions  au 
niveau  du  fluide  et  à l’orifice  du  vase.  Soit  aussi 
OÂ  / = la  valeur  de  z qui  répond  à l’orifice 
valeur  qui  est  constante  et  donnée  ; h la  hauteur  du 
fluide  au  - dessus  de  cet  orifice  , c’est  - à - dire  , 


h=-HA~l—z\  iV  l’intégrale y^,prisedanstouU 


l’étendue  de  cette  hauteur  , ou  , depuis  jus- 

z = l N sera  une  fonction  de  h,  donnée  dans 
chaque  cas  particulier,  et  dépendante  de'  le  forme 
du  vase.  Noos  aurons  en  même  tems. 


y — ^,  p=A—c\ 


donc  d’après  l’équation  (a). 


t 
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AfiV.^=c  + gfA- 


a ' 


(3) 


45 1 


549.  Cette  analyse  renferme  la  solution  complète 
du  problème  que  nous  nous  sommes  proposé  de 
résoudre;  mais  on  doit  observer  que  le  mouvement 
de  l’eau  qui  s’écoule  par  un  orifice  horizontal,  pré- 
sente deux  cas  qu’il  importe  de  distinguer  ; celui  où 
le  fluide  est  entretenu  constamment  à la  même  hau- 
teur, au-dessus  de  l’orifice,  et  celui  où  le  niveau  EF 
s’abaisse  à mesure  que  le  fluide  s’écoule. 

Dans  le  premier  cas.  A,  iV  et^  sont  des  quan- 
tités constantes  et  données;  on  intégrer^  donc,  sans 
difficulté,  l’équation  (3);  cette  intégration  , que 
nous  effectuerons  dans  un  des  numéros  suivans,  fera* 
connaître  la  vitesse  « à l’orifice  du  vase  , en  fonc- 
tion du  tems/;.et  en  la  substituant  dans  les  équa- 
tions (*i)  et  (3),  on  aura  en  fonction  de  « et  de  s, 
la  vitesse  v et  la  pression  yt>,  poqr'  tous  les  points 
du  vase.  '■ 

Dans  le  second  cas,  N eij  seront  toujours  des 
fonctions  données  de  h;  mais  h sera  variable,  et  pour 
déterminer  sa  valeur  en  fonction  du  tems,  il  faudra 
une  équation  de  plus  que  dans  le  premier  cas.  Or, 

au  niveau  de  l’eau , la  vitesse  est  ^ , et  elle  est 
égale  à^,  d’après  l’équation  (i);  de  plus,  à cause 

J L 7 / dif  . . 

de  n = l — Z,  pn  = puisque  l est  unn 

constante  ; donc 


dh  , ku 

5T  + ÿ-^- 


(4) 


39.. 
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En  joignant  celle-ci  à l’équation  (3),  on  aura 
deux  équations  diflërentielles  du  premier  ordre,  qui 
BuOiront  pour  déterminer  A et  u en  fonction  de  t ; 
ou  connaîtra  donc,  en  les  intégrant,  la  hauteur  du 
niveau  et  la  vitesse  du  fluide  à l'orifice,  à chaque 
instant;  ensuite  les  équations  (i)  et  (2)  donneront, 
comme  dans  le  premier  cas  , la  vitesse  et  la  pression 
en  un  point  quelconque  du  vase.  Au  reste,  ce  n’est 
que  dans  un  petit  nombre  de  cas,  choisis  exprès, 
qu’on  peut  espérer  d’intégrer  les  équations  (5)  et(4), 
sous  forme  finie  ; leurs  intégrales  ne  pourront  s’ob- 
tenir, en  général,  que  sous  forme  de  séries,  et  les 
valeurs  de  /t  et  u qui  en  dépendent,  ne  se  déter- 
mineront que  par  approximation.  , 

55o.  Lorsque  l’orifice  est  très-petit  par  rap- 
port aux  dimensions  du  vase , de  manière  qu’on 
puisse  négliger,  sans  erreur  sensible,  les  termes 
multipliés  par  A dans  l’équadon  (5)  , elle  se  ré-' 
duit  à 

o=c-f  gçft  — î-fu*; 

et  si  de  plus  la  pression  est  la  même  à l’orifice  et  au 
niveau  de  l’eau,  auquel  cas  la  quantité  c est  nulle,  cette 
équation  donne  alors  u = \/3gh;  d’où  il  résulte  ce 
théorème  Important , savoir , que  la  vitesse  de  Veau 
nui  sort  d’un  vase  par  un  très-petit  orifice ^ est  égale 
à celle  d’un  corps  pesant  n^i  serait  tombé  de  toute 
la  hauteur  du  niveau  au-dessus  de  l’orifice. 

Si  l’eau  éprouvait  une  plus  grande  pression  à son 
niveau  qu’à  l'orifice  du  vase,  la  vitesse  u serait  aug 
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mcntcc  par  cet  excès  de  pression  , et  son  augmen- 
tation serait  la  même  que  si  le  niveau  était  plus 
élevé;  ainsi  h!  étant  une  quantité  telle  que  gfK—Cy 
on  aura  «=  \/2g{h-\-h');  c’est-à-dire,  que  la  vî- 


1 


tesse  U serait  la  même  que  si  la  hauteur  du  niveau 
était  h-\-K. 

En  négligeant  de  même  les  termes  multipliés  par 
h y dans  l’équation  (a),  on  a 

P=n-f  gfCa  — a'); 

d’où  l’on  peut  conclure  que  dans  le  cas  de  l’orifice 
très-petit,  la  pressionen  un  point  quelconque  duvase, 
estégale  à la  pression  appliquée  à la  surface  supérieure 
du  fluide,  plus  à la  pression  gf{z — z')  due  à la  hau- 
teur du  niveau  au-dessus  de  ce  point;  de  sorte  que 
cette  pression  est  la  même  à chaque  instant , que 
si  le  fluide  n’avait  aucun  mouvement  dans  le  vase. 


Ces  deux  théorèmes,  relatifs  à la  pression  p 
à la  vitesse  n,  ont  également  lieu,  quand  le  ni\T^ 
s’ahaisse  , et  quand  il  est  entretenu  à une 
constante. 


55 1.  La  vitesse  des  molécules  d’eau 
du  vase,  leur  est  imprimée  par  la  pre 
contenue  dans  le  vase;  or,  cette  pre 
force  motrice , il  serait  absurde  de  s 
produit  instantanément  une  viles 
donc  qu’après  un  intervalle  de  l' 
vitesse  u peut  se  trouver  égale  à 1 

Pour  vérifier  cette  assertion,  si 
constant , et  la  quantité  c égale  a 


à 
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l’équation  (i)  dans  cette  hypothèse.  En  la  re'solvant 
par  rapport  à dt  y il  vient 

, ahl^.du 

valeur  qu’on  peut  mettre  sous  cette  autre  forme  : 

1^ hN  / rfa ^ du  \ 


et  d’oü  l’on  tire  en  intégrant 


Si  l’on  compte  le  téms  ty  àe  l’origine  du  mouve~ 
ment,  la  constante  ail>itraire  ü doit  être  nulle; 
car  le  fluide* pariant  du  repos,  on  aura,  h cette 
origine,  /=o  et  «=o,  ce  qui  donne  U=o.  Sup- 
primant donc  cette  constante  et  passant  des  loga- 
rithmes aux  nombres,  on  trouve 

V^ag/j— w.y/ (5) 
ftt  faisant  pour  abréger 
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et  désignant  par  e,  la  base  des  logarithmes,  dont  le 
module  est  l’unité. 

Or , quand  t est  nul , l’exposant  \t  l’est  aussi  ; 
cet  exposant  et  la  valeur  de  «croissent  avec  <;  et 
comme  le  facteur  k qui  se  trouve  au  dénominateur 
de  X,  est  supposé  très-petit,  il  s’ensuit  que  le  facteur 
X/  acquerra  une  très-grande  valeur,  dans  un  inter- 
valle de  tems  très-court  : alors  le  second  membre 
de  l’équation  (5) , qui  a pour  facteur  l’exponentielle 

sera  devenu  à très-peu  près  égal  à zéro  ; par 
conséquent , on  aura 


■ÿî 


ou  plus  simplement,  «=  en  négligeant  la 

k» 


fraction 


y 


On  voit  par  là  qu’à  parler  rigoureusement , 
2gh  est  une  limite  que  la  vitesse  u n’atteint  jamais, 
mais  dont  elle  ne  diffère  plus,  d'une  manière  sen- 
sible, après  un  intervalle  de  tems  très-petit,  et  en 
général  d’autant  plus  court  que  l’oriüce  k est  moins 
grand. 

- Ce  n’est  aussi  qu’après  un  certain  intervalle  de 
teUis,  que  la  pression  du  fluide  contre  les  parois 
du  vase , devient  constante  en  chaque  point  de  ces 
parois.  Lorsque  le  fluide  commence  à - s’écouler  , 
celte  pression  est  d’abord  moindre  que  dans  l’état 
d’équilibre;  et  tant  que  le  mouvement  n’a  point 
atteint  runiformité,  ou  tant  que  la  valeur  de  «est 
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encore  variable  , la  pression  varie  également  avec 
le  tems  : on  aura  sa  valeur , en  substituant  dans 
l’cqualion  (2),  celle  de  u,  tirée  de  l’équation  (4). 

55a.  Quand  l’orifice  n’est  pas  supposé  très-petit, 
il  est  nécessaire  qu’il  soit  horizontal , pour  que 
l’hypothèse  du  parallélisme  des  tranches  ne  s’écarte 
pas  trop  de  la  véri  té  ; mais  si  l’on  fait  une  ouver- 
ture très -petite  au  fond  ou  en  un  endroit  quel- 
conque d’un  vase,  et  que  la  hauteur  de  l’eau  au- 
dessus  de  cette  ouverture  soit  très  - grande  par  rap- 
port à la  largeur  du  vase , l’observation  de  ce  qui 
se  passe  alors,  prouve  que  ce  parallélisme  a sensi- 
blement lieu  dans  tou  te  l’étendue  de  la  masse  fluide, 
excepté  près  de  l’orifice , où  les  molécules  d’eau 
prennent  des  vitesses  dont  les  directions  concourent 
vers  ce  point.  Les  résultats  que  nous  venons  d’ob- 
tenir, et  qui  sont  fondés  sur  l’hypothèse  du  paral- 
lélisme des  tranches,  subsistentdonc  dans  le  cas  d’un 
orifice  très-petit,  horizontal  ou  incliné;  ainsi,  la 
vitesse  de  l’eau  qui  sort  d’un  vase  par  une  très-petite 
ouverture,  dont  le  plan  a une  Inclinaison  quelcon- 
que, devient  toujours  égale,  dans  un  intervalle  de 
tems  fort  court,  à la  vitesse  qu’un  corps  pesant 
acquiert  en  tombant  de  la  hauteur  du  niveau , au- 
dessus  de  cette  ouverture  ; par  conséquent  si  l’on 
donne  au  jet,  par  le  moyen  d’un  tuyau,  une  direc- 
tion verticale,  les  molécules  d’eau  qui  partent  avec 
celte  vitesse,  s’élèveront  dans  le  vide  à la  hauteur 
du  niveau.  C’est,  en  effet,  ce  que  l’expérience  avait 
appris  depuis  long-lcms.  Elle  montre  également  que 


LIVRE  V.  HYDRODYNAMIQUE.  4^7 
si  la  direction  du  jet  n'est  pas  verticale,  l’eau  décrit 
dans  le  vide  une  parabole  dont  l’amplitude  dé^ 
pend  de  cette  direction  etde  la  vitesse  à l’oriG  ce.  Cette 
amplitude  varie  quand  le  niveau  n’est  pas  constant; 
quand  il  est  invariable,  elle  est  d’abord  nulle,  puis 
clleaugmente  rapidement  jusqu’à  ce  qu’elle  ait  atteint 
une  limite  constante  ; ce  qui  fait  voir  que  la  vitesse 
à l’orifice  , emploie  aussi  un  intervalle  de  tems  fini, 
à parvenir  à sa  plus  grande  valeur. 

553.  Connaissant  la  vitesse  du  fluide  à l’orifice, 
et  la  largeur  de  cet  orifice , il  est  aisé  d’en  con- 
clure le  volume  d’eau  qui  sort  du  vase  dans  un  tems 
donné.  En  effet,  ce  volume,  pendant  l’instant  dly 
est  égal  au  produit  hudt  ; k étant  toujours  la  largeur 
,de  l’orifice,  et  ula  vitesse  de  l’écoulement;  si  donc 
X représente  le  volume  d’eau  sorti,  ou  ce  qu’on 
appelle  la  dépense  pendant  le  tems  ^ , on  aura 

dx  = kudt  ; 

d’où  l’on  conclura,  par  l’intégration,  la  valeur  dex 
en  fonction  de  t. 

Dans  le  cas  d’un  orifice  très  - petit  , on  a 
u=  V/ 2gh  ; àoxic  dæ=k.  \/agh.dt,elx=k.  s/righ.ty 
si  la  hauteur  h du  niveau  au-dessus  de  l’orifice  est 
constante.  Soit  K la  hauteur  dont  un  corps  pesant 

tombe  dans  le  tems  /,  de  sorte  que  h'  = ^ ; nous 


aurons 


x—ak.\éhk'-, 
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d’où  l’on  voit  que  la  dépense,  dans  le  cas  du  niveau 
constant , est  égale  an  double  du  volume  d’un  cy- 
lindre qui  aurait  pour  base,  l’orifice  k,  et  pour 
hauteur,  une  moyenne  proportionnelle  entre  h et  h'.' 

Si  le  niveau  était  variable , il  faudrait  connaître  k 
en  fonction  de  /;  or , en  faisant  « = dans 

réquation  (4) , on  en  tire 

équation  qu’il  sera  facile  d’intégrer,  toutes  les  fois 
qu’on  fera  une  supposition  particulière  sur  la  forme 
du  vase,  d’où  résultera  la  valeur  de^'  en  fonction 
de  h.  Cette  intégration  donnera  la  valeur  de  h en 
fonction  de  t , en  la  substituant  dans  l’équation 
dx=k.  V 2gA . dt , on  aura,  par  une  seconde  inté- 
gration , la  dépense  x en  fonction  du  tems. 

554.  La  dépense  par  un  orifice  très-petit,  calculée 
d’après  cette  théorie,  ne  s’accorde  point  avec  celle 
qui  résulte  de  l’expérience  : celle  - ci,  est  toujours 
moindre  que  la  première,  et  il  parait  que  le  rapport 
de  Tune  à l’autre  est  une  quantité  constante  qui  ne 
varie  ni  avec  la  largeur  de  l’orifice,  ni  avec  la  hau- 
teur du  niveau.  D’après  les  expériences  les  plus  ré- 
centes , ce  rapport  est  égal  à la  fraction  0,63  ; de 
sorte  que  la  dépense  qui  a réellement  lieu,  par  l’ori- 
rifice  A,  la  hauteur  du  niveau  étant  constante  et  égale 
à h , doit  être  exprimée  par  2 A. (0,62}.  \/hh',axi 
lieu  de  2k.  t''  A/t';  A'  étant  loujonrs  la  hauteur  qu’un 
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corps  pesant  parcourt  dans  le  vide  ^ pendant  le  tems 
correspondant  à cette  dépense. 

Cette  différence  entre  la  théorie  et  l’expérience  est 
due  à la  contraction  que  le  fluide  éprouve  à la  sortie 
du  vase;  phénomène  qu’on  attribue  aux  directions 
que  prennent  les  molécules,  quand  elles  s’appro- 
chent de  l’orifice,  et  d’après  lesquelles  elles  concou- 
rent toutes  vers  cet  orifice  : lorsqu'elles  sont  sorties 
du  vase,  elles  conservent  encore,  en  partie,  ces  di- 
rections; ce  qui  produit  un  rétrécissement  dans  la 
largeur  de  la  veine  fluide,  qui  subsiste  jusqu’à  une 
certaine  distance  de  l’orifice.  On  s’est  assuré  par 
l’expérience,  qu’en  enfermant  la  veine  fluide  dans 
une  enveloppe  exactement  de  même  forme  qu’elle, 
partant  de  l’orifice,  et  se  terminant  à l'endroit  de 
la  plus  grande  contraction,  la  dépense  n’est  ni  aug- 
mentée, ni  diminuée  par  l’addition  de  cette  paroi; 
d’où  l’on  a conclu  que  la  dépense  est  la  même  que 
si  le  vase  se  prolongeait  jusqu'à  la  plus  petite  section 
de  la  veine  fluide,  et  que  cette  plus  petite  .section 
fut  effectivement  l’orifice  par  lequel  l’eau  s’écoule. 
La  distance  à rouverture  du  vase  est  toujours  très- 
petite,  de  manière  que  la  hauteur  h du  niveau  reste 
à-peu-près  la  même,  en  substituant  un  orifice  à 
l’autre  ; en  désignant  donc  par  k' , la  largeur  de  la 
veine  fluide  à l’endroit  de  la  plus  grande  contrac- 
tion , on  devra  avoir  . \^hh' , pour  la  dépense 
pendant  un  tems  donné;  or,  cette  dépense  est  égale, 
d’après  l’expérience,  à 3À(’o,62).  il  en  faut 

donc  cotTclure  qucÂ-'=A(o,63),  c’est-à-dire,  que  la 
plus  petite  largeur  de  la  veine  fluide  est  à la  largeur 
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de  Torifice , dans  le  rapport  constant  de  la  fraction 
0,62  à l’unité  : conclusion  qui  est  conQrmée  par  des 
mesures  directes  (*). 

§.  n.  Oscillations  de  l’eau  dans  un  tube  recourbé. 

5:j5.  Nous  avons  vu  (n*  5ia)  qu’un  fluide  pesant  et 
incompressible,  tel  que  l’eau,  contenu  dans  un  tube 
recourbé  ACB  (Gg.  4®)»  dont  les  deux  branches 
sont  ouvertes  par  en  haut,  reste  en  équilibre  toutes 
les  fois  que  son  niveau  est  le  même  dans  l’une  et 
l’autre  branche  ; de  sorte  que  la  droite  ah  étant  sup- 
posé horizontale,  l’équilibre  existe  si  le  fluide  s’é- 
lève jusqu’en  a dans  la  branche  AC  ei  jusqu’en  b 
dans  la  branche  BC.  De  plus,  nous  avons  remarqué 
qtie  cet  équilibre  est  stable,  c’est-à-dire,  que  le 
fluide  oscille  au-dessus  et  au-dessous  du  niveau 
quand  on  l’écarte  d’une  manière  quelconque  de  ce 
niveau , et  qu’on  l’abandonne  ensuite  à l’action  de 
pesanteur;  or,  noos  nous  proposons  maintenant  de 
déterminer  la  loi  de  ces  oscillations. 

Nous  regarderons  le  tube  comme  influiment 
étroit,  et  le  fluide  comme  un  simple  Glet  d’eau,  de 
manière  que  nous  aurons  à déterminer  la  vitesse  de 
chaque  molécule , seulement  dans  le  sens  de  la  loiw 
gueur  du  tube.  D’ailleurs  la  largeur  inGniment  petite 
de  ce  tube,  ou  l’aire  de  la  section  perpendiculaire  à 
sa  longueur,  pourra  varier  dans  les  dififérens  points 


(*)  Voyez  pour  de  plut  grandi  développeniens  ,*le  Mémoire 
de  31.  Prony,  sur  le  Jaugeage  des  eaux  courutUes, 


r 
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du  tube;  ainsi,  A étant  un  point  fixe  choisi  arbi- 
trairement sur  le  tube,  j’appellerai  a.  la  largeur  en  ce 
point,  et  je  représenterai  par  aai,  sa  largeur  en  un 
autre  point  quelconque  m.  Appelant  aussi  s la  dis- 
tance du  point  An  au  point  comptée  sur  la  courbe 
ACByO\x  la  longueur  de  l’arc  Am  de  celte  courbe, 
la  quantité  a sera  une  fonction  de  s,  donnée  dans 
chaque  cas  particulier  : quand  la  largeur  du  tube 
sera  la  même  dans  toute  son  étendue,  on  aura  i . 

La  courbe  que  forme  le  tube , et  qui  peut  être  à 
simple  ou  à double  courbure , sera  déterminée  par 
ses  équations  qui  seront  données  dans  chaque  cas  ; 
mais,  comme  on  va  le  voir,  nous  aurons  seulement 
besoin  de  connaître  le  rapport  des  arcs  de  la  courbe 
aux  ordonnées  verticales  de  sesdiiférens  points;  soit 
donc  A Z une  verticale  passant  par  le  point  A;  me- 
nons par  le  point  quelconque  m,  une  perpendicu- 
laire iTU]  à cet  axe  Az,  et  soit  Aq=z  : nous  regar- 
derons la  variable  z comme  une  fonction  donnée  de 
l’arc  5.  Cet  arc  croissant  depuis  le  point  A jusqu’au 
pointé, l’ordonnée  z croît  depuis  le  points;/ jusqu’au 
point  <7,  et  décroît  depuis  C jusqu’en  B ; de  manière 

que  le  coefficient  différentiel^,  est  positif  pour 

tous  les  points  de  la  branche  AC  y et  négatif  pour 
tous  ceux  de  la  branche  CB  : il  est  nul  au  point  C 
où  la  tangente  à la  courbe  est  horizontale.  Géné- 
ralement si  l’on  mene  par  le  point  m une  tangente 
tnT  à la  courbe,  et  une  verticale  niH , on  aura 

^ = COI . T’/n//; 


Digitized  by  Google 


462  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE, 
par  rapport  à un  point  in  de  la  branche  CB,  cd 
angle  deviendi*a  obtus,  en  supposant  toujours  la 
tangente  dirigée  dans  le  sens  du  prolongement  de 
l’arc  A Cm'. 

55G.  Maintenant,  supposons  le  filet  d’eau  qui 
oscille  dans  le  tube,  partagé  en  élémcns  itifiuiment 
petits,  et  considérons  à un  instant  quelconque,  l’élé- 
ment mn,  qui  se  trouve  à la  distance  s du  point 
Sa  longueur  sera  exprimée  par</s;  comme  sa  largeur 
est  <xa,  nous  aurons  ctu.ds  pour  son  volume  et  a.'jùf.ds 
pour  sa  masse,  / désignant  la  densité  de  l’eau.  Soit 
aussi  V sa  vitesse,  et  t le  tems  écoulç  depuis  l’ori- 
gine du  mouvement,  de  sorte  qu’on  ait  i>= 

Appelons  g la  gravité;  cette  force  décomposée  suivant 

d" 

la  tangente  mT  sera  égale  à c’ie^t  la  force  ac- 

célératrice qui  agit  sur  l’élément /nn;  d’où  l’pn  con- 
clut, comme  dans  le  n®  547,  (\\xc  g.^.dt — dw,  sera 
la  vitesse  iuRuhnent  petite,  perdue  pjgr  cette  molé- 
culependant  l’instant  et  . fa.u> . ds , la 

force  motrice  qui  produirait  cette  vitesse.  Or,  d’a- 
près le  principe  de  D’Alem])crt,  le  fiuide  doit  rester 
eu  équilibre,  en  supposant  toutes  ses  molécules 
sollicitées  par  des  forces  capables  de  leur  inaprimer 
Jes  vitesses  perdues  ou  gagnées  à un  instan,t  quel- 
conque; nous  aurons  donc,  comme  dans  le  n°  cité, 
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-p  étant  la  pression  rapportée  à TuMÎté  de  surface , 
qui  a lieu  au  point  //>,  au  bout  du  tems  t,  pendant 
le  mouvement  du  fluide.  Cette  pression  est,  ainsi  que 
la  vitesse  v,  une  fonction  de  t et  de  s-,  mais  la  diffé- 
rentielle dp  est  prise  seulement  par  rapport  à et 
la  différentielle  dv  est  prise,  par  rapport  à t et  à s 
considérée  comme  fonction  de  t. 

A cause  de  l’incompressibilité  du  fluide,  les  vites- 
ses en  différens  points  dn  tube,  sont  en  raison  in- 
verse<de  sa  largeur  en  ces  points  ; si  donc,  nous  dé- 
signons par;/,  la  vitesse  en  un  point  déterminé,  par 
exemple , au  point  C,  et  par  k la  valeur  de  ce  qui 
se  rapporte  à ce  point,  nous  aurons  a,cev~  aku; 
d'où  l’on  tire 


différentiant  pour  .avoir  la  valeur  de  et  obser- 

ds  ku 

vant  que  ^ on  trouve 

1 

dv k du  /t*u*  du 

dt  dt  " ds' 

Je  substitue  cette  valeur  dans  celle  de  dp,  il  vient 


J J J du  ds  , fti’u*  , 
dp  ==  fgdz  - Af  . rf.  ; 


intégrant  par  ra{qH>rt  as,  on  a 


tk^u“ 

a»* 


f-C; 


C étant  Ja  constante  arbitraire,  qui  peut  être  une 


r 
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fonction  de  l.  Pour  la  déterminer,  supposons  qu^att 
bout  du  tcms  t l'eau  s’élève  jusqu’en  a',  dans  la  bran- 
che CA  J soient  / et  2',  les  valeurs  de  5 et  de  2 qui 
se  rapportent  à ce  point,  c’est-à-dire,  soient  /=  Oat 
et  Z — Oq'y  a'q'  étant  la  perpendiculaire  abaissée 
de  d sur  l’axe  Oz  ; désignons  par  Fl  la  pression  que 
le  fluide  supporte  dans  la  branche  AC,  qui  s’exerce 
au  point  a',  et  qui  sera,  si  l’on  veut,  la  pression 
atmosphérique  ; enfin  , représentons  par  ce 
que  devient  a quand  on  faitf  = j',  et  supposons 

que  l’intégrale  J'^  s’évanouit  pour  celte  valeur 
s = On  aura , k-la-fois  , 


, , rds 

zz=z,  et  = u,  J — = 0,  ;»  = n, 

et  par  conséquent 


retranchant  cette  équation,  de  la  précédente,  il  vient 


P=n-H  sg(2-2  — (,) 

( 

Soit  b'  l’extrémité  du  ftuide  dans  la  branche  CB; 
pour  plus  de  simplicité,  je  supposerai  que  le  fluide 
éprouve  en  ce  point,  la  même  pression  FI  qu’à  son 
autre  extrémité  d ; désignons  par  2',  /,  «*,  les  va- 
leurs de  2,  f,û>  qui  se  rapportent  à ce  pointé', et  par 

JVl’intégrale prise  dans  toute  l’étendue  du 

fluide,  ou  depuis  r=:/  jusqu’à  ÿ = r",  de  manière 

que 
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que  JV  soit  une  fonction  de  s'  et  s",  qui  sera  déter- 
minée quand  la  valeur  de  û>  sera  donnée  en  fouc- 
tiou  de  s.  On  anra^  relativement  au  poil^ 


et  l’équation  pre'céden le  deviendra , en  supprimant 
le  facteur  f commun  à tous  les  termes  : 


fciV.ÿ+il 

th-Q. 


(a) 


Comme  iV,  z',  z",  U)\  (d"  sont  des  fonctions  donne'es 
de  s et  .v",  il  s’ensuit  que  cette  équation  renferme 
trois  inconnues,  savoir,  «,  s' et/,  qu’il  s’agit  de  déter- 
miner en  fonction  de  t\  il  faut  donc  pour  cela,  deux’ 
autres  équations  ; or,  on  a,  en  un  point  quelconque  , 

ds  kn  1 . , 

^ donc  aux  points  a et  b , on  aura 

• # 

!tu  ds" liu 


Les  intégrales  de  ces  trois  équations  diflTéçentielIes 
premières  feront  connaître  les  valeurs  des  trois  in- 
connues /,  /,  u;  on  connaîtra  donc,  à chaque  ins- 
tant, la  position  des  deux  points  extrêmes  du  fluide, 
et  la  vitesse  au  point  <7;  d’où  l’on  conclura  la  vi- 
tesse en  un  point  quelconque,  au  moyen  de  l’équa- 

ku  . 

tion  !<=:—,  et  la  pression , au  moyen  de  l’équa- 
tion (i).  Ainsi,  la  solution  complète  du  problème 
qui  nous  occupe,  estramehéeà  intégrer  dans  chaque 
cas  particulier,  les  équations  (a)  et  (5), 

3.,  5o 
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55j.  On  peut  toujours  réduire  ces  trois  équatiônf 
difTérenlielles  du  premier  ordre,  à une  seule  équa- 
tion du  sectfhd  ordre.  En  effet,  la  quantité  8’eau 
qui  oscille^  dans  le  tube , reste  la  même  pendant 
toute  la  durée  du  mouvement  ; son  volume  est 
exprimé  par  l’intégrale  foLuds  yon  ajadsy  prise  depuis 
s~s'  jusqu’à  szs^s";  cette  intégrale  est  donc  une 
quantité  constante  et  donnée;  nous  représenterons 
sa  valeur  par  «/,  et  nous  aurons  ' , 

fnds  = /. 


Or,  quand  a sera  donnée  en  fonction  de  s,  on  aura 
l’expression  de  l’intégrale  définie  fotds,  en  fonction 
de  s'  et  s*;  il  en  résultera  donc  une  équation  entre 
ces  deux  quantités,  dont  on  pourra  se  servir  pour 
exprimer  l’une  au  moyen  de  l’autre,  par  exemple, 
s'  en  fonction  de  s'.  Substituant  la  valeur  de  s* 
dans  l’équation  (a),  et  mettant  aussi  à la  place  den, 

sa  valeur  > tirée  de  la  première  équation  (3)  , 

cette  équation  (a)  se  changera  en  une  équation  dif- 
férentielle du  second  ordre  par  rapport  à /.  La 
solution  complète  du  problème  ne  dépendra  plus 
que  de  l’intégration  de  cette  dernière  équation. 


Il  n’est  pas  inutile  d’observer  que  réquationy«</5=/, 
est  mie  conséquence  des  deux  équations  (3),  et  peut 
même  eu  être  regardée  comme  une  intégrale.  En  effet 
ces  équations  donnent 
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or,  d’après  ce  qu’on  a va  dans  le  n®  290,  relative- 
ment à la  düTérentlation  d’une  intégrale  définie,  il 
est  aisé  de  reconnaître  dans  le  premier  membre  de 
cette  équation,  le  coefficient  difierentiel  par  rap- 
port à f , de  l’intégrale  fotdsy  prise  depuis  s=/ 
jusqu’à  de  sorte  qu’on  a 

d.fmds  „ ds"  , ds 

—dT^“  -di-°> 

il  s’ensuit  donc  que  la  fonction  de  s'  et  s*  qui 
exprime  la  valeur  de  fotdsy  est  une  quantité  indé- 
pendante de  la  variable  ; par  conséquent , en  indi- 
quant par  l une  constante  arbitraire,  on  a fmds=  l. 

558.  Considérons  en  particulier  le  cas  où  la  lar- 
geur du  tube  est  la  même  dans  toute  son  étendue. 
Dans  ce  cas , la  vitesse  du  fluide  est  aussi  la  même  en 
tous  Jes  points  du  tube;  on  a a>  = i , les  trois  quan- 
tités ai*  et  h sont  aussi  égales  à l’unité  ; l’éqUation 
fmds~l  donne  fcids^^s’ — s'—l;  de  sorte  que  la 
constante  l exprime  la  longueur  du  filet  d’eau , 
Du  l’arc  dCb'  compris  entre  ses  deux  extrémités  a' 

et  V.  On  a en  même  tems  JV=/^=s* — i'c=f:lài- 

sant  donc  toutes  ces  substitutions  dans  l’équation  (2), 
elle  devient 

f H t du 

g(x  _e)— /.2^  = o; 

•Ou  bien,  à cause  de  a=^  et  elle  se  change 

en  celle-ci  : 

f (4) 

\ - 5o.. 
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Telle  est  donc  l’equation  qu’il  s’agira  d’iatégrer 
lorsque  les  valeurs  de  z'  et  s'  auront  été'  déterniiuées 
d’après  la  forme  du  tube. 

55q.  Pour  donner  un  exemple  de  cette  intégra- 
tion, je  suppose  que  le  tube  soit  formé  de  deux 
branches  droites  AA'  et  BB'  (fig.  4*  ) d d’une 
partie  courbe  A'CH . Cette  courbe  peut  être  tout 
ce  qu’on  voudra;  sa  forme  n’aura  aucune  influence 
sur  le  mouvement  du  fluide , pourvu  que  ses  deux 
extrémités  oscillent  dans  les  branches  droites  AA' 
BB' y c’est-à-dire,  pourvu  que  les  points  a et  V ne 
descendent  jamais  au-dessous  de  A'  et  Bf . Les  di- 
rections des  branches  cylindriques  AA'  et  BB 
font  avec  la  direction  verticale , chacune  un  angle 
donné  ; Az  et  Bz  étant  des  lignes  verticales , nous 
ferons  * 

‘ zAA  = y, 

Soit  toujours  ah  la  ligne  de  niveau  du  fluide  dans 
l’état  d’équilibre;  prolongeons  cette  horizontale  jus- 
qu’au point  c où  elle  coupe  l’axe  Az  ; par  les  points 
â et  h'  qui  repi*éseutent  les  extrémités  du  fluide  à 
un  instant  quelconque,  menons  les  droites  ’ hori- 
zontales d(f  et  h'ify  qui  rencontrent  le  même  axe 
eux  points  y'ety';  Aq'vXAtf  serontles  coordonnées 
des  points  d et  b' y qu’on  a désignées  par  z et  z*,  et 
la  différence  z' — z'  sera  égale  à q'q'.  Or,  nous 
aurons 

cef  = ad  .cos. y , cq"  z=^bb’  .cos. y'  -, 
de  plus,  Ja  longueur  du  filet  fluide  restant  cons- 
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tante  et  la  mèine  (]ue  dans  lelat  d équilibre,  on  3 
toujours  dCb'^=-aCh\  dou  il  o.(i'=hl>  ; donc 
en  faisant  an  = j:,  et  observant  que  a' — a> 

est  égale  à la  somme  cq'  -f-  cq"^ y on  aura  • , 

z“ — a'  = X.C0S.7  + x.cos.j/'i 

équation  dans  laquelle  x est  une  variable,  positive 
quand  le  point  a!  est  au-dessus  du  point  a,  et  né- 
gative quand  il  est  au-dessous.  ,11  sera  plus  simple 
d’introduire  cette  variable  à la  place,  de  s' dans  l’équa- 
tion (4);  on  a.s  — Ad~Aa — x,  et  comme  Aa  est, 
uRe  constante.,  il  en  résulte  • . 

As  Ax  A^s' A’x 

Tt  ~ ST*  ~3F~'~  ~SF  ' 

A’s' 

substituant  ces  valeurs  de  ^ — a'dansnotre 

équation,  elle  devient 

’■  A^x  , + cos.>') • 

; —4-  ^ .X_0. 

4 « 

I/intégrale  de  cette  équation  est 

X-=f.C03.(nt-}-5)  } 

en  désignant  par  ^ et  £,  les  deux  constantes  arbi- 
traires, et  en  faisant  pour  abréger 

g(co3.>  4-cos->')  _ 

La  vitesse  dufTuidc  qui  estia  même  en  lotis  les  pointî^ 

, , . , As'  dv 

, ttu  tube,  est  exprimée  par  «=  > 


on  a 
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donc  à un  instant  quelconque  u= sia. (n^+t)  j 
donc,  si  l’on  veut  que  la  vitesse  initiale  soit  nulle, 
il  faudra  qu’on  ait  à-la-fois /=o  etu=o;  condition 
qui  sera  remplie  en  prenant  e=o.  Les  valeurs  gé- 
nérales de  j:  et  de  U se  réduiront  alors  à 


x=C.CO*./it,  u — Cn.iin.nt. 


La  constante  C reste  arbitraire  ; elle  peut  être  po- 
sitive ou  négative,  et  elle  représente  la  valeur  dex 
à l’origine  du  mouvement,  c’est-à-dire , la  quantité 
dont  le  fluide  a été  élevé  ou  abaissé  à cette  époque, 
dans  la  branche  au-dessus  ou  au-dessous  da 

niveau  ab. 

D’après  cette  valeur  de  x,  on  voit  que  l’extrcmito 
a du  fluide  fait  des  oscillations  égales  et  d’égale 
durée,  de  part  et  d’autre  du  point  a.  L’amplitude 
d’une  oscillation  entière  est  le  double  de  la  cons- 
tante C ; la  durée  de  chaque  oscillation  est  indépen- 
dante de  cette  amplitude  ; elle  est  égale  à l’inter- 
valle de  tems  pendant  lequel  l’angle  nt  augmente 
d’une  demi-circonférence  ; de  sorte  qu’en  la  dési- 
gnant par  T,  et  par  -^r,  le  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre,  on  a n7’=7f  , ou  bien,  en  re- 
tmettant  pour  n sa  valeur. 


T- 


V; 


g(co».j.  -t-  coA.yy 


Si  l’on  compare  cette  formule  à celle  qui  déter- 
jniue  le  tems  des  petites  oscillations  d’un  pendule 
simple  (u“  270)5  on  voit  <|ue  le  d*ûde  fait  ses  oseiK 
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lations  dans  le  même  tems  qu’un  pendule  dont  la 

longueur  serait  égale  à -, Quand  les  deux 

° ® COS.T^-COS.y  ^ 

branches  A'ji  et  B" B sont  verticales,  on  a ; =0, 

y=o,  et  cette  longueur  se  réduit  à Donc  à cause 

que  / représente  la  longueur  du 'filet  fluide,  il  s’en- 
suit qu’il  oscille  alors  dan#le  même  tems  qu’un 
pendule  égal  en  longueur  à la  moitié  de  la  siennev 
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CHAPITRE  IT.v 

ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DU  MOUVEMENT  DES 

“ fIuides. 

56o.  IN^ous  allons  maintenant  considérer  le  mou- 
vement des  fluides  sous  le  point  de  vue  le  pins 
general,  et  chercher  les  équations  du  mouvement 
de  la  masse  {[uiàcyf BCD  (fig.  5a)  dont  nous  avons 
déterminé  lescondilionsd’équilibre  dansle  n°  484. Ce 
fluide  peut  être  homogène  ou  hétérogène,  incom- 
pressible ou  élastique;  tous  scs  points  sont  sollici- 
tés par  des  forces  données , telles  que  leurs  attrac- 
tions mutuelles  et  d’autres  attractions  dirigées  vers 
des  centres  fixes  ou  vers  des  centres  mobiles;  mais 
en  quelque  nombre  que  soient  les  forces  qui  agissent 
sur  un  meme  point,  nous  les  supposons  réduite#  à 
trois,  parallèles  à trois  axes  fixes  et  rectangulaires 
O JC,  Oj , Oz,  qui  seront  aussi  les  axes  des  coor- 
données. Ainsi,  JC,  J,  Z,  étant  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  masse  fluide , nous 
représenterons  par)  X,  JT,  Z,  les  composantes 
parallèles  aux  axes,  des  forces  qui  agissent  sur  ce 
point.  liCS  quantités  X,  K,  Z sont  simplement 
des  fonctions  de  x,y,z,  lorsque  les  forces  dont 
elles  sont  les  composantes,  ne  changent  pas  d’in- 
tensité pendant  le  mouvement  et  sont  dii  igées  vers 
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des  centres  fixes;  c|uaiul  ces. forces  seront  dirigées 
vers  des  centres  mobiles , et  quand  elles  pro- 
\iendront  de  l'attraction  mutuelle  des  molécules  * 
fluides , les  valeurs  de  X,  F,  Z renfermeront  le 
tems  dans  leurs  expressions;  de  sorte  qu’en  désignant 
à un  instant  quelconque,  par  t le  tems  ccotilé  depuis 
roriglnc  du  mouvement , les  valeurs  de  X,  F,  Z 
seront  en  général  des  fonctions  de  z et  t. 

Décomposons  de  même  suivant  les  axes  Oxy  O7-, 
Ozy  la  vitesse  du  point  qui  répond  aux  coordonnées 
X y J’y  Z,  et  soient  u,  v yW,  les  composantes  res- 
pectivement parallèles  à ces  axes  ; « , e,  seront 
des  fonctions  inconnues  de  Xy  y,  z,  t : elles  dépen- 
dront des  coordonnées  Z,  parce  qu’au  même 
instant,  ou  pour  une  même  valeur  de  /,  la  vitesse 
varie,  d’une  molécule  fi  une  autre,  en  grandeur  et 
en  direction;  elles  dépendront  aussi  du  tems  <, 
parce  qu’en  utî  mèmclie^u,  ou  pour  les  memes  valeurs 
de  x,y,  Z y la  vitesse  change  d’un  instant  à un  autre. 
Si  l’on  veut  compareç  entre  elles,  les  vitesses  d’une 
même  molécule*  fluide,  dans  deüx  instans  consécu- 
tifs , il  faudra  supposer  que  la  variable  l devient 
et  qu’en  même  tems  les  coordonnées  Xy  y y 
Z de  cette  molécule  , deviennent  x-\-udty  y~\-vdt, 
c-j-tvd/;  car  en  vertu  des  vitesses «,  v,Wy  la  même 
molécule  qui  répondaft  aux  coordonnées r,  à 
la  fin  du  tems  ty  répondra  aux  coordonnées 
y-^-i>dty  z-^-wdty  à la  fin  du  tems  II' s’ensuit 

donc  que  pour  avoir  la  variation  des  quantités 
iiy  Vy  Wy  rclativcs  à unemènie  molécule^  il>faut  dif 
férentier,  par  rapport  à t,  et  par  rapport  à Xyy,  5, 
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en  prenant  uàt^  vdtywdt,  p(Hir  accroissemens 
ces  dernières  variables.  De  cette  manière , on 
aura 

dt  , ^ dx  dy  ^ dz  * 


dv  -,  dv  , . dv  , . dv  , 
dv  r=  -^.dt  + J— .udt-4-  -j-.vdi-\-  -j-.wdt, 
dt  dx  “X  dz 


, dw  , , dw  , dw  , , dv> 

dw=-j^.dt-h^.udt  + ^.udt+^.wdt. 


Partageons , comme  dans  la  recherche  des  con- 
ditions d’équilibre , la  masse  fluide  ABCD  en  pa- 
rallélépipèdes rectangles  et  infiniment  petits^  dont 
les  côtés  soient  parallèles  aux  axes  Ox^  Oj y Qz. 
Le  volume  de  l’élément  qui  répond  aux  coor* 
données  x,yyZ,  aura  pour  expression  le  produit 
dxdjrdz  ; on  peut  regarder  la  densité  du  fluide 
comme  constante  dans  toute  l’étendue  de  ce  vo- 
lume, et  en  la  désignant  par  / , la  masse  de  l’élément 
sera  égale  à f.dxdjdz.  Représentons  aussi'  par  p 
la  pression  rapportée  à l’unité  de  surface , gue  le 
fluide  environnant  exerce  sur  les  différentes  £ices 
de  ce  parallélépipède , et  qui  est  la  même  déboutés 
parts,  d’après  la  propriété  fondamentale  des  fluides. 
Les  deux  quantités  / et;j  sont,  ainsi  que  les  vitesses 
«,  U»,  des  fonctions  inconnues  de  JT, z et<;  ces 

cinq  quantités  u,  p,  w,  f et/?  sont  les  inconnues  du 
problème  qui  nous  occupe  ; quand  elles  seront  dé- 
termine^es  en  fonction  de  x,  j",  z et  < , 1 état  de  la 
masse  fluide  sera  connu  à chaque  instant , puis- 
que l’on  cpnnaîtra  alors,  la  vitesse,  la  direction, 
la  densité  du  fluide  et  la  pression  qu’il  exerce  , 
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en  tel  poinrqu’on  voudra,  pris  à la  surface  ou  dans 
l’inlérieur  de  cette  niasse.  Cherchons'donc  les  ëqua 
lions  dont  de'pendent  les  pâleurs  de  ces  cinq  in-_ 
connues  et  la  solution  complète  du  problème. 

56 1.  Trois  de  ces  équations  nous  sont  immédia* 
tement  fournies  par  le  principe  de  D’Alembert.  En 
effet,  les  vitesses  perdues  pendant  l’instant  dt  par 
la  molécule  soumise  à l’action  des  forces  X,YfZ, 
sont  Xdt — du  y Ydt — rfv,  Zdl — dw',  car  du,  dvy  . 
d\v  expriment  les  accroissemens  de  vitesse  qui 
ont  réellement  lieu  pendant  cet  instant,  et  Xdt  y 
Ydt  y Zdty  sont  ceux  qui  seraient  produits  par  les 
forces  X , Yy  Z y si  la  molécule  était  libre  et  isolée. 

Je  divise  ces  vitesses  par  dt  y a6n  d’avoir  la  mesure 
des  forces  accélératrices  qui  seraient  capables  de  les 
produire  ; en  désignant  ces  forces  par  X'y  Y y Z' y et 


mettant  pour  du,  dv  et  dw  leurs  valeurs  précédentes 
je  trouve 

V àu 

du 

du  ' du 

X r 

dt 

dv 

dv 

dv  dv 

dt 

~ 

— j-.v  — j-.w  = Y', 
dy  dz 

' r. 

dw 

dw  dw 

Z — -J-  ■ 
dt 

~ di-^' 

Or,  d’après  le  principe  cité,  l’équilibre  aurait  lieu 
dans  la  masse  fluide , si  toutes  les  molécules  étaient 
sollicitées  par  des  forces  Capables  de  leur  imprimer 
les  vitesses  perdues  ou  gagnées  à chaque  instant;  les 
équations  générales  de  l’équilibre  des  fluides,  trou- 
vées dans  le  n*  4^4 > doivent  donc  être  satisfaites. 
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en  prenant  X\  J'’’,  Z',  pour  les  forces  accéle'ratrlces 
parallèles  aux  toordonnées,  qui  agissent  sur  tous  les 
points  d’un  élément  quiconque  ^ et  qui  sont  repré- 
sentées par  Xf  U,  Z,  dans  ces  équations  générales; 
par  conséquent  on  aura 


ou  bien  j en  mettant  pour  X',  1",  Z',  leurs  valeurs,' 
et  divisant  par  p. 


È=’‘- 

it—Y 

dy-^ 


du 

du 

,u  — 

dn 

du 

7i  ■ 

dx 

dX-'^- 

dv 

dv 

dv 

dv 

dt' 

dx' 

, U — 

dw 

dv/ 

dw 

dw 

le  ~ 

dx* 

14— 

(«) 


5Ga.  Chacun  des,  élémens  dans  lesquels  nous 
avons  partagé  la  masse  fluide,  changera  de  forme 
pendant  l’instant  dty  et  il  changera  même  de  vo- 
lume, si  le  fluide  est  compressible;  mais  comme 
sa  masse  devra  toujours  rester  la  même,  il  s’ensuit 
que  si  nous  cherchons  ce  quêdeviennent  son  volume 
et  sa  densité  à la  fin  du  tems  leur  produit 

devra  être  le  même  qu’à  la  fin  du  tems  t ; égalant 
donc  à zéro  la  variation  de  ce  produit,  il  en  résultera 
une  nouvelle  équation  du  mouvement. 

Pour  former  cette  équation , considérons  le  pa- 
rallélépipède rectangle  dont  le  volume  était  exprimé 
par  dxdjdzy  à la  fin  du  tems/,  et  voyons  la  forme 
que  prendra  cette  portion  du  fluide , à la  fin  du 
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letns  Soit  ni  (fig.  54)  le  sommet  de  ce  paral- 

lélépipède qui  répond  aux  coordonnées  Xjj-,  z; 
soient  aussi  mn,  ml  y mk,  les  trois  côtés  adjacens  à 
ce  sommet  et  respectivement  parallèles  aux  axes 
Oz,  Ojy  Ox'y  de  sorte  qu’on  ait  mn=dzy  ml—dy y 
mk=dx'y  supposons  que  e,fygyh  sont  les  quatre 
autres  sommets^  et  que  pendant  l’instant  dt  y les 
Luit  points  /M,  Hy  ly  ky^Cy/y  gy  A soM  t l'aj) spor tés 
en  m'y  n'y  k,e'yj'y  g' y h'  'y  je  dis  que  le  polyèdre 
dont  ces  derniers  points  sont  les  sommets,  sera 
encore  un  parallélépipède  ; et  pour  le  prouver,  je 
vais  déterminer  et  comparer  entre  elles  les  lon- 
gueurs et  les  directions  de  ses  douze  côtés , 
m'ty  etc. 

Les  coordonnées  x,y,  z du  point  m deviennent 
au  bout  de  l’instant  dt , 

x-\-udt,  y-\-vdt,  z-f-wrf/; 

ces  quantités  sont  donc  les  coordonnées  du  point 
m'  ; on  en  déduira  celles  de  tout  autre  sommet , en 
y remplaçant  XyjyZy  par  les  coordonnées  primi- 
tives de  ce  sommet;  aiiisi  on  aura  les  coordonnées 
de  n'y  en  y conservant  x et^,  et  en  mettant  z-^di 
à la  place  de  z,  parce  rpie  x,jr  et  z-f-d'z  sont  les 
coordonnées  de  n;  de  cette  manière,  les  coordon- 
nées de  n'  seront 


du 
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Connaissant  les  coordonnées  des  deux  points  m'  el 
n'f  il  est  aisé  d’en  conclure  la  longueur  de  la  droite 
m'n';  on  trouve,  parla  fornaule  connue, 

m'n'  = \J (^)  + ; 

extrayant  la  racine  carrée,  et  négligeant  les  termes 
infiniment  petits  du  troisième  ordre,  on  a 

m'n'  = dz  + ^ . tîzdt. 

dz 

Les  coordonnées  de  e'  se  déduiraient  de  celles  de 
et  les  coordonnées  de  de  celles  de  ra' , en  y met-* 
tantx+</j:  et_;^-h<^  à la  place  de  x &\.y  ; par  consé-* 
quent,  la  longueur  du  côté  se  déduira  de  la  même 
manière , de  celle  du  côté  m'n'  ; ce  qui  donne  * 

e'f  = dz  + ^.dzdt  + dxdzJt  + ^.dydzdf, 

doncj  en  négligeant  les  derniers  termes,  qui  sont 
du  troisième  ordre,  la  valeur  de  e'f  sera  la  même  que 
celle  de/nV.  On  trouvera  de  même  que  les  côtés 
kh'  et  l'g'  sont  égaux  au  côté  /nV,  aux  quantités 
près  du  troisième  ordre  ; de  sorte  qu’on  a 

m’n'  = ef  ==  h'h'  — fg'. 

Si  l’on  change  z en  y et  w en  v , dans  la  valeur  de 
mV,  «lie  deviendra  évidemment  celle  de  /«T,  savoir: 

m'l'~dy+2y^ydt-. 
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cliangeant  de  même  z en  x,et  w en  u , on  aara  la 
valeur  de  /n'A',  qui  sera 

m'h'  = dx  ^.Jjedt. 

On  trouvera  aussi 

m'r  =k'/=h'f  = n'^, 
m'W=n'h'=f(f'=ee'., 

Nous  voyons  donc  que  les  côtés  qui  étaient  égaux 
entre  eux  dans  le  parallélépipède  primitif,  sont 
encore  restés  égaux  après  son  changement  de  forme; 
le  parallélisme  de  ces  côtés  est  une  conséquence  de 
'leur  égalité  ; par  conséquent  l’élément  que  nous 
considérons  conserve  au  bout  de  l'instant  dt , la 
ibrme  d'un  parallélépipède,  mais  qui  n’est  pas  rec- 
tangle comme  au.commencement  de  cet  instant. 

On  aura  le  volume  de  cet  élément,  en  multipliant 
l'une  de  ses  faces,  par  exemple,  la  face  m'fse'l\  par 
la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  n'  sur 
cette  face  ; l’aire  du  parallélogramme  m'h'e'l'  est 
égale  au  produit  de  ses  deux  côtés  m'k  et  m'Z',  mul- 
tiplié parle  sinus  del’angle  Z'/n'A' qu’ils  comprennent; 
la  perpendiculaire  n'q'  est  égaie  au  côté  m'n\  multi- 
plié par  le  sinus  de  l’angle  km'<f  donc  le  volume 
du  nouveau  parallélépipède  sera  égal  à 

m'n'.  ni  l . nik'.  sin . t m'k' . 

Or,  les  angles  Unîk'  et  nmq'  étaient  droits  dans  le 
parallélépipède  primitif;  chacun  d'eux  ne  peut  donc 
maintenant  différer  de  ioo%  que  d’une  quantité  iu- 
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fiiiimcnt'pelile;  mais  le  sinus  d’un  pareil  angle  tia 
diffère  de  runité,  que  d’une  quanlilé  infiniment 
petite  du  second  ordxe  ; si  donc  on  néglige  les  termes 
du  cinquième  ordre,  il  faudra  faire  sin.«'/n'^'=i  et 
sia.  trnk'=*  y dans  le  produit  précédent,  ce  qui 
le  réduira  à 

' m'n'.m'e.m'h'. 

Mettant  pour  m'n',  tuV,  m'k',  leurs  valeurs  qu’on 
vient  de  donner;  cfl’ectuant  la  multiplication  et  né- 
gligeant toujours  les  termes  du  cinquième  ordre,  il 
vient 


Tel  est  donc  à la  fin  du  tems  , le  volume  de 
l’élément  qui  était  dxdjdz,  à la  fin  du  temps  t.  La 
densité  f étant  une  fonction  de  t,  z , il  s’ensuit 
que  quand  t devient  et  qu’en  même  tems 

x,y,z  se  cliangcnt  en  x-\-udt,  j-\-vdtf  z-\~wdt , 
elle  devient 

Je  multiplie  cette  densité  par  le  volume  correspon- 
dant; le  produit  ex[)rime  la  masse  de  l’élément  à la 
fin  d*  tems  t-{-dt.  Retranchant  le  terme  f dxdjdz  qui 
représente  sa  masse  à la  fin  du  tems  , on  aura  la  varia- 
tion de  cette  masse,  laquelle  variation  doit  être  égale 
à zérou  En  ncgligc'tJiU  les  termes  qui  renferment  le 
carré  de  dly  et  supprimant  les  facteurs  et  dt, 

commune 
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communs  à tous  les  termes , on  trouve 


dt 


.i 


. U 4- 


ou,  ce  qui  est  la  même  chose , 


df  . d.pu  , d.pi'  . d.fz 

5Ï  + + ‘dz-  = °- 


(*) 


565.  Jusqu'ici  nous  n’avons  pas  distingué  les  fluides 
élastiques  des  fluides  incompressibles,  et  les  équa- 
tions (a)  et  (ê)  appartiennent  au  mouvement  de  ces 
deux  espèces  de  corps;  mais  dans  le  cas  des  fluides 
incompressibles  , l’équation  (6)  se  décompose  en 
deux  autres;  car  alors  non-seulement  la  masse  de 
chaque  élément  doit  rester  constamment  la  même  , 
mais  la  densité  et  le  volutne  doivent  aussi  être  in- 
variables; égalant  donc  séparément  à zéro  la  varia- 
tion de  la  densité  et  celle  du  volume,  nous  aurons 
ces  deux  équations  • 


du 


dv 

¥ 


dw 

dk—°' 


(O 


qui  remplaceront  l’équation  (i),  et  qui , jointes  aux 
trois  équations  (a)^  serviront  à déterminer  les  cinq 
inconnues  /,  u,  Vy  u>,  en  fonction *de  or,^,s,  i. 
Quand  le  fluide  incompressible  est  homogène , la 
densité  / est  une  quantité  constante , ce  qui  rend 
la  première  équation  (c)  identique;  on  n’a  plus  alors 
que  quatre  inconnues  u,  v,  tv,  dont  la  détermina- 
n.  3i 
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tion  dépend  dé^  équations  (a)  et  de  la  seconde  équa- 
tion (c). 

Relativement  aux  fluides  élastiques , nous  n’avons 
aussi  que  quatre  équations,  savoir^  les  équations  (a) 
et  l’équation  (l>);  mais  nous  savons  que  dans  cette 
espece  de  fluide  , la  densité  est  toujours  liée  à la 
pression , ce  qui  réduit  à une  seule  les  deux  incon- 
nues f et  P (n®  485).  Si  la  température  est  la  même 
dans  toute  l’étendue  de  masse  fluide , on  aura 
p=kf,  A' étant  un  cocflicient  constant  et  donné; 
substituant  cette  valeur  de  p dans  les  équations  (r<) , 
il  vient 

1 J.log.;  y du  du  du  du 

h ’ dx  ~ dt  dx'^  dz'^  ' 

1 d.iog.;  dv  dv  dv  dv 

A • — d/- = ^ “ -Â  - s;- “ - ' 

l f/.loE.ç  _ dw  dw  ffw  dw 

T . 5 7-. U ï— .W': 

H dz  dt  dx  dy  dz 

♦ 

en  les  joignant  à l’équation  (A) , on  aura  les  quatre 
équations  nécessaires  pour  déterminer  les  valeurs  de 
/>,  Uy  Vy  IV.  Lorsque  la  température  sera  variable  sui- 
vant une  loi  connue , de  manière  que  la  tempéra- 
ture qui  a lieu  à chaque  instant,  et  pour  chaque 
point  de  l’espace;  soit  une  fonction  donnée  de  t et 
des  coordonnées  JC , ^‘,2,  le  coefÇcient  k sera  aussi 
une  fonction  donnée  de  ces  variables , et  les  équa- 
tions (d)  et  (b)  suffiront  encore  à la  détermination 
des  valeurs  de  p,  u , iv. 

5G4-  11  resuite  de  cette  analyse  que,  soit  qu'il 
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s'agisse  du  mouvement  d’uti  fluide  incompressible^ 
liomogène  ou  hétéragène  , ou  de  celui  d’un  fluide 
élastique  , dont  la  tempe'rature  peut  être  constante 
ou  variable  suivant  une  loi  donnée,  on  aura  ^ dans 
tous  les  cas,  un  nombre  d'équations  égal  à celui  des 
inconnues  que  renferme  le  problème  ; mais  ces 
équations  sont,  comme  on  voit,  aux  différences  par* 
tielles  entre  quatre  variables  indépendantes,  savoir, 
les  coordonnées  j:, /,  Z,  et  le  temsfj  leur  intégration 
générale  est  impossible  par  les  moyens  connus  jus* 
qu’ici  ; et  lors  même  qu’on  parvient  à les  intégrer  , 
en  les  simplifiant  par  quelqu’hypothèse  particulière, 
il  reste  à déterminer,  d’après  l’état  du  fluide  à l’ori- 
gine du  mouvement , les  fonctions  arbitraires  que 
leurs  intégrales  contiennent;  ce  qui  présente  en- 
core de  très-grandes  difficultés. 

565.  Dans  les  endroits  où  le  fluide  est  appuyé 
contre  une  paroi  fixe , la  valeur  de  p fait  connaître 
la  pression  qu’il  exerce  suivant  la  normale  à cette 
paroi  ; cette  pression  doit  être  nulle  dans  tous  les 
points  de  la  surface  du  fluide , où  il  est  entière- 
ment libre  ; car  elle  est  due  aux  forces  motrices 
perdues  à chaque  instant  par  les  molécules  fluides , 
en  vertu  de  leur  juxta-posilion  ; ces  forces  se  font 
équilibre  dans  la  masse  fluide,  et  pour  cet  équilibre, 
il  est  nécessaire  que  la  pression  soit  nulle  en  tous  les 
points  de  la  surface  où  elle  ne  peut  pas  être  détruite 
par  la  résistance  d’une  paroi  fixe. 

Nous  avons  déjà  remarqué  (n®  48p)<iue  cette  con- 
dition ne  peut  être  remplie  que  dans  les  fluides  in- 
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fonction  de  la  variable  t.  Ces  valeurs  contiendront 
en  ontre  trois  constantes  arbitraires  , dési- 

gnerai par  a^byC’,  on  les  déterminera ra^|rès  le» 
valeurs  de  s,  qui  répondent  à r<m^ne  du 

mouvement,  et  qui  sont  tlonnées,  puisque  l’on  con- 
naît la  position  de  la  molécule  à celle  époque.  Les 
valeurs  de  x y jy  a,  relatives  à un  instant  quelcon- 
que , seront  donc  coni{dèteinent  déterminées  ; par 
conséquent  on  pourra  assigner  à chaque  instant,  la 
position  de  la  molécule  fluide,  qui  occupait  une 
position  donnée  à l’origine  du  mouvement. 

En  éliminant  lè  tems  t entre  ces  valeurs  de  x^j-j  s„ 
on  aura  en  Xyjr,  a,  les  deux  équations  de  la  courbo 
décrite  par  la  molécule  que  l’on  considère  fia  forme 
et  la  position  de  cette  trajectoire  changeront  d’une 
molécule  à une  autre,  à raison  des  quantités  a, e 
que  ses  équations  renferment , gt  qui  changent  de 
valeur  avec  la  position  initiale  de  la  molécule. 

567.  Il  existe  un  cas  particulier  très-étenda,  dans 
lequel  les  équations  difTérenlieHes  du  mouvement 
des  fluides,  prennent  une  forme  beaucoup  plus 
simple.  Ce  cas  a Heu  toutes  les  fois  que  la  fbrmnie 
udx-^-rdj-^-u^z  est  la  diflTérentielle  complète  d’unq 
fonction  des  trois  variables  x,j',2,  de  sorte  qu’on  a 
« ( 
udx  -f-,  udy  -f-  wdz  ■ , 

® désignant  une  fonction  quelconque  de  x , ^,  z, 
qui  peut  en  outre  contenir  la  variable  t,  mais  qui 
s’est  pas  diiTércntiée  par  rappcM-l  à cette  variable. 


486  TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE. 
On  aura  alors 


W = 


dz' 


ce  qui  change  d’abord  l’équation  (b)  en  celle-ci  : 


~ + 
dt  ^ 


d.i 


dx 


+ 


dp 

d^ 


+ 


d.( 


dp 

di 


(f) 


dy  ^ dz 

En  difTérentiant  l’équation  identique 
. udx  -1-  vdy  -j-  v/dz  = dp  , 

■uccessivement  par  rapport  a.  tj  à îc,  à et  à r,  il 

«va  a 


vient 


du 

Tt 

du 


.dlaH- 


dv 


dw 
dx 

du  , , dv  , , dw  , d.dp  , dp 

^.dx  + ^.dy+^.dz  = -^-  = d.-^^, 

du  , , dv  , , dw  , d.dp  , dp 

-dT- = 


J ,dw  d.dp , 


dp 


D’après  cela,  si  l’on  ajoute  les  équations  (a),  après 
avoir  multiplié  la  première  par  dxy  la  seconde  par 
djTy  la  troisième  par  dzy  en  aura 


l.dp  = Xdx  -f  Ydy  -f.  Z<fe  — d.ÿ  — u.d‘.^ 
{ • at  dx 


‘dp 


J dp  , dp 


al  en  menant  ^ » x • n 1*  place  de  n,  Cj  Wj  cette 
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'équation  pourra  s’écrire  ainsi  : 

Xdp=zXdx+Ydy  + Zdz  — d.^ 


hes  difTércntielIesde;;,  ^ et  4-  qui  sont 

indiquées  dans  cette  équation , doivent  être  prises  par 
;rapport  à s,  et  sans  faire  varier  t.  > 

11  est  permis  de  supposer  la  formule  Xdx+ydy 
-\-Zdz  une  différentielle  complète  par  rapport  à x, 
r,  2,  d’une  fonction  de  ces  variables  et  de  t,  puis- 
qu’elle l’est  en  effet  dans  le  cas  des  forces  d’attrac- 
~tion  dirigées  vers  des  centres  fixés  ou  mobiles  , ce 
qui  comprend  toutes  les  forces  de  la  nature  qui 
peuvent  agir  sur  les  molécules  de  la  masse  fluide; 
soit  donc 

Xdx  4-  Ydy  -t- Zdz^dr-,  ■ 

tétant  une  fonction  donnée  de  x^j,  2;  nous  aurons 
en  intégrant  tous  les  termes  de  l’équation  précé- 
dente , 


Comme  l’intégration  est  relativeàx,  z,  il  ^udrait 
ajouter  à l’un  des  deux  membres,  une  fonction  arbi- 
traire de  t ; mais  cette  fonction  peut  être  censée 
comprise  dans  la  quantité  inconnue  (p. 

Ainsi , les  équations  du  mouvement  des  fluides  se 
réduisent , .dans  le. cas  que  nous  examinons^  aux 
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deur  équations  (/)  et  (g);  mais  on  doit  obierref 

que  pour  qu’on  puisse  faire  usage  de  l’ëquation 

qui  comprend  le  terme /^,  ilfautque/soit,  ouune 
consta-i'e  ou  une  fonction  quelconque  de  ;iet  de/ 
Quand  le  fluide  est  incompressible  et  homogène, 
la  densité  f est  constante;  on  a /^=£; l’équation 

(g)  fait  connaître  la  valeur  de  ^ , au  moyen  do  la 
quantité  (p,  laquelle  se  déduira  de  l’équation  (f)  oui 
êe  réduit  dans  ce  cas  à * ” 

I rfV 

rfy*  ~ 

Il  suffira  donc  d’intégrer  cette  équation , et  de  dé- 
terminer, d’après  l’état'initial  .du  fluide,  les  fonc- 
ions arbitraires  qui  seront  contenues  dans  son 
intégrale;  la  valeur  de  (p  étant  connue,  on  en  con- 
clura la  valeur  des  vitesses  a,  en  prenant  les 

diÉTerences  parlieUes  de  cette  foncüon  par  rapport 

S’il  s’agit  d’un  fluide  élastique  et  d’une  égale  tem- 
pérature dans  toute  son  étendue,  on  aura 

A étant  un  coefficient  constant;  donc  J'^=^.log.f: 

on  pou^a  se  servir  de  l'équation  (g)  pour  éliminer 
f danslequauon  (/)  ; il  en  résultera  une  équation 
contenant  la  seule  inconnue  <p , et  que  nous  nous 
dispenserons  d’écrire.  L’intégrale  de  celte  équation 
fera  connaître  la  valeur  de  la  fonction  inconnue  p- 
d’où  l’on  conclura  ensuite  celle  des  vitesses  «,  c,  et  ‘ 

celle  de  la  densité/»,  au  moyen  de  l’équation  (g).  Lors- 


Digitized  by 


LIVRE  V.  HYDRODYNAMIQUE.  489 

<foe  la  température  sera  varia)>le,  lu  coeflicient  k le 
sera  aussi  ; mais  si  k est  une  fouctioa  donnée  de  ^ 
et  de  t y c’est-à-dire,  si  la  yariation  de  la  tempé- 
rature est  telle,  que  chaque  couche  de  même  den- 
• sité  ait  à chaque  instant  la  même  température  dans 
toute  son  étendue,  on  pourra  encore  eflêctuer  l’in- 

tégraley^  , et  se  servir  des  équations  (f)  et  (g) 
pour  déterminer  les  quantités  / et  (p. 

568.  Il  reste  à savoir  maintenant  quels  sont  les 
cas  dans  lesquels  on  peut  regarder  la  formule 
comme  une  difleDentielle  exacte. 
Or , je  dis  que  cette  formule  sera  une  différenlielie 
exacte  pendant  toute  la  durée  du  mouvement , ou 
pour  toutes  les  valeurs  de  t,  si  elle  l’est  à une 
époque  déterminée.  En  effet  soit  f,  une  valeur  par- 
ticulière de  t,  et  supposons  que  pour  cette  valeur, 
on  a 

udx  -f-  vdy  + vidz  = dç'  j 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

dm'  d<p'  da’ 

“-âJ*  '"-'S'’ 

p' étant  une  fonction  de  x,^,  2.  Désignons  aussi 
par  u'j  v' y w'y  les  valeurs  ^ ^ ^ , qui  ré- 

pondent â cette  valeur  t-t'-y  de  sorte  qu’on  ait 
aussi 

du  , dv  . dvt 
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Si  / devient  /^+6,  S étant  un  accroissement  infini- 
ment petit,  positif  ou  négatif,  les  valeurs  de  u,  v 
*et  TV,  deviendront,  en  négligeant  le  carré  de  û. 


dit; 


■2T+’^® 


par  conséquent,  la  formule  udx  vdj-\-wdzy  devien- 
dra, au  bout  du  tems  f'-j-ô. 


à^'  -h  {u'dx  + v'dy  -f-  w'rfz).9  ; 


donc  elle  sera  encore, au  bout  de  ce  tems,  une  diflë- 
rentielle  exacte,  si  la  îorva\A&udx  + vdj-\-w'dzy  en 
est  une. 

Or  , en  mettant  les  valeurs  deM.v.w,^, 

* * * dt  ' dt  ' 

dw  f • 

jj  , relatives  au  tems  dans  les  équations  (a) , elles 
deviennent 


f dx 
f dy 

i.ÿ=ü-»'- 

f dz 


ÉîL 

d‘if' 

_ dp' 

d^p' 

dp* 

d’p' 

dx 

• dx^  ~ 

’ ‘^y 

dydx 

dz 

dzdx 

d^' 

d’(f' 

dp' 

d^’ 

dp' 

tt‘p' 

dx 

' dxdy 

~ 

■ dy  ■ 

dz 

dzdy 

d(p* 

d-p' 

_ dp' 

d’p' 

dp' 

d’p' 

dx 

' dxdz 

^y 

dydz 

dz 

~d^ 

je  les  ajoute  après  avoir  multiplié  la  première  par 
dx  y la  deuxième  par  dj  y la  troisième  par  dz  , et 
en  mettant  à la  place  de  Xdx-{-Ydf-{-Zd;iy  il 
vient 


# 


t 


pdp  = dy  — u'dx  — v'dy  — w'dz — j . ^ 


dy  dz‘J  * 
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d’où  l’on  tire 


u'dx-\-s/dy-\-w'dz=^-Jp—dr^  x.d.(^+  ; , 


donc  en  regardant  f comme  une  constante  , ou  plus 
généralement,  <?omme  une  fonction  quelconque 
de  p,  cette  valeur  de  u'Jjc-{-i>'dj-^n>'dz,  sera  une 
düTérentielle  exacte,  et  par  conséquent  la  valeur 
de  udx-^vdy-\-wdz , au  bout  du  tems  ^'+9> 
sera  une  aussi. 

11  est  donc  prouvé  que  la  formule  udx-\-vdf-\^vdZf 
est  une  différentielle  exacte  au  bout  du  tems 
en  supposant  qu’elle  le  soit  au  bout  du  tems  t ; 
par  la  même  raison , elle  le  sera  pour  la  valeur 
i = e'-f-26 , si  elle  l’est  pour  la  valeur  / = 
pour  +50,  si  elle  l’est  pour  ^ = ^'+23 ; clainsi 
de  suite  : et  comme  on  peut  prendre  9 positif  ou 
négatif,  il  s’ensuit  que  la  formule  ud-x-i-i’dj  -f-wdz  , 
est  une  différentielle  exacte  pour  toutes  les  valeurs 
de  ^ , si  l’on  s’est  assuré  qu’elle  l’est  pour  telle  valeur 
qu’on  voudra  de  cette  variable. 

Lorsque  le  fluide  part  de  l’état  de  repos  , et  qu’il 
est  mis  en  mouvement  en  écartant  les  molécules  de 
leurs  positions  d’équilibre,  sans  leur  imprimer  au- 
cune vitesse  initiale,  on  a,  à l’origine  du  mouvement, 
u=o,  t’=o,  w=o;  la  formule  udx-\-vdjr-{-wdz 
est  donc^  à cette  époque,  une  différentielle  exacte; 
par  conséquent  elle  l’est  pendant  toute  la  durée  du 
mouvement. 


SGg.  De  quelque  manière  que  le  mouvement  ait 
été-  produit  , la  formule  udx -^vdj-\-wdz ^ devra 
encore  être  regardée  comme  une  différentielle 


t 
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exacte  , toutes  les  fois  que  le  fluide  ne  fera  que 
de  très-petites  oscillations,  et  qu’on  ne'gligera  dans 
* le  calcul , les  carrés  et  les  produits  des  vitesses  de 
# ses  molécules.  En  effet , dans  cette  hypothèse  les 
équations  (a)  se  réduiront  à * 

1 ^ „ du  * dp  _ ^ dv  * dp  __  _ dw 

f ax  dt  ’ i ' dy  dt  * ç’  ~Sï,  di  ’ 

puisqu’on  néglige  les  termes  de  deux  dimensions 
par  rapport  aux  vitesses  u,  v eiw.  On  en  déduit 


mais  si  l’on  multiplie  par.  dl , et  qu’on  intègre  tous 
les  termes  par  rapport  à on  aura  fdF' .dts=d.ff^ dt, 

et  en  faisant  J"—  = P,  l’intégrale  du  premier  terme 

du  second  membre  sera  d.fPdl\  il  en  résultera  donc 

udx  -p  vdy  d.ÇPdt  — d.fVdl  j 

par  conséquent  la  formule  udx-\~vdy  -\-  wdz , sera 
la  différentielle  exacte  d’une  fonction  ne 
savoir,  de  la  fonction  fPdl — fVdt. 

Soit  donc,  comme  précédemment. 


udx  -t~  viy  + wdi  =s  d^f  . 

et  nous  aurons,  dans  le  cas  de  petites  oscillations, 

r^P—v-  df . 

J t~  dt- 

en  joignant  celle-ci  à l’équation  (y) , on  aura  le» 
deux  équations  du  nuxuvcment  du  fluide. 


I 
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570.  Pour  fîxer  les  idées , supposons  que  le  fluide 
soit  un  liquide  homogène  et  pesant,  tel  que  l’eau,  on 


aura 


P . 


en  prenant  l’axe  des  z vertical 


et 


dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur , et  désignant 
c^te  force  constante  par  g , on  aura  aussi  Y = o , 
VzzzOyZ=g,dy=gdz  et  V—gz)  par  conséquent 


Cette  équation  fera  connaître  la  pression  en  un 
point  quelconque  de  la  masse  fluide;  en  l’égalant  à 
zéro,  on  aura  l’équation 


qui  sera  celle  de  la  surface  libre  du  fluide  pendant 
son  mouvement.  Les  vitesses  de  ses  molécules  dans 
le  sens  horizontal  et  dans  le  sens  vertical,  seront 
exprimées  au  moyen  de  là  fonction  (p , par  ces  équa* 
lions 

qa  a0  qa 

et  la  fonction  ^ sera  elle-même  déterminée  par 
celle-ci  ; 

d‘^ 

I.a  théorie  des  petites  oscillations  des  fluides  homo- 
gènes, incompressibles  etpesans,est  donc  renfermée 
dans  ces  équations  ; mais  , quoiqu’elles  paraissent 
très-simples,  si  on  les  compare  aux  équations gén»> 
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raies  du  mouvement  des  fluides,  on  n’esl  cependant 
point  encore  parvenu  à en  déduire  d’une  manière 
satisfaisante,  les  lois  de  ces  oscillations.  Cette  tliéo- 
rie  comprend  celle  des  ondes  que  l’on  voit  se  for- 
mer et  se  propager  à la  surface  de  l’eau,  suivant 
des  lois  qui  n’ont  point  été  déterminées  jusqfi’à 
présent,  ni  par  le  calcul,  ni  par  4’observ'ation.  Les 
recherches  des  géomètres  et  des  physiciens,  sur  les 
petites  oscillations  de  l'air  et  sur  la  propagation  du 
son,  ont  été  plus  heureuses;  l’exposition  des  résul- 
tats qu’ils  ont  obtenus,  nous’ mènerait  beaucoup  trop 
loin,  et  nous  renverrons  sur  ce  point,  à un  Mé- 
moire inséré  dans  le  1 4'  cahier  du  Journal  de  l’Ecole- 
Polytcchnique. 

571.  On  pourrait  douter  s’il  existe  des  mouve- 
mens  pour  lesquels  la  formule  udx vdy -\-wdt 
ne  soit  pas  une'  différentielle  exacte  v mais  on  a un 
exemple  fort  simple  d’un  pareil  mouvement , en 
considérant  celui  d’un  fluide  ’ incompressible  qui 
tourne  sans  changer  de  forme  et  avec  une  vitesse 
constante,  autour  d’un  axe  fixe,  c’est-à-dire,  le 
mouvement  du  fluide  dont  nous  avons  déterminé  la 
surface  dans  le  u*  491-  En  effet,  les  composantes 
des  vitesses  des  molécules  sont  alors  les  mêmes  que 
si  la  masse  fluide  formait  un  corps  solide  ; en  pre- 
nant donc  l’axe  fixe  pour  celui  des  e , on  aura 
(n»  345)  , 

u = — ny , r — nv,  w = o; 
le  coefiieient  « étant  une  quantité  indépendante  de^ 
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coordoDDees  Xyjf^z,  qui  exprime  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation,  et  qui  est  aussi  indépendante  de  r, 
puisqu’on  suppose  le  mouvement  de  rotation  uni- 
forme ; il  en  l'ésulte  donc 

udx  -f-  vdy  v/dt  = n {xdy  — ydi)-', 

expression  qui  n’est  point  une  différentielle  exacte. 

Il  suit  de  là  que  pour  déterminer  la  pression  en 
un  point  quelconque , et  l’équation  de  la  surface  , 
il  faudra)  dans  le  cas  actuel,  recourir  aux  équa- 
tions (a);  or,  en  y mettant  pour  «,  v et  tv,  leurs 
valeurs,  elles  se  réduisent  à 


I dp 
g djü 


= X -f-  n'x , 


d’où  l’on  tire 


1 dp 
(dy 


r+ny. 


^.dp  — Xdx  Ydy  -f-  Zdz  + n*  [xdx  ydy)  ; 

équation  qui  conduira  aux  résultats  que  nous  avons 
précédemment  obtenus  (n"  49i)>  *ur  lesquels  il 
serait  inutile  de  revenir. 


FIN  Dü  Cinquième  livre. 
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ADDITION  aux  propriétés  des  momens  d’ inertie 
et  des  axes  principaux.  (Pages  7$  et  suiv.) 

D.  PUIS  l’impression  du  paragraphe  où  ces  pro- 
priétés sont  exposées  y j’ai  eu  l’occasion  de  résoudre 
un  problème  relatif  aux  niomeiis  d’inertie,  qui  com- 
plète la  théorie  de  ces  momens  et  des  axes  prin- 
cipaux, et  dont  la  solution,  que  je  vais  donner  dans 
cette  addition,  devraitêtreplacée  à la  suite  du  n°365. 

Trouver  les  points  d’un  corps,  si  toutefois  il  en 
existe , par  rapport  auxquels  les  trois  momens 
d’inertie  principaux  , et  par  conséquent  tous  les 
momeus  d’inertie  sont  égaux  ? 

Soit<f/n,.un  élément  quelconque  de  la  masse  du 
corps;  x,^,z,  les  coordonnées  de  ce  point  matériel, 
rapportées  aux  trois  axes  principaux  qui  se  coupent 
au  centre  de  gravité;  A , B,  C, les  momçiis  d’iner- 
tie relatifs  à ces  axes.:  de  sorte  qu’on  ait 

/'xdm=o,  fydm=o,  fzdm—o, 

parce  que  l’origine  des  coordonnées  est  placée  au 
centre  de  gravité  ; de  plus 

fxydm=.o,  fyxdni—o,  fyzdm  = o , 

parce  que  les  axes  des  Xy  jTy  z,  sont  des  axes  prin- 
cipaux; et  enfin 

, B— /'Çx''+z^ylm  C=f{y^-^x*'',dm, 

d’après 
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d’après  la  déCnilioa  des  niomeus  d’iiierllc  , toutes 
ces  intégrales  devant  être  étendues  à la  masse  en- 
tière du  corps. 

Désignons  par  1^^  coordonnées  incon- 

nues d'un  des  points  demandés,  rapportées  au.x  axes 
des  x,jr^  Z,  de  manière  qu’on  ait  par  rcqtport  à ce 
point,  z=-y-,  transportons-y  l’origine 

des  coordonnées  , sans  changer  la  direction  des 
axes;  les  coordonnées  de  l’élément  , deviendront 
a: — a,  r — €,  Z‘ — y;  mais  si  l’on  veut  que  les 
momens  d’inertie,  relatifs  à toutes  les  droites  qui 
passent  par  ce  point , soient  égaux , il  faut  que  toutes 
ces  droites  soient  des  axes  principaux  ; car  l’une 
de  ces  propriétés  est  une  suite  nécessaire  de  l’autre 
(n“3G5);les  axes  des  coordonnées  x — 

Z — y J doivent  donc  être  des  axes  principaux,  et  par 
conséquent  on  a 

f (x— f xydm^—tt.f^dm — G.fxdm-j^a.S.fdm=o , 
— y)dm=f xzdrn — ei.fzdm — y.fxdm-\-eiy.fdm==o, 
/(y— (s — y')dm=zfyidm — C.fzdm — y^.fydtn-^-Cy.fdm=.o  ; 

équations  qui  se  réduisent,  en  vertu  des  précé- 
dentes, à . 

CyM=.o, 

en  désignant  par  M , la  masse  du  corps  ou  l’inté- 
grale/î/a/i.  Or,  pour  satisfaire  à ces  équations,  U 
est 'nécessaire  que  deux  des  trois  quantités,  a., 
soient  nulles  ; si  donc  le  point  demande  existe  , il 
ne  peut  se  trouver  que  sur  l’un  des  axes  des  coor- 
données Xyfy  e.  Je  fais  C=o,  y=o,  et  je  laisse  a 
indéterminée,  ce  qui  revient  à supposer  le  point 

3.  3a 

f 


a 
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dematidé  sur  Taxe  des  jr , à une  distance  « de  l’ori- 
gine on  du  centre  de  gravité.  Alors  les  œomens 
d’inertie  du  corps,  relatifs  à ce  point,  seront  A 
par  rapport  à l’axe  des  a: , et , en  vertu  du  théo- 
rème du  n°  554,  et  pat  rapport 

aux  axes  parallèles  à ceux  des  y-  et  des  2.  D’après 
la  coudition  du  problètne,  on  aura  dodc 

+ ÆT<t*  = C + Afrt* = ^ ; 

mais  pour  ()ue  ces  écpiations  soient  possibles,  il 
faut  qu’on  ait  B~  C;  et  quand  ces  deuk  quantités 
seront  effeetivemfent  égales , on  aura 


il  faudra  donc  encore  que  A <C.  Cy  afin  que  la  quan- 
tité a.  soit  réelle.  Cela  étant,  on  aura  pour  a deux 
valeurs  réelles , égales  et  de  signes  contraires  , 
savoir  ; 

V * 

par  conséquent  il  existera  deux  points  qui  .jouiront 
de  la  propriété  demandée,  et  qui  seront  situés  sur 
l'axe  des  x , à égale  distance  de  part  et  d’autre  du 
centre  de  gravité. 

Maintenant  on  déduit  de  cette  analyse,  les  con- 
séquences suivantes  : 

'1°.  Quand  les  trois  momens  d’inertie  A , B,  C, 
relatifs  aux  axes  principaux  qui  se  coupent  au  centre 
de  gravité  <i’un  corps.,  sont  inégaux,  ûl  n’exisle 
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aucun  point  par  rapport  auquel  les  momens  d’inertie 
de  ce  corps  soient  tous  égaux. 

a®.  Si  deux  des  trois  momens  A,  B ^ C sont 
égaux , et  que  le  moment  inégal  soit  le  plus  grand 
des  trois  , il  existe  ' deux  points  par  rapport 
auxquels  tous  les  momens  d’inertie  sont  égaux  : ces 
points  sont  situés  sur  l’axe  principal  qui  se  rap- 
porte au  plus  grand  des  trois  momens  A,  B,  Cy 
et  sont  placés  symétriquement  de  part  et  d’autre  du 
centre  de  gravité. 

3°.  Lorsque  les  trois  momens  A y B y C sont 
égaux,  il  n’y  a pas  d’autre  point  que  le  centre  de 
gravité , par  rapport  auquel  tous  les  momens  d’iner- 
tie soient  égaux. 

En  appliquant  ces  résultats  à l’ellipsoïde,  on  voit 
que  s’il  s’agit  d’un  ellipsoïde  quelconque  dont  les 
trois  diamètres  principaux  sont  inégaux,  il  n’y  aura 
aucun  point  pris  en  dedans  ou  en  dehors  de  ce  corps, 
par  rapport  auquel  tous  les  momens  d’inertie  soient 
égaux  ; mais  si  l’on  considère  un  ellipsoïde  de  ré- 
volution , engendré  par  une  ellipse  tournant  autour 
de  son  petit  axe,  il  y aura  deux  points  sur  cet  axe, 
relativement  auxquels  tous  les  momens  d’inertie  de 
l’ellipsoïde  seront  égaux;  car  dans  ce  cas,  deux 
des  trois  momens  relatifs  aux  diamètres  principaux 
seroxU  égaux  , et  le  moment  inégal  se  rapportant  au 
plus  petit  diamètre,  sera  le  plus  grand  des  trois 
(n*  549).  Si  l’on  appelle  a et  i les  demi-axes  de 
l’ellipse  génératrice,  et  que  l’on  suppose  de 

sorte  que  a soit  l’sxe  de  révolution,  les  valeurs  des 
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trois  quanlilcs  J,  B,  (7,  relatives  à l’ellipsoïde  aplati, 
seront  exprimées  par 


B~C~ 


5 


valeurs  qui  se  déduisent  des  expressions  des  mo- 
ment d’inertie,  trouvées  dans  le  n®  349,  eu  y fai- 
sant c=b.  Je  substitue  ces  valeurs  de  yl  et  C, 
dans  la  valeur  précédente  de  et  il  vient 


*ce  qui  fera  connaître  la  distance  de  chacun  des  points 
demandés  , au  centre  de  l’ellipsoïde.  Selon  qu’on 
aura  /»*>■  3c*,  ou  />*■<  5c*,  ces  points  se  trouveront  sur 
le  prolongement  de  l’axe  de  révolution  , en  dehors 
du  corps,  ou  sur  l’axe  même  en  dedans  du  corps; 
quand  on  aura  i’z=5a*,  ces  deux  points  se*  trouve- 
ront à la  surface  et  coïncideront  avec  les  pôles  de 
l’ellipsoïde. 

M.  Binet  jeune  est  parvenu  d’une  autre  manière 
à ces  mêmes  résultats , dans  un  Mémoire  sur  les 
propriétés’des  momens  d’inertie,  qu’il  a lu  dernière- 
ment à l’Institut. 


FIN  vu  SECONU  VOLUME  ET  DE  l’OUVRACE. 
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et  iV Application  de  VAlf^breh  la  Géométrie  ^ composent  un  Cours  ciémentaire 
après  lc*qucl  on  peut  passer  immédiatement  ou  Traité  de  calcul  différentiel  et  de 
calcul  intégrai,  L'Auteur  a évité  Pemploi  des  formules  de  PAlgèbrc  supérieure 
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h leur  correction.  . . 

BOURDON,  Inspecteur  de  VUnwersité  de  Paru  fiLliÈyiEs^S  D’ARITHMÉ- 
TIQUK.  > ▼oh  in-8.,  1894» 

— ÈLÉMENS  D'ALG£BRE|  3«  edit.  considérablement  augmentée , 1 fort 
▼ol.  iu-8.,  i8a3,  7 


.-T- 


A LA 


DOUnnON,  APPLICATION  DE  LALGÈDRE 
I fon  vol.  in-8.  avec  i5  planciii»,  j8a'  j ,,.  jo 

Membre  «le  l’Iimiiut,  t>rof<»«cnr  au  ColUec  «le  Kranc:c,  de.  'l’RAl'I’É  " 
ÉLEMEl^I’AIRE  D’ASTHONO.MIE  PHYSIQDE,  dc»üné  h renieioncmcm 

.J ..  A A t * ^ïïËmnmM  «vftM  O O ^ ^ 


GÉOMÉTRIE, 

fr. 


dans  les  Collèges,  d^  , 3 vol.  in^S. , 1810 , a5  fr. 

mol  .physique  I^IECANIQLIE,  iradniic  de  rallcmand  de  Fischer,  avi^  notes, 

3' eililion , roiisidiT.ablcnient  aiicmcnléo,  1810,  in-8.,  avec  iienrea , 6 fr. 

■■  EÎ^AI  DE  GKOMfcriRIt  ANALYTIQUE  appliqué  aux  conrbes  et  aux 
surfaces  du  sccoml  ordre,  in-8.,  avec  dix  planches,  i8a3,  6«  ùliiion,  revue,  cor- 
riRcic  et  inpiuenttie , C f.  5o  c. 

ÏIEZOUT.  TRAITÉ  D’ARITHMÉTIQUE  h l’osap;  de  la  Marine  eide  l’Adil- 

Icrie,  avec  des  Nole^  fort  «itendaes  et  «les  Tables  de  l^o^^ari dîmes,  pour  les  KHvea 
qui  se  destinent  3 l’Ecole  Polytechnique;  par  A.-A.-L.  Rctraud,  Exauiinateur 
des  Cnnilidats  do  l'Ecole  Polytechnique , etc. , in-8. , 1 1«  e^it.  i8a3,  3 fr. 

Le  texte  pur  se  vcn«l  «.^partiment , . a fr. 

J.a^s  Notes  se  vemlcnt  aussi  separtiment,  a fr.  5o  c. 

— - ALGEBRE  et  Application  de  cette  science  li  l’ArilbmiUiqne  et  îi  la  Geomc'tric.  • 
nouvelle  eàlition  , revue  et  augmentée  de  Notes  fort  ctcnd«iea  ; par  A.-A.-L.  Rey- 
ràdd,  Examinatcar  des  Candidats  3 TÉcolc  Polytcchniijuc,  etc. , in-8.,  i8ai,C  fr. 

Le  texte  pur  so  vend  séparément,  4 fr. 

Les  Notes  se  VCTidcnt  aussi  séparément,  Z fr. 

— GEOMETRIE  contenant  la  Trigonométrie  rectiligne  et  la  Trigonométrie 
■ sphérique.  Notes  snr  la  Géométrie,  Elémens  de  Géométrie  descriptive  et  Pro- 
blêmes;  par  Reïkaod,  3*  édit,  avec  ai  planches.  i8a5,  fi  fr.  • 

’ Le  texte  pur  SC  vend  séparément,  /f  (r. 

Les  Notes  se  vendent  aussi  séparément , 4 

LA  CAILLE  et  MAWE.  LEÇONS  ÉLÉMENTAIRES  DE  M.VTHÉMA- 
TIQUE.S,  5'  édit.,  avec  des  Notes  par  M.  Labcy,  Professeur  de  Matbémati<|ues 
et  Examinateur  «les  Caiulid.iis  pour  TEcolc  Polytcchninuc;  in-8. , G fr.  5o  c. 
DEÎMÜNEERRANI)  , Prof«isscur  de  Mathémati  ques  et  (fo  P/iv>ique  au  Collège  de 
Versailles.  x^UNUEL  DÉLKCTUICrrK  DYNaiMIQLil  ÏÏ,  ou  Traite  sur 
TAciion  mutnclle  des  conducteurs  clcctritjuos  et  des  nininns,  et  sur  l:i  nuuveUe 
Tliwmc  du  Magnétisme , pour /{tire  sttUtt  à tous  Us  7'raités  de  Physique  \ 
élémentaire,  iii^j  .t^'O  t arec  5 planches,  4 f*** 

HAUY,  TRAITÉ  ELEMENTAIRE  DE  PHYSIQUE,  adopté  par  le  Conseil 

r«^al  de  l'Instruction  publique  pour  Tcnscigncmcnt  «lans  les  Colleges;  troisième 
é«ntioii , considérabteiuciic  augmentée  , a vol.  in—S. , avec  iq  pl. , i8ai , i5  fr. 
MONGE,  TRAITE  ELEMENT.ViRE  DE  STATIQUE,‘èT«isage«lci  Ec«iles  «le 
la  Marine,  Se  édition,  in-^, . revue  par  M.  Hachette,  cx-inslilutenr  h TÉcole 
Polyteehniquc , Professeur  de  Mathéiuati«pues,  etc. , 3 fr.  aSc. 

OUVRAGES  DESTINÉS  AUX  CANDIDATS  DE  L’ÉCOLE 
POLYTECHNIQUE  ET  DES  ECOLES  MIUTAIRES. 

. Ouvrages  Je  M.  le  baron  REYNAUD , Examinateur  des  Candidats  de  l'Ecole 
Polytcchnù/ue  et  de  l'Ecole  spéciale  militaire.  ■' 

I®.  ARITHMÉTIQUE,  h Tusage  des  Élèves  qui  se  desiinmt  .N  l’Éi'oIc  Polytcch- 
ni«picctl«  l’Ecole  militaire,  lo®  édition , ongin''ntée  «l’nne  Table  «les  Logariclimcs 
des  -jombres  cnticra.  depuis  iin  jusqn'6  dix.piillc,  i vol.  in-8*.,  i8ai , . 3 fr.  Soc. 
a*.  TRAITÉ  D’ALGÈBRE,  h l’«^gc  «le*  Élèves  qui  se  destinent  li  l’École  tiMralc 
Polylechniqnc  et  h l’École  sjiécinlAuililairc,  i vol.  in-8.,  5» éilit.,  i8i i,  5 fr.  5o  c. 

3*  ALGEBRE,  aoc.  é«Iit.,  a*  section,  ■ vol.  in-8.,  i8io,  5 fr.. 

4*:  TRIGONOMÉTRIE  RECTILIGNE  ET  SPHÉIÜQUE.S*  édition,  suivie 
' «Ira  TABLES  DES  LOG.YRITIIMES  des  nombres  et  des  lignes  trigonomé- 
iritptics  «le  LALANDE,  in-i8,  avec  ligures,  i8i8.  Sfr.  ‘ 

Les  Table*  de  Liogarithuics  de  LALANDE  seules,  sans  la  Trigonométrie,  sc 
vendent  sépart'ment,  , . a fr. 

5®  TRAinî  D’APPLICATION  DE  L’AIÆÉDRE  A LA  GÉOMÉTRIE 
ET  DE  TRIGONOMÉTRIE,  h Tiuagc  des  Elèves  qui  sc  d«»linent  ù TE«mlc 
Polytecbniqiie,  etc. , i vol.  in.8. , avec  lo  planclic* , i8n).  fi  R. 

C».  COURS  ÉLÉMENTAIRE  DE  MA'niKMATlQUViS,  DE  PHYSK^UE  E T 
^ DECiiJLMJLE,  suii’i  dcqaciqiies  noliuusd'Astiuuomic  S Tusage  dcsélévrs  qui  te 


. £ 


li 


(3)  ■ 

iWiDcnt  \ fuliic  ks  examens  pour  le  DaccalaureMl  ès-lcUtcs,  un  vol.  tii-8°  avoc 
i.{  pl.inehcs , G fr. 

Ce  Coiii-8  c»t  enlièrcmcn»  conforme  an  programme  qui  a die  public  p.ir  ordre 
Hc  rUnivetsilé.  dans  le  Manuel  pour  le  Rnccnlaiircat  ds-lctttes. 

7*.  REYIS  AUD  ET  DUHAMEIa.  Problèmes  et  DcTclop[>emcns  snr  diverses  parties 
dc>  Mailirmniiijiics , in-8. , i8a3  , avccii  pl.incbcs,  Gfr. 

8».  AKITHMtTKJUE , 4 l'usage  des  Ingénieurs  ilii  Cadastre,  in-8. , G fr. 

9°.  M.AMUËL  de  ringènieur  du  Cadastre;  p.ir  MM.  Pomiaics  et  Reynand , in-i{. , 

10».  TRAITÉ  D’ARPENTACE  de  Lagrivc,  aîte  les  Notes  de  Reynaud,in.8.,  7fr. 

Notes  sur  Bezout , par  Heynaud. 

II".  ARITHMÉTIQUE  DE  m-r/.OUT,  avec  les  Notes,  ifcdit.  in-8.,  i8a3,  3fr’. 
la».  CEOMETRIE  DE  REZOUT,  avec Ii's  ^otes  » in-^s,  3«  ««lit. . i8a5  , 6 fr. 

a LGE13KK  et  Applirnium  de  J'Algèbrc  h la  Geomciric  de  Rciout,  avec  1rs 
AoU'S,  iii-8.  y i8aa  (/es  notes  se  vendent  séparément.  Voyez  p.  a) , Ü fr. 


Ouvrages  tîe'}^.  GARTVIEIR,  i VÉcoie  Polytechnique  y 

de  /rt  Paculté  des  Sciences  de  l'Unwersitèy  Projesseur  de  Malhéi 
a l'Ecole  royale  militaire. 

TRAITÉ  D’ARITirviÉTIQUE,  as  ddit. , in-8.  .1808, 

— ÉLÉME^'S  D’ALGÈÔIIE  h Tusace  des  Aspirait: 


Docteur 
Mathématiques 


a fr.  5o  c. 

Aspirans  k TÉcoIc  Polytechnique, 
mu.,  iri-os,  inn,  revue, corrigée  et  augmentée,  l>  fr. 

Suite  de  CCS  ËleujcDs,  a*  partie,  ANALYSE  ALGËBRIQGE,  nouv.  edir. , 
considerahlçment  Augmentée,  in*8. , i8i4i  7 R* 

— — GEOMÉ  rRIE  ANALYTIQUE,  ou  Application  de  l’AIgMtre  h la  Gcoincirir, 
seconde  édition,  revue  et  augmentée,  i vol.  in-^.,  avec  i4  planches,  i8i3,  Gfr. 

— • RECIPROQUES  de  li  Géométrie,  suivis  d’un  Ri*curil  do  Prohlèmcs 

et  de  Theorèmt.^ , ctde  la  constracüoo  des  Tables  trigooofuctriqncs , io-8.,  i''<^d. , 
considi.’rablcment  nngracptt^c , 4810,  C fr. 

“ ËLËiMENS  DE  GÉOSlETRlE,  contenant  les  deux  Trigonooietiics,  les 
Elc'mcns  de  la  Polygonomc'tric  et  du  lève  de*  Pians,  et  rinirotluciion  h la  Gtfo- 
nicUrie  descriptive,  1 vol.  in-8.,  avec  plaiiclies,  i8ia,  , 5 R. 

— — LEÇONS  DE  S TATIQUK  h Tusage  des  Aspirans  à TEcolc  Polytechnique , 
ï vol.  in-8.,  avec  ia  pLnehes  , 181  f . i fr. 

LEÇONS  DE  CALCUL  DllTERENTIEL  FT  1N11GRAL,x  vol.  in-8  , 

avec  4 planches  , iSti  et  i8ra,  ijrr. 

TRRECTION  DE  L’ANGLE  , suivie  de  Recherches  analytiques  sur  le  tnc'mc 

au|ct,  in-8.,  1800,  afr.  Soc. 

■ DISCUSSION  DES  RACINES  des  Équations  déterminées  du  premier  degrd 
•*  plusieurs  inconnues , et  Eltminniion  e*ntre  deux  équations  de  degrés  quelconques 
a deux  inconnues,  a*  edÎL , t vol.  in-8.,  i fr.  80c. 

FR ANCCEUR,  Professeur  de  la  Faenllc  des  Scîcnrcs  de  Paris  , cx-ExaminaU'ur  des 
l’'>ly‘«:hniqnc  de.  COURS  COftIPLEl’  DE  MATHE- 
MA I IQUP.S  I UHES , dédié  h S.  M.  Alexandre  !«•■,  Empereur  de  Russie^ 
Ouvrage  destiné  aux  Eiérca  des  Ecoles  Noriualo  Cl  Polytechnique,  et  aux  Caii- 
<ndat5  i;pii  se  préparent  h y être  admis  , etc,,  seconde  édition , consiüémhrement 
augnicnu  c , ^ vol.  in-8.,  avec  figures,  181O  » |5  fi . 

ELÉM 


■ URANOGRAPIIIE  oo  TR/UTE  ELEMENTAIRE  D’ASTRONfIMIE 
1 usage  des  |iersnnncs  peu  versées  dans  les  Mailiématiijnes,  acconipugiié  <le  pla- 


» eonsiiléiab.  augm. . 

^ I I r s a?  IP  ^ .V.-.  r* 


Cli3<(nc  |>artic  te  vcnil  téparvniciit , t.iv<iir  : 

— 1 icmièrc  partie,  PRÉCEFl'ES  ÇÉNÉRAUX  et  ARITlIMÉ'l'IOUE , «c- 
«■oiKlc  ctUlioo,  eoniuli.rablcmcnt  angtaciUtc , in-f.  , *■  C fr. 


et  O 


- .Sft  nu'Ic  l>:iriir.  Al/îfenRX',,  ik>i,is<v. 

- TroUiNiie  |iariic,  GÉOMKTIIIE,  in-8. , 

i:/'ifArir  a-i*  i>„jv  ..  * ».  * 


BOL'Èll  AHLAi , Prolotociir  île  Mxlliduiulùincs  lriUM<;en<lanl«5  aux  ^nln  nnl?' 

c.,  ELEMENS  DE  CALCUL  UIEEEUENTIKL- 


■ 


r} 


; ^ ’ 


* t ■ 


taiirt,  Docteur  èa  Science»,  etc., 

" TH ii'oR IF 'rfv<!  rnn HPFV ‘“P"'»'* ,•  '"-8- . ««  P». . i mo  . o ir. 

1 HEOnlh  DES  COUKRES  ci  des  Surfaces  du  sc'comi  ordre,  prcccdcc  des 

••\<à<-‘'*'n«lfic  nnaljliquo,  vid.,  aiiam.,  in-8. , 5fr- 
Uf'^ILCARIQUE,  in-8.,  avec  iJanclic».  i8i5.  (ifr. 

l’OISSOlN  , Membre  rfe  rinaiiiuu  Profciscnr  h VEcoIc  Polyiochnimie  et  h U 

^*o  MhCAMQUE  , a vol.  In.8. , de  plu»  de  5oo  i>age»  chacun  avec 

8 pl.inchr»,  i8i  i , ‘ 

Ce  I raite  de  Mccanitpic,  le  pIiM  comnirt  qui  existe,  a eli!  adopte  twr  l'Ecole 
1 nlytcchniqac  pour  I iiii>Mncti<m  dci  Elevé».  Il  renferme,  en  outre,  le»  notions 
'î"  Conilidat»  qui  >c  destinent  Baur  ladite  Ecole. 

lOlRSOr,  Membre  de  I luMitm.  i RAITE  KLEMEM'AIRE  de  Statique, 
rtïr  Cvilo'iî  ' r'>t'liqnc,  in-«.  ie  «lit. . i8a4  . avec  planch. , 5 fr. 

DELA^IBRE,  Membre  de!  Institut.  ARRECE  D’ASTRONOMIE,  ou  Leçon» 
elenicntaire»  d Astionoiuic  théorique  et  ptaiiuue  données  au  Collece  de  France. 

I vol.  in-8.,  i8a3,  via  b 

1®.  •'«  ).  Membre  de  llnstitut,  EXPOSITION  DU  i 

SÏSri'.ME  DU  MONDE,  5»Ayit.,  i8aj,  in-^., avec  poruait  . i5  fr.  j 

Le  müme,  avol.- in-8. , iKaL  la  fr  t 

F^iSAl  PHILOSOPHIQUE  SUR  LES  PROBARILITÉS , io-8.,  5»cidit.  ! 

sntis  presse,  ifr  ^ 

MONC'.E.  Membre  de  rinsïiim,  etc,  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE,  4e  cditîon', 
utininctiice  fl  One  iheortcdes  Ombres  r,t  de  la  Per*iicciÎTc , extraite  des  paincrs  de 
, i Anicnr.  par  M.  HHISSON,  aiicico  Élevé  <!c  l'École  Polytecbui«|iie , Ingcntcat' 

’ en  rhrf ih-s Ponts  et  Chaussée» , t vnl.in-j.,  avcc.a8i>l,,  i8ao,  ta  fr. 

I. K  I R.ANCAIS.  Est.vi  de  Ccomeirie  nn.iljiiqnc,  a*  éd.,  revue  et  aiigiu.,  a fr.  .^o  c 
TRr-:tIL,  E ssais  de  8latb«niintiqucs  contcitam  qiielqiics  dct.iih  sur  PAiitlimclii|uc  . 

l’Algèbre,  la  Geyuieuie  et  la  Statique,  in-S.,  i8iq,  a fr. 

DE  .STAINVILI.E.RiiHJilcar  11  l’École  Polytechnique.  MÉLANGES  D’ANA- 
LYSE -ALGEBRIQLE  et  DE  GÉOMÉTRIE,  i vol.  in-».,  avec  pl.inchc.» , 

II. VCHETIT..  PROGRAMME  D’UN  COURS  DE  PHY.SIQI  K.  ou'prdcîi 

lie»  Leçons  sur  le  Caloiiqnc  et  sur  quelques  applications  des  Muüièmatiqiie»  h 
.la  Physique,  i vol.  iu-8-,  1800,  5 fr.  5o  c. 

L.YGRÀNGE.  Membre  de  l’Institut.  LEÇONS  SUR  LE  CALCUL  DES 
FONCTIONS,  nouvelle  édition  in.8.,  ^ ' G fr.  5o  c.  - 

EULI^iR.  ELE.MENS  D'A.LGE1!RE,  nouvelle  édition,  revue  par  MM.  Lagrange 
et  (J.irnier,  a vol.  in-8.,  i8o-,  . ta  fr. 

nUBOLRGL'KT.  TRAITES  ELEMENTAIRIS  DE  C.VLCUL  DIFFEREN- 
TIEL ET  DE  CALCUr,  INTEIGRAI,,  3 vol.  iu-8.,  1810 et  i8ti,  iG  fr. 

-\CY,  ajfr. 

nprement  dite.  5fr.  — Ginin- 
-Ptincipes  logiques,  a fr. 

, Ouvrages  sous  presse  pour  paraître  très  incessamment. 

HISTOIRE  DE  L’.ASTRONOMIE  AU  XVIU*  SIÈCI.E  , par  DELAMBRE  . 
publiée  par  M«  Maibicu,  Membre  de  Plasiilut  et  du  Bureau  des  Lungtiudes  » 
a vol,  in-i.  _ 

Le  second  volume  renfermera  PHISTOIRE  DE  LA  MESDRE  DE  LA  1 El\l\E 
avec  des  Mélangés  et  vitnéirs  astronomirrue*  jusqu'en  183a» 


Intprimctîc  de  IIUZARD'CQURClER^roe  du  JardmcivSt.'Andrrf-dcs-ArcSi  n*  la. 


J- 


I 


Digilized  by  Google 

. ^ J. 


Digilized  by  Googlÿ 


•J.t. 


Tom3.Pl  3 


Digitized  by  Google 


Digilized  by  Google 


Digitized  by  Google 


I 


